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TRANSFORMARI SIMPLECTICE §1 GEOMETRIE DUBLU IZOTRQPA
Rezumat

Transformirile simplectice siat automorfisme ale unui complex liniar
regulat de drepte. In spatiul proiectiv P* ele constituie un grup cu zece
parametri S;,.

Aseminirile dublu izotrope in P® sint automorfisme ale unui steag
constind dintr-un plan £, o dreaptd b din B si un punct B de pe 5. Ele
constituie un grup Iy cu noud parametrl.

Transformirile simplectice dublu izotrope formeazd un subgrup ¥ al
Iui S, si al lui 75,

Compararea transformdrilor lui 7, si Sy, aratd cd elementele lui §,,
pot fi scrise ca produs de dovd aseminidri dublu izotrope, fati de doud
steaguri diferite.

7 -KURVEN DER ISOTROPEN MOBIUSEBENE

VON

S. GRUNER (Karlsruhe)

Mitteitung an der A. Myller-Fubildumstagung zu Fassy, 20—26 Augusr 1970

1. Im reellen dreidimensionalen”projektiven Raum P? liege die sym-
merrische Bilinearform

(X, Y]:=x1 — %oJs — X3 No

vor. Die Nullstellenmenge der zugehdrigen quadratischen Form ist eine
einfach singulire Fléche 2. Ordnung,

[X, X]: = 2% — 25,5, =0,

1 jizi i kte
i + mit der Spitze F: = (0:0:1:0). Wir projzicrell die Pun
frlonn I%eg:isld:;t Zemrfl)m Z:=(0:0:0:1) ¢l auf die T[‘-Tangent1;:1153be::;:1
¢. = 0. Um diese Abbildung ausnahmslos eineindeutig zu mactcxfn, Slfa]::z 2
wsir die Projektionsebene durch uneigentliche Punkte ab un berl Ien
nach H. Brauner [4] die sotrope Mabiusebene M mit dem absoliu

nienelement F, f (xq =%, = 0)*

Stereogr. Projektion

I'\NF + Ebene M (x; = 0)

CREREREARIVEI LY oot eigentl. Punkte EREREALY
o X1+ X

(0:0:x,: x50 € I oo! uneigentliche Punkte 1. Art,

inzident mit F
(0:0:0:1) = Zel der uneigentliche Punkt von M.

13 —- Matemalicd
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M- Kreise sind a) die gewohnlichen isotropen Kreise, also die reguliren
Kegelschnitte darch das absolute Linienelement (F, f), und b} die nichiiso-
tropen Geraden in x, = 0'). Beide lassen sich durch

S (U, k)= Bt b Usyx, 4 Vi = xox, = 0 = x,

darstellen. Als Punktmengen aufgefasst besitzen sie stereographische Urbil-
der, die von normierten Lbencn

RA=[V:U:—1:k]

aus ' ausgeschnitten werden. Wir sagen kurz, die stereographische Projek.
tion bilde die normierten Ebenen & eineindeutig auf die M-Kreise ab,
(Da das Polarsystem von l' ausgeartet ist, konnen diese Ebenen nicht als
Polarebenen von Punkten ausserhalb des Kegels I’ aufgefasst werden. Dies
ist ein wesentlicher Unterschied zum euklidischen Fall {1} und hingt eng
damit zusammen, dass die isotrope Winkelmetrik aperiodisch ist und keine
Orthogonalititsrelation kennt.)

Zwei M-Kreise §,(U,, Vy, #,) und &; (U,, V., k,) schneiden sich
stets in zwei Schnittpunkien (im algebraischen Sinn) und schliessen dort
betragsgleiche ssotrope Winkel ein, fiir die

p?= (U, = U)* = 2(V,— V) (kg — k1) =:[K. — &y, Ko — &)

gilt. ¢ = 0 kennzeichnet die moglichen Fiile von Berithrung,

Eine automorphe Kollineation des Kegels T bewirkt in M eine stetige,
kreis- und punkttrene (und damit auch beriihrungstreue) Abbildung von M
auf sich, d.h. cine Mobiustransformation. Dieser Schluss gilt auch umge-
kehet. Daher ist die 7-gliedrige Gruppe ¥t; der automor phen Kollineationen
von I' isomorph zu der Gruppe M; aller Méobiustransformationen von M
auf sich. Wegen

- 1 L ——
2= A, 0" — = |
@ oo mlt?\ -\/m2>0,

woria 2| die (0. B.d.A. auf a,, =1 normierte) Kollineationsmatrix der

automorphen Kollineation X = 9(.X bedeutet, ist eine Mobiustransforma-
tion im allgemeinen nicht winkeltreu. Es bestehen die Isomorphiebeziehung:n

automorphe Kolilineationen) M, == M, (Mobiustransformationen)

{I'-Bewcgungen, | A * = 1) R = M, (winkeitreue Mébiustransformati-

onen)

'}y Die isotropen Geradenpaare zahlen also nicht zu den M-Kreisen.
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(eigentliche I'-Bewegungen) M= M (gleichsinnig winkeltreue

Nl=+1 Mébiustransformationen)
{uneigentl. I-Bewegunzen) M- — M (gegensinnig winkejltreuc
A =—1 Mobiustransf ormationen).

Dabei sind M, und M} Normalieiler von Mm,, M, und ME Normal-

teiler von M. o ) . . ;
2. Eine W-Kurve der Eéene M ist et?\i“tl)gurt\rc;scfl‘;ers;:ioir;w?r; ;ré%
i ingliedrigen stetizen Gruppe von MODIUstea 1
Eﬁi}:ﬁ:gg?dwgﬁnsch [6] hat upnter Verwendung dualer Zahlen und t?er
infinitesimalen Transformationen der Gruppe M, die k(_mtmulerhp 1en
Untergruppen und deren W Kurven bestimmr, allerdings mit sehr v(;e en
zusitzlichen, vom Rechenkalkiil bedingten Ealluntersqheldungcn. Hier dage-
gen sollen die W-Kurven vom diff_erennalgeomcmschqn Standpunk.t L
gewonnen und durch natiirliche Gleichungen charakteriseert werden: ?{w
fassen die gesuchten Kurven auf als stereographische Bilder der W:Kullven
auf T beziiglich Kollineationen der Gruppe M;. Dazu sre_llenf..WJIE urz
einige Grundformeln der projektiven Dif ferentialgeometrie fur Kurven
Ll lEiznl::arI?;rtl&I:;nen;e K P? heisst ein C_'-Kuri;emt_ﬁck auf I’y wenn es
ein offenes Intervall JCR und eine topologische Abbildung ¢ von [ auf

K gibt, so dass
vl X () ¢ K mit [X(),X ()] =0 und x,¢C, r=1

gili. Fiir das folgende setzen wir voraus:
X {t) und X(t):—-:d—{i () Gind linear unabhiagig,

[X(1), X (9]0 fur tel,
r = 6.

i | ? (1)] = + 1 = const.

Durch eine Umnormung kann dann stets [X (1), X(2)] :]—
erreicht warden. In Abhingigkeit von der vorgegebenen C’-Darstellung
eines Kurvensticks K gibt es in jedem Kurveapunkt X ein Begleittetraeder

das My — invariant mit K gekoppelt ist.
Die Grundpunkte sind

X, T:=X, Yi=X—aX, F=(0:0:1:0)

mit a: = - 12 (X, X], Det (X, T, Y, F) = —1,
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die der Produkttabelle [,]' X T Y F

X 0 0 —1 0
r 0 1 0 0
Y |—1 0 0
F 0 0 0

geniigen, d. h. X, Y and F liegen stets auf 1"
In bekannter Weise ergeben sich daraus die Ablenungsgleichungen

X=T

T=aX-|- Y

¥ ol 4 bF mit b; = — Det (X, X, X, X).
Fiezy,

Fihrt man nun mi
mittels der streng mo : %
Parametertransformation g monotonen Funktion f¢ ('™ eine

dt?: A (I)Z = ?(I)
dt 27 (1)

durch, so wird die Produkttabelle i, a. nicht erhalten bleiben.

Man koppelt de it ei
shalb mit : . .
Umnormung einer Parametertransformation immer die

= £ () mit p(0): =

X* (1) =0 () X (2)

. eme lSteT irans-

X* =X
ax*
T"="—=X.=
AL =T 24X
Y* =X, , —a* Xt =(Y+ 24T 4 242 X) ¢~
F*—F,

. * ¢ H
mit a* = {a— 2424 24) 2% und &* =bp72
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Ist das Kurvenstiick frei von stationdren Schmiegebenen, so kann durch

b — bo-? —sign b= [+ 1, falls K positiv gewunden
' | — 1, falls K negativ gewunden

ein M+ — invarianter Paramerer

= -_r\'\/ bin)| di

]

eingefiihrt werden. Neben dem Windungssinn ist dann a(x) im wesentli-
chen die einzige dif ferentialgeometrische Invariante eines Kurvenstiicks
beziiglich der Gruppe 9R;, seine sogenannte natfirliche Gleichung. Ausserdem

geniigt K der auf den invarianten Parameter = bezogenen Grundgieichung
% () — 2a (z) X () —a (=} X(7) = F.sign b
Wenn man den Einfluss einer beliebigen automorphen Kollineation
von 1" auf obige Formeln nachpriift, so stellt man fest, dass

()
a® (1)
eine Differentialinvariante der Gruppe M; ist?).

chende Bedingung fiir eine nichtrriviale 3} W-K
diese Differentialinvariants konstant ist. Alte W-Kurven au

eine der beiden nariirlichen Gleichungen
a (<) = a, = const. oder

af=) = C ¢ const 0.

bl

Notwendige und hinrei-
arve auf I' ist also, dass
f T besitzen daher

der zugehorigen Grundgleichungen fiihrt auf Cv- Dar-

lementare Funkrionen enthalten., Je nach den Werten
¢ Typen von W-Kurven

) W-Kur-

Die Integration

stellungen, die nur ¢
von a, bzw. C ergeben sich (3 + 4) verschiedenartig

auf T Ihre stereographischen Bilder sind dann die nichttrivialen
ven der isitropen Mobiusebene M.
Beispiel : Ra, = »* >0

Als Losungen der Grundgleichung finden wir die Cv-Darstellung

X(x) =P +e P L P,— _F, 7el =R,
g

2} Beweis in [D, 8. 61}].
#) Trivisle W-Kuiven auf 1" sind die 1'-Erzeugenden und die ebegen Schnitte

G b= 0, Kegelschmute}.
¥y Triviale P-Kurven in Af sind die 1sotropen Geraden und die M-Kreise §(U, V, k).
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wobei die Integrationskonstanten P, den Nebenbedingungen

1
[PIJPI]_[P.':P‘.‘.]_OJ [P:ul:’s]_''_2[1)1:13'_']'_—'/2
=il

[P Py} =[Py, P] =0, Det (P, P, P, F)=

24

geniigen missen. In der stereographischen Projektion entspricht einer sol-
chen W-Kuive eine Loxodrome eines elliptischer Kreisbiischels, das die
Bilder von ’, und P, als Grundpunkte besitzt und das von der Kurve

. . 1 . :
unter dem konstanten isotropen Winkel = durchsetzt wird. Die Grund-
W
punkte des Kreisbuschels sind asymptotische Punkte und singuliir, sie gehéren
also nicht zur W-Kurve.
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CURBE W ALE FLANULUI MOBIUS IZOTROP

Rezumat

Planul Mabius izotrop A se obtine prin prelungiri convenabile ale
planului izotrop obignuit =, a cirui metrici este determinati de un element
liniar ca figura absolutd. Cum a ardtat H. Brauner [4], M are structura
topologicd a unui con pitratic I din care se exclude virful . Un home-
omorfism de la 'N\F— M poate fi intit printr-o proiectie stereograficd,
Reprezentirile Mobius (care, in general, nu conservi unghiurile) formeazi
in M un grup M; corespunzitor coliniatitlor automorfe ale lui I, care,
dupd cum se gtie formeazd un grup ;.

Geometria diferentiald proiectivd a curbelor din I' permite si se ca-
racterizeze toate curbele W de pe I’ sle grupulumi 9, printr-o ecuatte
naturald a(r). Existd sapte tipuri nebanale. Proiectia stereografici furni-
zeazd atunci imediat curbele W ale grupului M, fo M.

UN PROBLEME DE COUPURE LINEAIRE
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¢ thé-
: dont le modéle ma
¢ ont des problémes e
blémes de coupure $§ L matique.
matiq%:S c%rgduit i des problémesdde prgfgéﬁrélsm;:g?ovrammation e
ili i de résolution des pro g

tilisant les méthodes ¢ ‘ nes o .
u btiendra des solution des problemes fie coup T e dPume entreprise
e N admertrons que dans le dépot de m X ectiverment
i o tépories de matiéres premieres, €N qua s e produits
N D ités on peut fabriquer » catcg o
De o en d'n fini de la catégorie J

Ayy AgyeeesBme p ) ité de produit :
12, une unite P . our
finis. Pour Ja confection d'Lére premiére de la catégorie i. De plus, p

e qu?mit%’a”edemr:;?g de produit fini il faut ,‘fabrlccliueft Sp;ygcs (girex
lg‘confecuon t’ui?:l existant on peut fabriquer ! piéces ‘r:s éyunc L
glées(;ezer?;a?lifrlc nombre de piéces du type k nécessal
s » . .
de pgroduit fini de la catégorie ;. .
En admettant que de chaque p L
nous sommes conduits au probléme sul :

duction x(xy .., %) qui réalise:

n fabrique x; quantites
erminer le plan de pro-

min bklxl + e + b"ux"
(1) m"axl <h <5 - ]R

avec les conditions sulvantes:

E CI.j.‘c iy x_’ 0 (I 1 yesey f") .
i=1
> r 3

(2)



