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Converselv, let d be a positive integer and let T be an E-chain of
right groups {T,.pat REI%, 0 < i—dy and (nr)— B be a homomorphism
of C into the semigroup of endomorphisms of T such that (1) and (2) are
valid. Then [((n,k), g}t g€ T i 1 kelv, 0L i< d) under the multiplica-
tion (3) is a simple E-regular semigroup with d D-classes.

Proof. The theorem is valid by lemma 9, remark 3, lemma 10, lem-
ma 13, lemma |4, lemma 1, remark 1 and lemma 15.
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SEMIGRUPURI E-REGULATE
Rezumat

fn lucrare sint studiate semigrupurile simple F-regulate. Rezultatul
principal il constituie o teoremd de structuri pentru aceastd categorie de
semigrupuri. -

Rezultatul este utilizat de cdtre autor intr-o altd Noti aflatd sub tipar,
in care sint studiate semigrupurile simple E-regulate modulo un grup. |
Din acest punct de vedere prezenta lucrare constituic o verigd a unui lang

de Note, unele deja apirute, consacrate studiului semigrupurilor B-regulate. |
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Le but de cette Note est de metire en évidence deux propriétés de
liaison cntre les fonctions et les suites presque-automorphes, en générali-
sant les théorémes 1.27 et 1.28 de [1], donnés par N. Gheor ghiu [3]

pour les fonctions presque-périodiques.
Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations et les notions gene-

cales concernant la théorie des fonctions presque-automorphes {abrégé
p.a) de [4].

On désigne par: R — Uensemble des nombres réels, Z — ’ensemble
des nombres entiers, G — un sous-groupe de R, C — l’ensemble des nom-

bres complexzes.
Si f: G- C est une fonction sur G avec des valeurs complexes, on

désigne par _f(x)=[f(x+ «), une transiatée de f. Si % = {&},er €8t une
suite généralisée de G ¢ R telle que lim _ f - g au sens de la convergence
e

ponctuelle sur G, alors on fa désignel})ar g— T, f et de méme s'tl existe
¢ =} (ponctuellement sur G) on la désigne par h=T_.¢.

— s

Définition 1. On dit quwune fonction f: G — C est une fonction pres-
que-automorphe au sens de Bochner, st chague suite généralisée « = {o e,
déléments de G contient une sous-suite généralisée o = (% fep telle que .

(1) r.T o f=f

soit remplie sur G.
En particulier, si G = Z, on obtient la définition d’une suite presque-
automorphe au sens de Bochner.

lim

3
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Remargue. 11 est clair que si la convergence de Il définition 1 est
uniforme, les suites dénombrzbles sont suffisantes et dans ce cas f devient
une fonction presque-périodique classique.

Définition 2, On dit quune fonction [ définie et continue sur R avec les
valenrs dans C est compactement presque automorphe (abrégé c.v. a.) si cha-
que suite o'~ (2}, contient une sous-suite v = (%), telle que les limites

(2) T f=get T o=Ff

existent au sems de la convergence wuiforme sur les ensembles compacts de R.
Uéfinition 3. Un ensemilc A C G est dir relatsvement dense dans G
au sens de Veech il existe n dléments s,...,$, appartenant & G, tels que

G=L:|[s, = Al
[N |

Définition 4. Un ensemble A C G est dit relativement dense dans G
au sens de Bohr s%il existe winombre réel L> (0 tel que [x— L,x} N A+¢
pour chaque x € G.

Dans {4], Vecch a démontré {Théoréme 2.2.1) que ia définition 1
des fonctions presque-automorphes au sens de Bochner est ¢quivalente 2
la définition suivante des fonctions p. a. au sens de Bohr:

Péficition 5. On dit que'une fonction bornée f: G — € est presque-au-
tomorphe an sens de Bohr s1, pour chaque = > et chague ensemble fini NCG,
il existe un emsemdle B_—= B(N;2) C G rel que

£z

Y. B soit relativement dense dans G au sens de Veech,
II. B —=—B_ (B_est un ensembie syméirique),
1. se¢B et t ¢ N entraivent (1 s) — f (1) g,
Y. s,reB_er t&N ntvainent f{i +s—r)—f() <2s.
En particulier, pour G = Z on obtient la définition d’une suite pres-
que-automorphe au sens de Bohr,
La premiére propriété de liaison entre les foncrions et les cuites p. 2.
au sens de Bohr est donnée par le
Théoréme . La condition nécessaire er suffisante pour qu'une suite
{Anlusz de mombres réels soit p.a. est Pexistence d'une fonction [, compacte-
ment presque-automorphe sur R, telle que a, = f(n) pour chaque n¢Z.
Démonstration. La condition est suffisante parce que si f est c.p. a2,
alors grice au lemme ! de [2] f est uniformément continue et presque-
automorphe au sens de Bochner sur R, donc il en est de méme sur Z,
c’est-a-dire a, — f{(n) {(pour ncZ) est une suite p. a.
Inversement, si (a@.i,z; €st une suite p.a., on peurt définir une fonc-
tion de variable réelle par

(3) f{x)

appelée la fonction polygonale associée i la suite {a,l,.z.

-y (X — ) (@ppq — Q) POUr AL x < n -1, nez,
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Comme a, — f (1) pour chaque neZ et f(x) est une fonction uni-
formément continue, il reste i prouver que fest presque-automorphe sur R.

Si on désigne par [x] le plus grand entier compris dans x, on voit
aisément que pour chaque = > 0 il existe 3{c) =¢/3 tel que:

(4) | £ (] - m) — f{[x])} < & et
{5) | £{[x] 4 m 1) — f({x] + 1} <3,
d’oli, grice 4 (3), on obtient pour chaque meZ:
Flr+m)—f@ <2 (x4 m —f(x]) + Flxd +m+1) = f{]+ 1)

cest-a-dire f satisfait aux hypothéses du théoréeme 1 de {2). Ceci étant, il
résulte que la fonction f est c.p.a. (q.e.d).

D’auire part, on peut caractériser les fonctions compactement presque-
qutomorphes & P'aide des suites presque-automorphes. .

Théoréme 2. Pour que la fonciion f définie sur R soit compactement
presque-auwmorpizc il faut er il suffit que certe Jonction sost uniformément
continue sur R et qu’il existe une suite de nombres positifs {8, convergente
wers zéro, telle que leg suites |f(n3;)}ney Solent presque-automorphes.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, s f est une
fonction compactement presaue-automorphe, alors d’aprés le 1'emme 1 de
[2], il résulte que f est uniformément continue et presque-auto morphe au
sens de Bochner sur R. Mais comme on aT_ T, f{v) = f{y) pour chaque
y€R, en prenant y = x4, ol xeR et 3> 0, on obtient aussi T T _f (x8) =
= f(¥d), c’est-d-dire la fonction f{x#) est presque-automorphe au sens de
Bochner sur R, donc |f(n3)}.cz est une suite p.a. pour chaque 3> 0.
Ceci montre que toutes les suites f(n8;),zz sont presque-automorphes et
donc la condition est nécessaire. ]

Réciproquement, soit f une fonction avec les propriétés de I'énoncé.
Comme f est uniformément continue sur X, il résulte que pour rtout
e 0 il existe §(g) =0 tel que:

(6) If (&} = f (") <= pour |" — " 6.
En vertn dos hypothéses faites, il existe 8, tels que:
(M) 8, — & pour % suffisamment grand.

D’autre part, soit M’ — if,, f.,...,2,} un ensemble arbitraire fini de nom-
bres réels. Mais pour chague r,e M’ (i = 1,2, ., n) il existe un nombre en-
ter »n, (f =1,2,..,7}) tel que:

{8) m S, <t < {m; - 1) 8.

Désignons par 7, I'ensemble des nombres entiers 71, #ly,ee, 7, Comme
{f (n5)},c, est une suitc presque-automorphe, il résulte que pour chaque
£> 0 et tout ensemble fini N de nombres entiers il existe un ensemble
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., pour lequel les conditions I
lorsque G = Z.

Désignons par B = U [(p — 1) &, (p+ 1) 8} Nous allons démon-

PEB;

trer les conditions I — IV de la définition 5 pour cet ensemble lorsque
G =R

La propriété Il pour B’ résulte aussitdt de 1a condition similaire
pour B_.

Mogtrons maintenzn: la condition I pour B, clest-d-dire lo densité
relative au sens de Veech pour G = K.

Comme B est un ensemble relat.vement dense au sens de Veech

dans Z, grice au lemme 2 de [2), il résulte que Pensemble B, est relati-
vement dense au sens de Bohr dans Z. Donc il existe un entier L tel que
[p — L, p] (N B, 5 & pour chaque peZ.
Soient M =171 4+ 1 et veR arbitrairement choisis. Comme
e 3

s ) L, £
¥

E ona i X .".’- N
entraine Pexistence d’un élément peB_tel que pe| - — M, _ l,d’ou ona:

0y B

1V de la définition 5 soient remplies,

X ] [ X x
- — M, 1, il résulte| = — M,
8, 3,

] N8B+ ¢, cequi

X M
xe[ (0= 1) By (p o ) By | = U U3+ Lip— 1) 8, (p+ D) M) =
L

M

= 0+ [(p—1) &0, (p+1) 31C U (6 + B).

j=0

M
Par conséquent, R = |J (a; + B’), c’est-d-dire B’ est relativement dense au
i=0
sens de Veech dans R.
Pour démontrer III pour Pensemple B’, soient seB’ et r; €M’ arbitrai-
rement chossis. Il existe alors p, € B, tel que se[{po— 1) 81, (B -+ 1) 8]
mais comme

flaods) —f@)=f(t, +)—=F{nd+ 8+ f(n 8+ 5) —
— (0, po Ba) + F (m Ba + po Ba) — F(m &) 4 £ (m: 8) — f(2),

il résulte, en utilisant les relations (6), (7}, (8) et la condition Il de la _

définition 5 pour B, qu'on a:
fla+s)—fin) <4=
De mme on peut démontrer que si s, r<B’ et r,¢ M, on a
flt+s—r)—f(1)] <3s
cest-a-dire la condition IV de la définition 5 est remplie pour B’
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Ceci montre que les quatre conditions de la définition 5 sont rem-
plies pour B’ lorsque & =R, ce qui entraine la propriété de presque-auto-
morphie sur R de la fonction f. Enfin, en combinant la presque-automorphie
de f et la propriété d’uniforme continuité donnee par hypothése, on obti-
ent que f est c.a.a.

Remarqgue. Les résultats trouvés ci-dessus montrent que les fonctions
compactement presque-2utomorphes peuvent étre obtenues d’une classe de
fonctions trés simples, la famille des fonctions polygonales presque-auto-
morphes, ce¢ qui peut simplifier certaines démonstrations de Ia théorie des
fonctions presque-automorphes.
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PROPRIETATI DE LEGATURA INTRE SIRURI SI FUNCTII
APROAPE AUTOMORFE

Rezumat

In aceasti Notd se dau doud proprietigi de legdrurd intre siruri si
functii aproape automorfe, urmirind pe de o parte caracterizarea funcgiilor
aproape automorfe cu ajutorul sirurilor aproape automorfe iar pe de altd
parte caracterizarea sirurilor aproape automorfe cu ajutorul funchilor
aproape automorfe. In acest fel se extind la cazul functiilor aproape auto-
morfe doud rezultate date de N. Gheorghiu in [3] pentru funciiile
aproape periodice.



