QUASI-METRIQUES SUR LES ESPACES QUASI-UNIFORMES

PAR

EUGEN POPA

§0. Introduction. Dans cette Note nous nous proposons de présenter
quelques résultats concernant les espaces munis d’une quasi-métrique. Les
métriques prenant des valeurs autres que réelles ont été étudiées pour
la premiére fois par Kurepa [6]. Al. Ghika [5] étudie une métrique
ayant les valeurs dans un certain anneau de fonctions. Un certsin nombre
de résultats, ainsi que des problémes non-résolus se trouvent dans les
articles de Kurepa {7] et Iu, Smirnov [14]. La notion de quasi-métri-
que telle qu’elle est utilisée dans cette Note, a été introduite par I’auteur
[11]. Aprés la définition de la catégorie des espaces quasi-métriques, quel-
ques constructicns concernant les ensembles ,,D sont indiquées dans le
premier paragraphe, ainsi que lintroduction d’une quasi-métrique sur les
limites projectives (inductives} d’espaces quasi-métriques, Le paragraphe 2
est consacré 4 la démonstration de 1’équivalence entre la catégorie des es-
paces quasi-uniformes et celle des espaces quasi-métriques. On retrouve
aussi le résultat de Czaszdar {3] sur la quasi-métrisabilité (donc a fortiori
quasi-uniformisabilité} de tout espace topologique. Dans le paragraphe
on indique une condition nécessaire et suffisante d’uniforme continuité
8i que des critéres de type Lipschitz. On en déduit des caractérisations
ur les homéomorphismes d’espaces quasi-uniformes et pour les quasi-
triques équivalentes. Une conditon nécessaire et suffisante de continuité
ur les applications linéaires entre deux espaces vectoriels pseudo-normés
] est également indiquée, Dans le quatrieme paragraphe, on présente la
struction de certains adjoints de foncteurs. Remarquons que Pexistence de
adjoints peur éire érablie dans tous les cas & Paide du théoréme de Freyd*.

gt E P | .
) Pour tou ce qui concerne la théorie des catégories voir [8).
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§ 1. Définitions et premiéres propriétés. a) Définition 1. On dé-
signe par D unm ensemble ordonné, ayant um plus petit élément dy, et muni

d’une opération {dy, dy}—> dy -+ ds telle que:
dy=yd A-d) <d d;

D1) d<d, d <

D' D est un sous-ensemble non-vide de D, filtrant 4 gauche pour Pordre
induit, tel que:

(D2) vde D' 3d e D tel que: d' +d <d

Une application ¢: X X X D est nommée quasi-métrique sur X si:
(X1 o(x,x)=d, Vx€eX,

(X2) o(r,3) <olx,2) + e(2 ) VX3, 2€X

Un ensemble X muni d’une gquasi-métrique sera appelé espacc quasi-mé-
trique. Dans un espace quasi-métrigque on notera:

B (x,d) v oe(v, = dl
VF (d) = {(x, ."') T oe(x, .3’) < d}.

Théoréme 1. a. La famille {B,{x,d)};z p, est la base d’un  filtre def

potsinages de x € X. On désigne par =, T2 topologie correspondante. b. La fa-
mille (V. {d)}esp, est la base dun filtre dentourages pour une structure quasis
uni forme sur X, compatible avec la ropologie =,[3]. On désigne par U, ceite
quasi-uniformité. ¥
Démonstration. a. x € B(x,d) vde D' car g{x, x}=d, < d. vd, e D' dy¢
eD' 3dye D' tel que dy<< dy, dy <L dy, donc By (x,dg) C B (x,dy) N B, (x, do).
Enfin, vde D', soit d' € D’ tel que d' + 4’ < d; on en déduit: B {y,d) C
C B.(x,d),v yeB,(x,d'}.
b. AC V(d) vdeD car g(x,x) = dg<d. Si ds< dy,dy < dy, o1
V. (dg) C Vo (d)( V:(d,). vde D" soit d'¢ D' tel que " + d' < d; il résulte;
Veld') Ve{d) C Ve (d). :
Soit QMT la catégorie des espaces guasi-métriques avec les applica
tions uniformément continues, QUN la catégorie des espaces quasi-unif ormes
avec lesapplications uniformément continues. Le théoréme 1 prouve Péxis
tence de deux foncieurs de sous-jacence <y, 7., tels que si vy est le foncteur

de sous-jacence de QUN sur TOD, le diagramme suivant soit commutatif,

4

L

OMT - QUN

o

N T
TOr

L

Par définition, -+, est pleinement fidele.

1
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Délinition 2. Une quasi-métrique o est appelée compatsble avec une
quasi-uniformité U (topologie =) si et sewlement st U= U, (v = 7).

Un espace quasi-uriforme (top-logique) est appelé quasi-métrisable si et
seulement $'il existe une quasi-métrigie compatible avec la quasi-unifor-
mité (topologie).

Définition 3. Soient p: X X X - Di{i=1,2)
est plus fine que 2. si et sculement si U., < U,. 2, et 5.
ot seulement st U, = U.,.

b) Le reste du paragraphe est consacré a certaines constructions
destinées & simplifier les démonstrations qui suivront.

Soit D un ensemble du type envisagé dans la définition 1. On in-
croduit sur PB(D), Pensemble des parties de D, la relation de préordre
suivante: Dy <D, si et seulement si Y d, € D,3d,¢€ D, tel que dy < dy La

deux quasi-mérriques. ¢y
sont équivalentes si

relation d’équivalence associée 4 ce préordre donne Pensemble quotient D

sur lequel devient une relation d’ordre propre. [D,g) est la complétion

Dedekind-McNeille de D, donc ib,-
la classe de d, comme plus petit élément.

-} est un treillis complet[2], admettant
1l exste un monomorphisme

canonique : D— . On définit sur D une opération - par:
D, + D, = {d, +d,:d, € D,,d, € D). 11 est facile de vérifier que cette opé-
ration est compatible avec la relation d’équivalence et que la condition (D 1)

D' =i(D'}; D est donc mon-vide et filtrant a
Soit p: X « X ~ D une quasi-métrique quelconqgue.

est vérifiée dans D. Soit
gauche et satisfait a (D 2).
i étant bijective sur D', on a V. {d) = Vi (i (d)), ce qui prouve que =10 ¢
est une quasi-métrique équivalente a p.

Théoréme 2. Cuel que sou Uensemble D du type envisagd dans la dé-
finition 1,3l axiste wn ensemble D diz méme type, et un nionomorphisme canonique
§:D— D icl que D soit un treillis complet, et quelle que soit la quasi-métrique

0: X x XD, g =10 p soit une quasi-métrique équivalente a 3.
Soit 5,1 X; x X;— Di(iel) une famille de quasi-métriques. Soient
D=T11D, et =;: D - D; les projections canoniques. Définissons Pordre et

l’opélr;{ion sur D par:
d<d &= (d) <= (d')s
w2 {d - d) = = (d) + 7 (d),
L’élément d,c D défini par = (do) =d Vi€l est évidemment le plus petit
&lément de D. La condition (D 1) se vérifie directement sur les composan-

tes. Supposons que chaque D; contient un plus grand élément o, ce qui
St toujours possible d’aprés le théoréme 2. Definssons:

Viel,
yiel
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D' =@d:=({deD,vief et 7 {d) = o,vigfFel}

3 étant ’ensemble des parties finies de I. Les propriétés requiscs pour un
ensemble D' se déduisent par composantes de celles des D. Dans les énon-~

cés des théorémes qui suivront, on garde les notations employées jusqu’ict.
Théoréme 3. Hexiste une famille 52X, » X, = D de gquasi-métrigues,

talle que o, soir égquivalente a o,V i€l
Démonstration. Définissons:

dy, ] Z
Py (3, 3)
Ii est évident qu’on obtient ainsi une quasi-métrique. Les égalités suivantes: J

V;’_ (d} = Vp‘ (Tt'. (d)),

Loald

NI —F A

w (30 (2, )] = {

Je=z1.

v, (&) = V: (3), ou

prouvent que p; et g, sont équivalentes.
Lemme 1. Il existe une gquasi-métrigue p:11.X; = Il X; - D compatible
i€] E-¥i
avec la quasi-uniformité produit sur 11 X,
3
Démonstration. La quasi-métrique p se définit par:

mi{p ((xi)s (y.))} = Fj (xj,yr)‘

L’égalité ;
V.{d)=10V, (= {d) » X,
i£7 :ej
{d étant 1’élément de D’ défini par:
™, (d) = { dfeDi .'Ef
o,  1gf)

justifie la compatibilité de la quasi-métrique ¢ avec la quasi-uniformité
produit.
Lemme 2, Il existe ume quasi-métriqgue p:UX; X UX; > D compa-
i€1 i€
tible avec la quasi-uniformité somme sur {)X,.
i€t
Démonstration. o se définit par:
p(xy) 1=5=k
mlpx), Gyl =3 do  d=jFk

Wy EF R
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La compatibilité avec l2 quasi-uniformité somme résulte directement des défi-
nitions.

. . i

Lemme 3. Soit o X X X — D une quasi-métrigue et Y~ X un sous-
espace. Il existe une quasi-métrigue oY Y =D compatible avec la
structure de sous-espace.

Démonstration. 11 suffit de prendre py = p o (i Xi).
Remarque 1. Il ne semble pas possible de définir de fagon canonique
une quasi-métrique compatible avec la structure espace quotient.
Soit F une catégorie petite et F: ¥ — QUN un foncteur. Le théoréme
suivant est bien connu:
Théoréme 4 ([3], [B]). lim F existe et peur érre comsidéré comme un
*—

3
sous-espace du produit I F (i),
iE0bF
Supposons que sur les F(i) on a des quasi-métriques:
o;: F (i) X F(i) > D;. Les lemmes 1—3 et le théoréme 4 impliquent alors le

Théoréme 5. Il extste une quasi-métrigue
otlimF xlimF-D (p:U F{i} x U F{i) » D)

“+— ‘- i €05¥ 1C08T
¥ 7
compatible avec la structure de limite projective (somme) sur Lim F () F(i)).
«— P08}

Remarquons qu’il s’agit d’une quasi-métrique compatible axjrec la structure
de limite projective (somme) et non de la quasi-métrigue limite projective
(somme) des p;, qui rest pas définie,

§2. Quasi-métrisabilité, Dans ce paragraphe nous démontrerons
que tout espace quasi-uniforme est quasi-métrisable et que tout espace
topologique est quasi-métrisable.

Théoréme 6. Tout espace quasi-uniforme est quasi-métrisable.

Démonstration. Soit X un espace quasi-uniforme. Notons par D Pen-
semble des parties de X X X qui contiennent la diagonale A. D sera con-
sidéré ordonné par inclusion. A est alors le plus petit élément. Définissons
Popération -+ par:

A+ B=A-B

Si AC A, AC B, il est évident que A C A o B donc . + Be D. On vérifie

acilementque si A CB, CCC alors A +C=4-CCB-C' =B+C".
it D' C D ’ensemble qui a pour éléments les parties de X x X qui sont
€S entourages pour la quasi-uniformité considérée. Par construction, D’
t donc filtrant 4 gauche et pour chaque Ve D' il existe We D' tel que
+ WC V. Définissons Ia quasi-métrique p : X X X — D par:

# (x,y) = {(x) J’)} U A.
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26 x) = {(xx)}UA =23
sl Felwe) =Hm»UAl-[{{xnaiUid]=
= L (x,0), (%, 2)), (5 2)5 UA DA, 2)3UA = 2 (%, 2).
Enfin, pour chaque entourage Ve D’ on a:
Vo(Vy-=V

ce qui prouve la compatiibilité de la quasi-métrique consiruite avec la
quasi-uniformité donnée.

Ceci prouve que les catégories QMT et QUN sont €quivalentes. v,
est un foncteur d’équivalence.

Remarque 2. Il existe toujours une quasi-métrique compatible qui |

saasfait de plus a:

¢y =dy=x =y

Corollaire 1. [11] Un espace quasi-uniforme (topologique) est unifor-

misable si et senlement $'il existe une quasi-métrigue symétrigue {c.a.d. p(x,y)
= o (y,x)) compatible avec la quasi-uniformité (topolagie).
Théoréme 7. Tout espace topologique est quasi-métrisable.
Démonstration. On peut déduire ce théoréme comme une conséquence
du fait que tout espace topologique est quasi-uniformisable ({3},[9]} et du
théoréme 6. Nous indiquerons une construction directe.

Lemme 4. Seit (X,<) un espace topologique uniformisable. Le prolon-

gement de 11 topologie = par Pensemble | C X est quasi-métrisable.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1, il existe une quasi-mértrique
symétrique 5: X X X — D, compatible avec la topologie = La quasi-mé-
trique compatible avec la topologie prolongée est:

plx,p) (xed,yed) ou (xgd)
© (xe.ol,ydA).

On sait que la topologie v, = {z, X} est uniformisable. Donc les topolo-
gies 74 = {0, A, X} sont quasi-métrisables pour tout A CC X. La topologie
< est la borne supérieure des topologies T, avec .1 ¢ 7. D’aprés le théoréme
5, la topologie = est aussi quasi-métrisable, ce qui achéve la démonstration.

§3. Continuité uniforme. Nous allons indiquer des conditions né--
cessaires et suffisantes d’uniforme continuité et d’isomorphisme (dans la.
catégorie des espaces quasi-uniformes). Dans tour ce paragraphe, les ensem-
bles ,,D seront supposés des treillis complets (théoréme 2). ;

Théoréme 8. Soient p,; X, x X, — D (i = 1, 2} deux espaces quasi-métri=

ques, | X, = X, une application. f est uniformément continue si et seulement
s'¢1 existe deux applications »: D' = D', ¢y D— D, elles que:

;mﬁ—{

a) d-. d' = ¢ (d)= {d'),
b) o1(p(d) =d vdeD',
¢) plf (xS (] = @ [21 (x, }1-
Démonstration. Supposons ¢, o; données. Pour tout € D,
¢1 (%, ¥) < ¢ (d) implique:
oo [/ (2), (M K g [ea (5 9] =

donc f est uniformément continue. ) . o

Réciproguement, soit f uniformément continue. Utilisant le théoreme
du choix, on peut définir PPapplication oD’ — D' en associant a chaque
deD un ¢{(d)e D qui satisfait a:

si {6y <o ld) = f0LfB)]<d
Soit, pour d¢D:
O(d) = {dy:dieD et d= »{d)}.
Définissons 'application 7, par:
3, (d) == inf P (d).

Si d < d', Pinclusion évidente @ (d) C ¥ (d') implique ¢, {d) < ¢, (@'}, En-
suite, pour de D’ on a de P(o(d}) ce qu implique ¢, (¢ (d}) < d. Enfin,
si p(x,3) = »(d,} on en déduit s, [ f (x), F{¥)] < d par construction, donc:

wF ), f(N] <d, Vdi€Planyi
donc:
e LF ), SN inf &g (x»] - 2o ]

Remarque 3. On peut supposer toujours que < {dq) == do-
Corollaire 1. L’existence dune application o, 1) — D, 1el

d<d = {d) <o {d)
o (D) = D,
o2 [ Alxh SV < 9y [0 (2 1)),

impligue Puniforme continuité de f.

Corollaire 2. L'inverse d’une bijection uniformément continue f: X, -+ X,
est uniformément continue si et seulement s'il existe les deux applications ¢, ¢,
atisfaisant qux conditions a), b) et

c’) o1 (%,3) < oulp (/(2), f (M)

Ie que:

4 — Matemalicd
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SiPon a ¢, (x,y) =do=>x = et o, (d,) =d, (ce qui est toujours pos-

sible d’aprés les remarques 2 et 3}, il suffit de supsoser que f(Xy) = X,
Corollaire 3. La quasi-métrique 2y est plus fine que 3, si et seulement

&il existe les applicatioms o, », satsjaisant ¢ a), b) el

c”) o2 (5,3) - 2 fe ()]

En utilisant la notion de pseudo-nmorme {12} on peut trouver des condi-

tions nécessaires et suffisantes e coniinuité (uniforme) pour des homeo

morphism=s entre de diverses structurcs alzébriques, munies d'unc topo-

logie. Nous indiquens un szul résultat:

Corollaire 4. Une application imé.ire f1 E, — £, entre deux espaces
vectoriels topologiques munis des psendo-normes | - |t B+ D{i=1,2)
est continue si et seulement s’il existe les apglications ¢, o, satisfaisant 3
a), b) et:

c”) If Ml e << ga [ixlla]
Théordme 9. L’existence d'une application oD - D telle que.
a,) d<d & ¢d)<old),
b,) e(D)C D,
Cy) o fee (f (205 /()= pr (%500,

impliqgue P'uniforme continuité de f.

Démonstrarion. Soit de D, donc ¢ (d) € D'. Alors ¢, {x,¥) < ¢ (d) im-
plique ¢ [p. (f(x),/(3))] < ¢ (d), soit, dapres a)) o.[f(x),f(y}] <4

§4. Quelques adjoints. Les foncieurs et les catégories utilisées dans
ce paragraphe sont representés dans le diagramme suivant:

©

Tl e

E-.___* e — A
UN === QUN == UMT

il . ] ﬂ
b L Gfi 1 /

i P 2 o A .

» @ = la sous—caté¢gorie pleine des espaces

T['_']P e TGD complets {déf, 4). UN = la sous—caté—
v T, gorie pleine des espaces uniformes.

TOPy = lu sous-catégerie pleine des

espaces unitormisables. Co:np = la sous—

catégoerie pleine des espaces compacts.

Ea. 1. £, F3, T, sont des foncteors

d’inclusion, v, . ., vy, oy sont des fone-
teurs do sous-jacence,

Comp
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Les autres foncteurs seront définis au cours des démonstrations.

Théoréme 10. v, est une équivalence.

On a vy, = 131, donc les propriétés de vy, se déduisent de celles des
quires foncteurs.

Théoréme 11. v (ys) admer un adjoint @ gauche Gy (Gy).

Démanstration. Pour un espace topologique (uniformisable) X, G, (X)
G,{X)) est Pensemble X muni de la quasi-uniformité (uniformité) ! borne
supérieure des quasi-uniformités (uniformités) compatibles avec la topologie :
(G () = F{G:i () = S).

Remargue 4. ¥4 Gy=1_,, (v:Gy = l,mpu), la quasi-uniformité (uniformité)
sur Gy {X) (G, (X)) érant compatible avec la topologie. En effet, cette quasi-
uniformité (uniformité) est induite par la famille de tous les écarts supé-
rieurement semi-continus (continus) dans la deuxime variable.

Théoréme 12. ¢, (e;) admer un adjoint a gauche T, (T}

Démonstration. Si X est un espace ' "quasi-uniforme (topologique)
T, (X) (T, (X)) est ensemble X muni de Puniformiré (ropologie)) borne

supérieure des uniformités (topologies uniformisables) moins fines que la
quasi-uniformité (topologie) donnée ; T\ {f) = f (L2 (f) =f).

Remargue 5. 1ye; =1, (Toes = l'ropu) donc UN(TOP ) est une ca-
tégoric raflexive [8).

Théoréme 13 (Stone-Cech [1]) .<5 admet un adjoint & gauche T, tel
que Toso=1lc, -

Théorém= 14. =, admet un adjoint d gauche Ty tel que T eg =1,

Démonstration. Ty = T, T, est 'adjoint 2 gauche de ¢;==¢,2, comme
composé des adjoints 4 gauche.

Remarque 6. T,(X) est donc la compactification de X.

Définition 4 ([10)). Ua filtre 7 dans un espace quasi-uniforme X est
appelé filtre de Cauchy si et senicment i, pour chagque entourage U il existe
un point xye X tel que Ufx.) €.

Un espace quasi-uniforme est appelé compiet si et seulement si tous
les filtres de Cauchy sont convergents.

Théordme 15 [13). ¢, admer un adjoint & gauche T, tel que Tyz4=ls.

Une proposition analogue, pour une définition différente des filtres

de Cauchy, se trouve dans [15]).
Remarquons pour finir que le théoréme de point fixe de Banach
teste valable {sous la forme dans laquelle il est énoncé dans [12], voir ausst
4]) pour les espaces quasi~uniformes complets pour les st P'on
uppose o {x, v)dy D x = v

suites,
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CVASI METRICI PE SPATI1 CVAS{-UNIFORME
Rezumat

Tn aceasti Noti ne propunem si prezentim citeva rezultate in legi-
turd cu spatiile inzestrate cu o cvasi-metricd. Metrici luind alte valori
decit reale au fost studiate pentru primaoaride Kurepa [6]. Al. Ghica
[5] studiazi o metricd avind valorile intr-un anume inel de functii, Un
numir de rezultate, ca i unele probleme nerezolvate se gasesc in articolele
lui Kurepa {7] si Iu. Smirnov [14]. Nojiunea de cvasi-metricd asa
cum este utilizatd in aceastd Notd a fost introdusid de auator [11].

Dupi definirea categoriei spatiilor cvasi-metrice, citeva constructii
asupra multimilor ,,D sint indicate in primul paragraf, impreuni cu
introducerea unei cvasi-metrici pe limitele inductive (proiective). Paragraful
2 este consacrat demwonstririi echivalentei intre categoria spatiilor cvasi-
uniforme si categoria spatiilor cvasi-metrice. Este regisit de asemenea
rezultatul lui Cz4dszédr [3] asupra cvasi-metrizabilitdtii (deci a fortiori
a cvasi-uniformizabilitdyii) spagiilor topologice. In paragraful 3 se indici
o conditie necesara si suficjentd de continuitate uniformd, ca si citeva
criterii de tip Lipschiz. Se deduc caracterizéri pentru homeomorfismele de
spaii cvasi-uniforme i pentru echivalenta cvasi-metricilor. O conditie
pecesard si suficientd de continuitate peatru aplicatiile liniare intre doud
spatii vectoriale pseudo-normate [12] este de asemenea indicati. In al pa-
trulea paragraf cste prezentati construcyia citorva functori adjuncti. Remarcam
ci existenta acestor adjuncti poate fi dedusd in toate cazurile ca ajutorul
teoremei lui Freyd [8].

OF
EXISTENCE OF SOLUTION 1
DIFFERENTIAL EQUATIONS — «A DELAY EQUATION APPROACH

BY
P. C. DAS

¢ | v w vi i of solu-
Introdu tion. There are s$€ c_ral ays of pro mlg ,ex1steince ’
jons in ordinar differential equations such as (1) Euler’s polygon method
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Since our amm 10
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§ 1. First we consx
then an equation with dist ‘
‘Theorem 1. Ler S denote the closed set gz
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jsfi e following conditions : ) ‘ o
Samfies(iih f :}: measufable in ¢ for each fixed x where xi; 10]\ f _b J{o\r :tg_ Eb[. o Lol
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(iii) There exists a Lebesgue integrable function 0 =

such that | fit, x) < m{s) for (8, x) €S i
Then J;gzc:re) is a solution o of the equation

the present article is to illustrate }tlhe :ir;?rtlggcsli’or‘;
_dimensional equations for in hig l‘?rh meDslons,
1i change tozether witn some other s! 1lg 4 vaclations,
der the case of ordinary differential eq

ibuti ivative.
Sl the two-dimensional space
— R (R--real line) and it



