UNE PROPRIETE DES TREILLIS FINIS ET DISTRIBUTIFS
PAR
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1. Soit ! un rtreillis complet distributif, soit 1 son élément universel
¢t 0 son élément nul. Un élément ve V' est appelé un complément de
wel si

wlJow =1, uNe—0

Cette notion peut étte généralisée de la manicre suivante:

Définition 1. Un ensemble M &’éléments du wvreillis 'V est une rtrans-
versale, si Pintersection de tous les éléments de M est égale ¢ 0 et la
réunion @ 1.

La transversale est irvéductible si Pensemble M cesse d’étre une trans-
versale aprés Pécarrement d’un de ses éléments.

Une transversale gqui conttent Pélément 0 ou 1 s'appelle transversale
rriviale,

Le cardinal d’une transversale irréductible sappelle sa largeur.

Dans un treillis qui n’est pas une algébre booléenne un élément peut
appartenir 2 plusieurs transversales irréductibles, mais il peut arriver qu’un
¢lément n’apparrienne 3 aucune transversale. Nous arrivons ainsi 4 la
notion suivante :

Définition 2. L'élément o du rrefilis V est singulier, s'fl #’v a aucune
transversale (rréductible er non rriviale dont w est un élément.

Le treillis I est singulier s'il n’a aucune transversale non triviale
et irréducrtible.

Un treillis distributif est supérieurement singulier si F\{ 1)} est un
treillis,

Le treillis inféricurement singulier est défini de la mdéme manicre,

Naturellement les éléments 0 et | sont des ¢léments singuliers.
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Définition 3. L'élément 1€ Vest inférieurement singulier side uNv=100
il suir v= 0. '

Un élément inférieurement singulier est aussi singuiie; ma_is 1::1 _ré-
ciproque ne subsiste pas toujours. Tous les éléments d’un treillis inférieu-
rement singulier, sont aussi inférieurement singuliers.

Dans ce travail nous montrerons que dans un treillis fini et distriburif
un élément est singulier, ou il appartient A une transversale de largeur 2,
3 ou 4. On donne aussi des critéres pour apprécier la largeur nunimale
des transversales des éléments de V. On y arrive & Paide du ,radical® du
treillis 7.

On peut aussi se demander si les résuitats obtenus sont valabies pour
des treillis infinis. Cette question reste ouverte. Nous remarquons seule-
ment que les démonstrations données ici repos-nt sur la propriété que
chaque idéal est un idéal principal. Mais cela, selon un résultar de Dill-
worth, est équivalent a la condition de limitation supérieure et inférieure
et done, selon Birkhoff, le treillis est fini. Enfin nous montrerons que,
dans les hypothéses faites, chaque treillis ¥ distributif et fini peut étre
plongé dans un treillis ¥/ de méme nature et qu'en V' chaque élément
distinct de O et 1 appartient 4 une transversale dont la largeur est au plus
égale 2 3. On donne aussi des indications sur le nombre des éléments de
V'. Dans ce qui suit V est toujours un treillis non singulier, fini et dis-
tributif. Observons que plusicurs résultats subsistent aussi pour les treillis
infinis et distributifs,

Les notations sont celles du livre de Hermes [1].

2. Nous donnerons auparavant quelques résultats dont une partie est
probablement connue, mais qui seront énumérés ici afin d’avoir un exposé
complet. Les résultats et démonstrations duales subsistent aussi mais ils ne
seront pas indiqués.

Lemme 1. Soiz V' un soustreillis de V et P un \)-idéal premier de
V. Alors Q = V' (\P est un idéal premier de V'.

Démonstration. u,v € Q nous donne u#{veP. En outre ulJveV,
donc aussi uJve Q. Soit ueQ, vV’ est v u Alors aussi v ¢ P parce-
que P est un {J-idéal. Donc veQ et Q est un |J-idéal.

Soit maintenant u,v€ V' et uve Q. Alors u(Nwve P et comme P est
un (J-idéal premier de V il s’en suit qu’au moins un de ces €éléments
appartient aussi 4 > et donc aussi & ().

Lemme 2. Soit P un U-idéal premier du rreillis V et Q =V\P. Alors
Q est un (-idéal premier de V.

Ce résultat appartient a Nachbin [2].

Inversement nous avons:

Lemme 3. Soit J un U-idéal du treillis V et I} =V J un N-idéal.
Alors ¥ et D sour premiers en V.

Démonstration. Soit w,v € ¥V et uflvef Alors au moins un des
éléments i ou v est élément de ¥. En effer, dans I’hypothése contraire,

e
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nous aurions ne€ D et v €D, Mais D est un ()-idéal, donc u(Nz € D en
contradiction avec les hypothéses faites.

Lemme 4. Soit D un (-idéal de V er P un \j-idéal premier de D.
Soit Q Pensemble des éléments x € V tels que x est an_plus égal a un élément
de P. Alors Q est wun \U-idéal premier de V et P— D Q.

Démonstration. Q est un U-idéal parce que de w,v e Q il s’ensuit ’exis-
tence de deux ¢léments «', v’ € P tels que n<{ v/, v o et par conséquent
uUv-2u' Jo'. P éant un J-idéal on a «'{Jo" € P et donc wlJv e

Q est premier en V. En effer si #NveQ et uv-- we P, alors
mNv)Uw = {uUw)N(eUw) — welP. D étant un N-idéal, nous déduisons
nlJwe D et v Jwe D Mais P est premier pour D, donc au moins un des
éléments nlw ou w|Jw est un élément de P. ulJwe P donne ueQ
parceque < ulJw.

Lemme 5. Soit D un (\-idéal maximal de V et Q un idéal premier.
Alors P—= DN Q est un N-idéal maximal de Q.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit P un {)-idéal maximal
qui contient P. P’ sera donc aussi un idéal premier.

Par suite du résultat dual au lemme 4, P’ détermine un -idéal D’
de V, qui contient 1) comme srus-ensemble. Mais cela vient en contradic-
tion avec I’hypothése que D est maximal dans V.

Lemme 6. Soit P un |J-rdéal maximal de Vet u son élément maximal.
Alors pour chaque v ¢ VNP ulJv 1.

Démonstration. P étant maximal un résultat de Nachbin {2] montre
que pour chaque élément x€ F\P il existe un élément w e P, tel que
p(Jw = 1, comme w - u mnous aurons aussi vJuw — 1.

3. Définition 4. Soient P,(j€l) les \U-idéaux premiers mimmaux du
trefllis V. L’ensemble

RV} = VN3P
it
s‘appelle le radical superienr du treillis V.

Le radical inférieur R (V) est défini dualement.

Théorédme 1. R.(V) est Pintersection de tous les (-idéaux maxi-
maux de V.

Démonstration. Soit u€ R,|V). Celasignifie que u n’est élément d’aucun
des |J-idéaux premiers minimaux, P, de V. Par conséquent, pour chaque
jel, ueV\P;=0Q,;,. Comme Q; est un ()-idéal maximal il résulte que
R(V)C N0

Soit maintenant #€() ;. Donc pour chaque jel ug V\Q;-— P; et
cela signifie MO, S R.(V).
Jr

=
Le théoréme 1 nous donne:
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Lemme 7. R(V) est wun (-idéal.

Lemme 8. Soit ue R(V) (u=+0) et wow =0 Alors v=1.

Démonstration. Supposons que z == 0, Alors v est élément d’au moins
un ()-idéal premier maximal de V. Comme weR.(V) il suit que uelP et
?o_nc uzeP. Mais alors uo =0 en contradiction avec la supposition
aite.

Lemme 9. Soir M un N-idéal du treillis V. Alors

(1 RAM) C R(V) N M,
{2} R(M 2 R(V)NM

Démonstration. Pour démontrer (1) nous supposerons que weM et
ug R.(V)N M. La définition 4 montre que » est un élément d’un |J-idéal
premier minimal P de I. Du lemme 1 il résulte que P M est un|J-idéal
premier O de M et un raisonnement analogue A la ¢ émonstration du
lemme 5 montre que () est minimal dans M. Donc ng R, (M) et cela donne
(1}, On n’a pas toujours ’égalité dans (1), Cela est visible pour le treillis
représenté¢ dans la fig. 1. Dans celui-ci nous avons XR,(V) = {1,3}. Seit
M= 11,2,3,4}. Alors R (M) =11} et cependant R (V)M = (I,3}.

P

Fig. 1

~ Nous allons maintenant démontrer (2). Soit # € R, (V) M. Le théo-
réme (1) nous donne R,(V)={\P;, P, ¢tant un {J-idéal maximal de
il

£ gy
un (J-idéal premier maximal ou I, qui a une intersection non-vide avec
M. Selon le lemme 1, P, M(jc ') est un |J-idéal premier de M et donc,
selon le lemme 5, maximal dans M. Donc (2) subsiste.
Pour (2) nous n’avons pas toujours l'égalité, comme le montre le
treillis représenté dans la figure 2. Dans ce cas R({V) ={0,9}. Soit M=
(L3, 47,8, 11 Alors R(V)M=0 et R(M)=—1{7,11}

Par conséquent R (V)NMC (N PINM=0) (P, 1M) ou Pijel) est
jer

s
=
=

IR ~T [ "l b

Lemme 10. Soir P un J-idéal premier nunimal qui comtient R (V).
Alors P est en méme temps maximal.

Démonstration. Supposons le contraire et soit P’ un idéal premier, qui
contient . Soit Q =V P, Q'—V\PF', donc Q' CQ. Soit » un ¢lément mi-
nimal de Q. Alors ng P donc #gR,(V) et par suite, par la définition 4,
n est un élément d’un (-idéal premier minimal Q% Mais # est minimal
dans Q, donc Q  Q* et Q' C @, en contradiction avec le fait que Q% est
minimal.

4. En dehors du rudical supérieur et inférieur nous avoms besoin
aussi d’autres radicaux.

Définition 5. Un U-idéal premier P du treillis V est presque maxtmal
si Pune ou Pautre des conditions suivantes est vérifiée:

a) P est en méme temps minmtmal et maximal pour V;

b} chague chaine d’idéaux ascendante de |J-1déaux remiers distincts dont
le premier terme est P a 2 termes.

De la méme mani¢re on définit & Paide d’une chaine descendante
I’idéal presque-minimal.

Définition 6. 8i P;(j € I') sonz les | J-idéanx premiers presgue-maximaux
du treillis 17 alors Pensemble

R(V) = VNY P,
YL

Sappelle le semiradical supérienr de V.

On démontre comme pour le théoreme I

Lemme 1. R(V) est Pintersecrion des (Vidéaux presque MIRIHA HY
de V.

Lemme 12, RY(V) est une algébre bouvléenne.

Démonstrarion. Le lemme précédent montre que R;(V) est un (-idéal
de V. Soit P un (J-idéal premier de R(V) et e P. Le lemme 4 montre
que P un [J-idéal premier de V. Done, si P n’est pas maximal dans R (V)
alors, comme il suit de la définition 6, ug R (V) et cela est en contra-
diction avec PPhypothése faite. Donc P est maximal et R (V) est, d’apreés
un théoréme de Nachbin, une algébre booléenne.

Lemme 13, Sor [’ Pélément maximal de R(V), (O Pélément minimal
de Ry(VY. Alors

0¥ =17,

Démonstration. R*(V) étant une algébre booléenne, 0* est lintersec-
tion des |J-idéaux premiers de R (}/). Ces idéaux sont en méme temps
maximaux dans & (F'). Des lemmes 4 et 5 il résulte que chaque [J-idéal
premier maximal de R (¥] dérermine un idéal analogue de V et ceux-ci
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ont une intersection D, qui est un (J-idéal de ¥, dont I’élément maximal
est 0*. Mais R,(V) est Pintersection de tous les (J-idéaux premiers maxi-
maux de V et non seulement de ceux qui ont avec R’(}/) une intersection

non vide. Donc DO R,(V) et d’ici I'affirmation faire.

5. Les résultats obtenus permettent de caractériser les éléments du
treillis I, Ceux-ct appartiendront 4 un des ensembles A, B, C, D, suivants:

A: we VNR(V) et ue VNR(V),
B: ueR/(V) etueR(V),

C: ueR(V) etueV\RI(V),
D: ueVNR/(V)et ueR(V).

Théoréme 2. Les éléments de Pensemble A appartiennent a des rrans-
versales de largewr au plus 3.

Démonstration. Soit 1 € A. Puisque 4 K.(V) il ¥y a un [J-idéal premier
minimal P tel que u¢ P. Soit Q = VN\P; Q estselon le lemme | un (}-idéal
premier maximal de V. Soit 4 I’é)ément minimal de Q. Alors le dual du
lemme 6 nous montre que u[ja=0. Si #|Ja=1 alors notre lemme est
demontré. Dans le cas contraire, puisque ugR(V) H y a un élément
beV tel que ulJb=1. Si u[\b = 0 notre théoréme est démontré. Si u b=+
alors (u, a, b) est la transversale irréductible cherchée. Pour le démontrer
il suffit de montrer que af)bs= 0. b€ Q puisque si bg Q alors be P et par
conséquent uiJbeP donc w(jb:==1 en contradiction avec ce que nous
avons supposé sur b De 6€Q et a¢Q il suit que a()b=+10, parce que q
est I’élément minimal de Q.

Théoréme 3. Les éléments de Pensemble B sont singuliers.

~ Démonstration. Soit w ¢ b,0" Pélément minimal de R\(V), 1* Pélément
maximal de R‘(V). Supposons que x n’est pas singulier. Alors il y a une trans-
versale irréductible (x,,...,X,,2). Par conséquent ou bien x(},.., [} x,=a=0
ou Xy, Ux, =b51, Soita =0 et af\u 0, ag R}(V), parce que daps
le cas contraire ¢« < 1*. Le lemme dual du lemme 13 nous donne 1* <0,
et comme (V' <« il s’ensuit que af\x —= a en contradiction avec ’hypothese
faite. a4 R'(17) signifie que a est un élément d’un (-idéal premier presque
maximal Q et donc aussi d’un (}-idéal premier maximal Q- R, (V) étant
selon le théoréme 1 Dintersection des (-idéaux premiers maximaux, il résulte
que ue R(V)C Q. Donc au 0 en contradiction avec I’hypothése faite.
De la méme maniére on montre que b|Ju=£1 et donc Yhypothése
de P’existence d’une transversale irréductible de u est contradictoire.
Pour étudier la nature des éléments de C (et de maniére duale de
ceux de D) nous distinguerons deux cus:
a) Pensemble B n’est pas vide;
b) I’ensemble B est vide.
a) Nous avons besoin dans ce qui suit du
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Lemme 4. Soit u un élément d’un | J-idéal premier P qui n’est pas
en méme temps maximal. Alors u appartient d une transversale de largeur
au plus 4.

Démonstrazion. Soit Q =V\P. P n’étant pas maximal il y a un U-idéal
premier maximal P’ tel qui PC P et QN F est un (J-idéal premier ma-
ximal de Q. Soit b son élément maximal, ¢ I'élément minimal de VNP’ et
d 1’élément minimal de Q. Alors u{1d=0; 6Jc=1et u sera un ¢lément
fa, &, ¢, d). (b, ¢, d) D’est pas une transversale de V parceque b, ¢, d sont
¢léments de Q.

Théoréme 4. Si Pensemble B wlest pas vide, alors tous les éléments
des ensembles C et D appartiennent o des transversales, dont la largeur est
au plus 4.

Démonsirazion. Nous démontrerons le théoréme pour les éléments de
I’ensemble C.

De B=£( il résulte qu’il y a un élément n tel que ne RV} et
we R(V),1 étant Pélément maximal de R, 17y il s’ensuit « = 1'. Mais R(V)
est un (-idéal et « € R(V} donc 1"€ R.(V). .

Soit maintenant x€C et u¢ P ou P est un |J-idéal premier. 1" € R (V)
nous donne que |’ €P. 1" est par suite du théoréme duat du théoréme 1
un élément de tous les [J-idéaux premiers wmaximaux de V. Donc P nest
pas maximal. Notre théoreme suit maintenant du lemme 14

Les théorémes 1, 3, 4 donnent la caractérisation de tous les éléments
de V si B=£U.

b) 1'g R,(V) parceque l’ensemble B est vide. Il y a donc au moins
un {J-idéal premier minimal, tel que 1'€F et le lemme 10 nous montre
que celui-ci est maximal. Nous avons donc:

Lemme 15. Un treillis pour lequel Pensemble B est vide a au moins
une rransversale de largewr 2.

Démonstration. Soit 1 Pélément maximal de P et v I’élément minimal
de Q = P\P. Alors les lemmes G et 10 nous donnent

ulyv=1; u{lv=>1.

Soit P un (J-idéal minimal premier tel que 1'¢ P. Dans ce qui suit
nous distinzuerons deux cas c’est-a-dire b)) Q=V P n’est pas supérieure-
ment singulier et b.) O est supérieurement singulier.

Dans le cas b,) tous ces éié nents de C sont aussi des €léments de P.
Cela nous conduit au

Théoréme 5. Soir V un rreillis pour lequel B est wide. Soit P un
\J-idéal premier minimal tel que 1" € P et Q — V. P west pas supérieurement
singulier. Alors tous les éléments de C appartiennent a des transversales de
largeur au plus 4.

Démonstration. Nous démontrerons un résultat plus précis en établis-
sant que tous les éléments de P ont cette propriété,



() n’étant pas supérieurement singuiier il y a au moins df:ux élémentis
a,beQ tels que @ =1, b=1et allb—1. Seit ¢ 1’¢lément minimal de (.
Alors le lemme 6 nous donne pour chaque ué P u{lc=0, et (u,a, b,c)
sera une tran-versale dont on ne peut éloigner w parceque a, b, ¢ sont
des éléments de Q.

Les théorémes 2, 5 et le duoal de 5 caractérisent les ¢léments de I
dans le cas b).

Pour le cas b.) nous avons encore besoin du

Lemme 6. Soviz P wn |J-idéal  premier mimimal, tel gque "¢ P, 51
Q — VP est supérieurement singulier, alors i1 w0 a pas un awrre | -rdéal
prentier minimal qui contient 1'.

Démonstration. Supposons le contraire et soit P’ un autre | |-id¢al pre-
mier et minimal, qui contient 1’, soit & ’élément maximal de P’. Soit ¢€ QO
avec ¢4 P’ Alors ¢l Jb =1 et cela vient en contradiction avec Phypothese
que Q et supérieurement singulier.

La condition que Q est supérieurement singulier est essentieile,
L’exemple suivant nous montre que le lemme ne subsiste plus si la con-
dition n’est pas vérifiée.

Soit V le treillis représenté dans la fig. 2. Alors R.(V)={0,4] et
P—10,11,9,7,5,3} et P =10,9,10,5,6,2} sont deux |J-idéaux premiers,
qui contiennent 1°.

Lemme 17. Sour V un rreillis pour lequel Pensemble B est wide. Sour
P un \J~idéal premier minimal, qui contient 1" et soit Q — VP un [|-idéal
premier, qui est supérieurement singulter. Alors P et supérieurement singulier et
les treillis P et Q sont isomorphes.

Démonstration. Remarquons premi¢rement que, dans le cas considéré
par nous, ¥ ne peut étre supérieurement singulier, parce que dans le cas
contraire {1} serait le seul [idéal premier minimal de V' et alors R (V) =
— NIl R{V) == {1} parce que dans le cas contraire V serait, selon [3],
une algébre de Boole et par conséquent ne terait supérieurement singulier
a Pexception du cas V == 10,1}, exclu du notre raisonnement. Mais du fait
que R.(V)=V\il} et R(V) =211} il résulte que ’ensemble B n’est pas vide.

Selon le théoréme 1, R(V)C Q. Q étant supérieurement singulier,
I’ensemble des éléments de Q plus petits de 1 est un iJ-idéal. Soit @ son
élément maximal.

Nous montrerons que R, (V) — {1,w] et par suite que w2 — 0*.

L’ J-idéal P’ des éléments de V7 plus petits ou au plus égaux 4 w
étant maximal, il est premier et contient 1'. Le lemme 16 montre que P’
ne peut étre un | J-idéal premier minimal. Donc de la définition de R}(V)
il résulte que w¢ RY(V). R{(V) ne peut contenir en dehors de 1 et
aucun autre élément, parceque ceux-ci formeraient avec 1 et @ un treillis
qui serait supérieurement singulier, donc pas une algebre de Boole, en con-
readiction avee le lemme 12,

——- £

Soit # P’élément maximal de P. P est selon le lemme 10 maximal et
par suite l'ensemble des ¢léments de I/ plus petits que | et plus grands
que n est vide. V, a PPencontre de (), n’étant pas supérieurement singulier
nous aurons #[0* = 1. Soit u#(0*=wv. Le treillis F ¢tant distributif,
est en méme temps modulaire. Cella nous donne que le soustreillis des
éléments ¥ v est formé seulement de 1, u, 0%, z.

Soit 2 un élément de V tel que w<w Nous montrerons qu’en
méme temps, w << 0* donc aussi w << v. Supposons que wd0* et que w
est maximal par rapport 4 la propriété d’étre plus petit que u. Alors
(0% = 0* et comme R‘.(V) = {0*, 1} il suit que w[J0* =1. Les hypothé-
ses faites et les résultats obtenus nous permettent d’érablir que les élé-
ments w,u,v,0%, 1, w(10* formeront un soustreillis M de ¥, qui est re-
présenté dans la fig. 3 et que, V éant distributif, est un [J-idéal de V.
Nous aurions donc R(V)N M ={1,0"} et comme e¢n méme temps R,(M) =

u#,1} nous obtenons une contradiction avec la formule (1) du lemme 9.
Le résultat obtenu nous montre donc que l'idéal engendré par « est un
M-idéal premier de P.

7

Wt

Fig. 3

Du lemme 10 il résulte que P est non sculement minimal mais aussi
maximal, donc { est minimal. Les seules [)-idéaux minimaux et premiers
de VV sont donc Q et {1,u}, et par conséquent R, (V)= P\{u}. Cela signifie
que P est supérieurement singulier de méme que ¢ et Que v=1".

Passons 4 la démonstration de la derniére partie de notre lemme,
Soit & <L 0*un élément de Q et soit b = (H'(*). v est un élément de P
De cette maniére & chaque élément de Q qui n’est pas 1, correspond un
élément de P. Nous montrerons que 5 est I’'image d’un seul élément de Q.

Supposons que 'on aaussi b=v (6" et & z2b". Alors b = o) (b'Ud").
Supposons que &'1J6"==b". Alors {b,0,0% 616", 6"} est un treillis non-
modulaire, parce que v|Jb& =0o(Jd" =0*% Donc & =§".

A chaque élément ce P il correspond I'élément ¢’ =alUceQ ol a est
I’élément minimal de Q. On démontre comme auparavant que chaque élé-
ment de @ est Pimagze d’un seul élément de P. Cette application est
I'inverse de celle définie pius haut, parce que ¢'{jv — [aUc)f\v

fa M) L (c)=01Je=c. II suit queles treillis P et O sont isomorphes.
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Théoréme 6. Soir V. un treillis pour lequel Densemble B est zrzficg el
P un \J-idéal premier minimal, qui cqntien‘t 1. 81 Q= VP est su,terreu)—
rement singulier, alors les éléments singuliers de C sont cenx gqui, dans ’II”
sont inférieurement singuliers, sans étre trivialement singuliers. Les autres éie-
ments de C appartiennent a des transversales dont la largeur est au plus 4.

Démonstration. Soit x€ P un élément inférieurement singulier, x =
=u et (xu,v yeens ¥y o8 goees Bp) une transvtar’sale de x telle que ya.gP.(s
—1,2,..., k), 2,€Q(t= 1,2,..., k). Soit z, I'élément de P qui est déduir de
2 ¢ Q par la transformation (*). Donc z;=allz; et 2, =z Nv. Cette tran-
s{rersale irréductible doit contenir u. En effer les éléments z, étant au

plus égaux a 0* et les élémenis de P aussi, nous aurions xJv,U .. Uys U
Ue U..Us < 0* et donc (X, ¥, yeery Vs 3 5eees z,) ne serait pas une transversale.
De
xNuNy,NNy.NzN..N2, = 0,
on déduit
Ny NN {zaUa)N ... N (zalUa) =
xNuNyiN--NxNlzn..N zyUal =
v N NYeN 2N Nz) UENe Ny M Nal = 0,

donc
NN N NreN N Nz, =0,
et d’ici
uNy, NNy, Nz NNz N2~
wn (v, N NN Nz N 5 M- 5, =
wny, NNy N z N1 5, =0.
De

quU_ylU...U_\'kUz;U...Uz'k -1,
nous déduisons en tenant compte du fait que » <u.
MUJ',U...!_Jy,._U:a';U...UZ'J,l =1,

donc la transversale considerée est réductible; x par rapport & x est done
singulier dans V. ’

Pour démontrer la seconde partie du théoréme nous utilisons un re-
sultat obtenu au cours de la démonstration du lemme 17, :21 savoir que
dans les hypothéses faites, R (V) = P~(u}. II nous reste a démontrer que
ceux des éiéments de P, qui ne sont pas inférieurement singuliers, ap-
partiennent i des transversales de largeur au plus 4,
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Si x n’est pas inférieurement singulier dans P, alors il y a un élément
y €P {y50) tel que y[|x=0. Comme z[}0* =1, il suit que (x,v,u,0) est
une transversale irréductible par rapport de x, parce que y(|ur0* =1y
=0 {y -2 u et y-0* comme nous avons vu 2 I'occasion de la démonstia-
tion du Jemme 17.

6. Pour finir nous étudierons la possibilité d'inclusion du treillis V
dans un autre treillis V' qui n’a pas d’éléments singuliers. On sait que
chaque treillis distributif peut étre plongé dans un treillis booléen. Nous
donnerons dans ce qui suit des précisions sur V'

Soit A le treillis formé par les éléments =, et 2. avec £, — .. Soit
Pr =V < A et

L:JII:HJ e = {Uu U z),

Fer fer

Df';"jszl) '{Dlun_rjl*:..':
ou z, est égal 4 z, ou & z..

On voit aisément quavec les opérations introduites, ¥ est un trei'lis
distributif.

Lemme 18. L'ensemble V. formé puor les paires (x,2:)€ V* est un
|U-idéal minimal premier de V'*.

Démonstration. V, est un idéal premier, parce que si (x, 5.}, (¥, 2)e V*\V,
alors (x, 22} N (¥, %2) = (x[] ¥, 22) & V.. Nous verrons que 1", est comme U-idéal
premier minimal. En effet si 1"} est un autre |/-idéal premier et V', CV, et
(x,2)€V,. Alors nous avons aussi (0,z)¢el’ et alors (1,2)) (0,2}
(0,2,) el et cela signifie que 17 n'est pas piemier parce que (L, )& 1
et {0,2,) gV,.

Lemme 19, L'ensemble des éléments (u,z,) (1 = 1,2} est un [U-idéal
premier minimal P* de V*, autre que V,, si er seulement si ensemble des
éléments u est un U-idéal premier P de V.

Démonstration. Nous constatons d’abord que I'ensemble des éléments
(m,2,) et (z,2,) avec ve P forment un U-idéal premier de 1™, En effet si
% = {v,2,), B —(w,z;) sont des élémentsde } *et 23— (N w,5,Nz) el
alors vwe P et, parce que P est premier dans |, il suit que 2 ou w sont
des éiéments de P. Mais alors = ou [ est un élément de P*,

P* est un idéal premier minimal. En effet, si P* est un U-idéal pre-
mier de V* et P P*alors POV, CPNV,. Du lemme 1 il résulte
alors que PNV, et P NV, sont des U-idéaux premiers de 1°;,. Mais P*)
NV, = Q est isomorphe avec P et, I’ étant un {J-idéal premier minimal de
1" nous avons P NV, = POV, = 0. Soit u I'élément maximal de P. Alors
{1y 2,) € P, Mais P’ est un U-idéal premier et # -1 donc (1,20¢ P et
par suite (u,z. €17, Cela singnifie que P - P*.



12 GHEORGHE PIC 12

Les résultats obtenus donnent:

Lemme 20. R,(V*) = {(t,za)/u € R,(1 )}

Ce résultat, son dual, et le lemme 15 nous donnent:

Lemme 21. V* a un moins une transversale de largeur 2.

Lemme 22. Si we V est un élément d’une transversale de largeur
k(kh =2,3) alors cela a lien aussi pour Pélément (u,z), de V.

Démonstration. Soit «lJaUb =1, unanb =0 etlatransversale (i, a,b)
est irréductible. Alors les éléments (u, 2}, (a,2s), (b, 2:) forment une trans-
versale de largeur 3 de V'*, parce que (v, 21) U (a, 22) U (b, 22} = (el a U b, 20) =
== (1, 2,) et (1, 21) N (@, 22} N (b, z)={unanb,z) = (0,2). En outre on voit
aisément que la transversale {(u, 21), (1, 22), (b, 22)) est irréductible dans 1.

Théoréme 7. Un treillis fini er distributif V' peur éive plongé dans
wn treillis distributif 'V de relle maniére que outre 0 et 1 chaque élément de
V" appartienne a une 1ransversale de largewr au plus 3.

Si " a n éléments alors V7 a au plus dn éléments.

Démonstration. Nous distinguerons deux cas selon que, dans 1/, a] I’en-
semble B de V7 est vide et b) le cas contraire.

a) Le lemme 15 nous assure que | a une rransversale formée seule-
ment de 2 éléments (@, b). Alors ((1,2), {a, 2}, (b, 22)) est une transver-
sale irréductible de {w,z,) et V"=V"

bl Si I a une transversale de largeur 2 alors on utilise le raisonne-
ment de a). Dans le cas contraire nous aurons selon le lemme 21 une telle

ransversale dans V7% et V— (F*)*.
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O PROPRIETATE A LATICELOR FINITE $I DISTRIBUTIVE
Rezumat

Se generalizeazd pentiu un reticul distributiv notiunea de complement
Se dsu criterii pentru ca un element al reticulului sd aiba un compiement
format din 1, 2 sau 3 clemente. Se di o teoremd care generalizeazd o
teorend a lui H. Stone.

WEAK RING EXTENSIONS

By
TUDORA LUCHIAN

Conmunicatcd ar the jubilee oA, Myller-session, 2025 August 1974
I. A weak ring R {1} is an additive abelian group R,, in which

we define a second composition law ,,-< related to the addition by the
weak distributive laws

(1 a-{b+b)+al=ab +ab,

(2) (by - b)-a + 0-a=b-a + bsu,

which 1mply

(3) a-=a7+c¢, 4) O-a=ap+c va€eRy,

where o,  are group endomorphisms of K. and ¢ a fixed element of R,

To an ordinary ring R* (let denote by ,,x its muitiplication, not
necessarily associative), one can associate a weak ring R, by choosing two
endomorphisms 5, & of its additive group R, and defining a new mul-
tiplication ,,-“ by

(5) a-b=ax b+ ap+bs+c¢, va, beR,.

Conversely, to any weak ring K' ome can assaciate a unique ordinary
ring R* with the same additive group R, and the multiplication ,,x*
defined by

(6) axbh=a-b—a0—0.b40-0.
If a weak ring R' possesses an element 4 with the property

(7) 2 a-d =l ga= t’/, vd € R,



