PRINCIPIUL MAJORANTEI $I REZOLVAREA ECUATIILOR
OPERATIONALE NELINIARE DEFINITE IN SPATI
SUPERMETRICE PRIN METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE

DE

GROZE SEVER

Fie ecuatia operationald
(1) x = Ulx)
si iteratia corespunzitoare

Xpp1 = U(xn),

unde U(x) este un operator neliniar, continuy, definit intr-un spatiu super-
metric X [1] complet si cu valori in el insusi, operator ce admite diferente
divizate U0, . de anumite ordine [2].

Ecuatiei operationale (1) ii asociem ccuatia reald

(1) == V)
$i iteraria el corespunzdtoare
(21) Zny1 = V(Z,.),

unde V(z) este o funcfie continui de variabili reald, definitd pe seg-
mentul /.

Pn cele ce urmeazi adoptim urmitoarele notatii [1],[2]:

_ —px(¥) = z(x,0), pentru norma generalizatd a unui element r€ X, 0
fiind elementul nul al spatiului supermetric X.

.~ ex,r {(£), pentru norma operatorului ¢ definit in spatiul super-
metric X §i cu valoare in spagiul de acelagi tip Y.
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Definitie. Ecuapia (1') este o majoranta a ecuapier (1), dacd sint ve-
rificare condipiile [3]:
Il) PY(U(xn) — —\'u) < V(zﬂ) — 2o
b) ox,x(Usn, 2) < Vo), .2
unde pxp(x% —xy) 2 —2, 1=1,2 § [5,z]C L
Teorema 1. Dacd ecuajia (1) este majoratd de cdire ecuatia (1') care
are ca cea mai micd rdddcing pe z*€[z0,2'] atunci §i ecuagpia (1) admite o
solupie x* satisficind condipia

-.3.\'(-\'* _xn) = 2 — 2y L 2’ — 20,

spre care converge metoda aproximatiilor succesive (2).

Demonstragie |3]. Ardtdm pentru inceput ci metoda aproximatiilor
succesive converge, incepind cu z,, pentru ecuatia majorantd [17).

Din definitie, in baza algoritmulut (2}, avem
2 -.{ ) = V(z“) é V(Z*) z* ZI,

unde z* este o solutie a ecuatiei (1) situatd in [z, 2]
Prin inductie deducem cd

fapt ce dovedeste cd

limz, =z < g%+ z.

n-+®

Dacid in (2) se trece la limitd, obtinem ca z = z"

Construim acum aproximatiile succesive pentru ecuatia (1), tinind
seama de algoritmul {2). Din conditia 1) a definitiel, @vem
sx (%) — Xo) - ?-\'(U(xu)_-\'n)l‘:- V(Zu)'—zu S — Zo.
Deoarece
xo— X, == Ulx;) — Ulx) = U, x, (%1— o)
in baza conditiei b) din definitie, putem scrie

;’J\'(‘\';’_XE) é V:‘, 2 p_\'(.l'] e xg}

'3) :J_\'(x;,l—.\f]} V (3] —:.’.g) = V(z,)— I}(Zn) = Ls— .

TFolosind inducyia deducem
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i) P,\'(xn+p_xn) i o Zne

Deoarece existd lim z,, rezulid cd existd si lim x, pe care o notim

N2 -]
*

cu v
Prin trecere fa limitd in relatia (2) sc obtine cd x* este o solutie a
ecuatiei (1).
Ci aceastd solugie x* verifici inegalitatea din enuntul teoremei se
aratd ugor, trecindu-se la limitd in relatia

ex{x, — Xo) € Zn—Z0 T T — .

Consecingd. Daca operatorul U(x) este astfel incit pentru orice xeX
sd avem

oxsx(Uspa) o<1, xa =1,
atunci ecuatia

x=U{x) +x

este rezolvabild prin procedeul aproximatiilor succesive, oricare ar fixe &

Pentru demonstrarea afirmatiei este suficient i folosim teorema de-
monstratd, luind ca majorantd ecuatia

2 — oz + ox(U(B) -+ sx(2).

Observagie. O teoremi analogd a fost demonstratd de citre B. Janké
[4] in cazul spatiului Banach, folosind insi derivatele de tip Fréchet aope-
ratorului considerat.

In cele ce urmeazi demonstrim o teoremd de unicitate a solutiei ecu-
atiei (1), fard a asigura §i existenta solutiel.

Teorema 2. Dacd operatorul continuu Ulx) defimit in spajiul super
meric X, admite diferente divizate §i V{(2) este o funciie continud definird
in [z,,2'], dicd avem wverificate condifiile :

1% oy x(Uan i) < Va0 pentru orice x'" ce satisface relafia
px{x— X)) < 2— 2 < 2 — 205

25 Viz) = 20, V(&) < &,
atunct, din unicitatea rdddcmit ecuagiei (1') in (zq,2")
solupier ecuapier (1) din (S) definitd de

rezultd §i unicitatea

sx(v—x) < 2'—2z,

solutie care, daca existd, este limita aproximafitlor succestve, oricare ar fi
aproximajia inifrald x, considerard in {8).

Demonsirajie. Vom incepe prin a doved: partea a doua a afirmatiei.
Determindm, prin inductie, pe z ,2,, luind 2z, = =/,

n?
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(2%) 2 Viz ), =,.,— Viz'.

Se observd cd |z | este un gir nedescrescitor, pe cind sirul {2 ) este
necrescitor §i avem z, < 2. Atunci existd limitele

Z

Lzr=lims <z**=limz - 2.

¢ et H-f o

Dacid in (27) se trece la limitd, rezultd cd atit 2" cit $1 2** sint so-
lutii ale ccuatiei (1'), iar in baza ipotezei, avem z* — z**.
Luim un element oarecare x'€ 8. Dacd presupunem x" —x) §i x
Ulx)), avem
. r L
\O.Y(xn_ X, = P‘\-(-\ _xn)“<-zu <

.‘,{x; — .\'1) 5 (Ulxg) — Ulx,)) < ¢ HU ) e, —x,) <

ENI

O

Vi 20 (2,

iy 2 _zn) =& gy

Folosind inductia se deduce

3) Py, —x )<z, —3,.
De aici rezultd cid dacd sirul { v, ! are o limitd, va avea limitd §i sirul
{x i, limite ce vor coincide, deoarece 3/ —z — 0 pentru n - .
Considerind x' = x*, unde x* este o solutie a ecuatiei (1), in baza
M
celor de mai sus rezultd ci
limx = limx, = x7,
=3 n+»
ceea ce demonstreazd complet teorema.
fn incheiere vom demonstra o teoremd privitoare la unicitatea solugiei
pentru o ecuatie operationali de forma P(x) == 0 si majoranta ei O(z) =0
operatorii P(x) si Q(2) admitind diferente divizate.
Teorema 3. Dacd peniru aproximapiile vufiale xo,x 1 respectiv Zp, 5
avem indeplinite condijiile

1% Exista Ay = [Prya_,] "
2° o (A P(x)) < BO(2),
3" pg o\ P, ) = BQ,. . pentru orice x\ € Sdefinitd de pfx—x,) -

Sz— . o
si dacd Q(2') <0 s ecuapia (Nz) =0 are numai o rdddcind in intervalul
(20, 2], atunci ecuapia P{x) =0 are de asemenca numai o solupie in domensul

ex (v —xy) <L 2" = 2.

e et -

T -
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Demonstrapie. Inlocuind ecuatiile P(x) = 0 si Q) — () cu x - Ulx)
=x-— \oP(x} §i z = V(2) = 2 + BQ(z), atunci vor fi indeplinite conditiile
teoremei precedente:

I av x(Uain, ) = o 2 (NP ) &< BQ 3 = V00,0,
2% Play) = 5+ BQ(20) =2, Vz') =2+ BQ(2")< 2.

Deoarece ecuatia Q(z) =0 i impreuni cu aceasta §i echivalenta ei
I'(z) = & are o singurd radacind in [z,2'], va rezulta, in baza teoremei 2,
cd ¢i ecuatia Uix) =x §i deci echivalenta ei P{x) = 0, are o singuri so-
lutie in (5).
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LE PRINCIPE DE LA MAJORANTE ET i A RESOLUTION DES EQUATIONS
OPFRATIONNELLES NON LINEAIRES DEFINIES DANS DES ESPACES SUPER-
METRIQUES, PAR LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Résume

On considére I’équation (1) ol x est un élément d’un espace super-
métrique X et U un opérateur non-linéaire, et I’équation d’itération (2),
ainsi que I'équation scalaire (1') est son itérée (2'). En désignant par
px(x) et cx,(€) la norme généralisée de x et de ’opérateur £ respective-
ment, on suppose que {1°) et la majorante de (1), c’est-a-dire qu’elle satisfait
a a) et b).

En ajoutant des conditions supplémentaires, on établit des conditi-
ons d’existence et d’unicité de la solution de (1), et urilisant (17 et (2).



