G-STRUCTURI DE ORDIN SUPERIOR PE VARIETATI BANACHICE

DE

LILTANA MAXIM

fn cadrul general al notiunii de grupoid diferentiabil, vom defini in
cele ce urmeazd G-structurile de ordin superior pe © varietate banachici
o le vom asocia cite un sistem diferential liniar y1 omogen. Punctul de
plecare al acestor consideratii este lucrarea lui P. V. Eecke [5].

§0. Definitii si notatii

Definitia 1. Se muwmeste grupoid o mulfine doratd cu o lege de com -
positie pargial defimei, (f, §) — gf, satisfdcind axiomele wrmdtoare :

19 Pentru orice ternd (f, g, h) €PxP XD compunerile hgfy s the)f
simt definite si egale dacd una din ele este definird.

O Pentru orice ternd (f, g, h) e D xdxd, asifel cd of st hg sint defi-
nite h{gf) este definia.

3% Pentru orice fe M existd o unitate la dreapta §i o unitare la sifnga
(e € d se zice unitate la dreapta (stinga) dacd fe—[ (resp. ef = f), cu
fe W pentru care fe (resp. ¢f) este definitd).

3 Orice element fe® este inversibil, adica existi Fred astfel ca ff' st
f'f sint definite yi sint unitdpi.

Este usor de vizut ci pentru un fé€ (> unitatile la dreapta yi la stinga
corespunzitoare prin 3° sint unice. Notind prin € submultimea unitdtilor
lui & definim aplicatiile numite respectiv sursd $1 tintd, a < b, a: P —
- C, b: 0 — C care asociaza la fe < unica unitate la dreapta, respectiv la
stinga, corespunzartoare.

O structurd de varietate de clasa C* si o structura Jde grupoid pe o
mulyime @ se zic compatibile daca:

1° Submulgimea € a unititilor lui @ este o subvarietate a lui b,
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he

2% Aplicatitle a: @ - ® si &: © - & sint morfisme.
. 3 Multimea ®¢d a perechilor componibile este o subvarietate 1
aplicatia (f, g) — gf este un morfism.
4% Operatia de inversare f — f-! este un morfism de la ¢ in O,

Definitia 2. O mulpime & doratd cu o structurd de varietate, de clasd
Chip = 1) § o structurd de grupoid comparibile se muomeste grupoid  diferen-
fiabil de clasé C». Morfismele a si b wor St in acest caz submersii.

Definitia 3. Se numeste baza wnui grupoid diferengiabil O de clasa Cr
o pereche (V, i) unde 1 este un difeomorfism al varterdpii  banachice V de
clasd Cr pe wvarietarea C a uniedgilor lul o,

Notdm tot prin a si b aplicajiile definite pe ¢ cu valori in V, obti-
nute prin compunerea aplicatiilor sursi-tinta precedente cu difeomorfismul 7.

Definitia 4. Grupoidul diferenjiabil & se numeste local tranzitiv (resp.
tranzitiv) dacd aplicatia (a, b): ® — VXV este o submersie {resp. o submer-
sie surjectiva),

Fie acum M o mulfime si ® un grupoid. Se numeste lege de acfiune
a  grupoidului ® pe M o aplicatie (f, 2) — /2, definita pe o submultime
din @M cu valori in M, ce verificd:

I" ¥(f, & 2) e OXDXM, (gf)z si g(fz) sint definite si sint egale
dacd una din ele este definita.

2" Y(/, g z) e dXOXM, g(fz) este definitd dacd gf $1 fz sint definit:

3" Pentru orice (e, 2) e DX M, astfel c¢i e este 0 unitate 51 ez este
definitd, se obtine ez = 3.

4° Pentru orice z€ M (resp. pentru orice f ¢ M) existd fed (resp. zeM)
astfel cd f ez este definird.

Se dovedeste imediat ci pentru z € M existi o singurd unitate e ¢ b
astfel cd ez este definitd. Notdm atunci prin:

prM—»C

aplicatia care asociazd la yz€ M singura unitate compatabili cu z. Pe baza
conditiei 4 de mai sus, p este surjectivi.

Definigia 5. Se numeste varietate cu grupoid de operatori de clasqa C"
un grupoid diferenpiabil O de clasdi C?, o varietate M de clasi C?, o lege
de acfiune a grupoidului O pe mulpimea M, astfel cd protecria p. M — C este
0 submersie §i o lege de actiune O @ M — M definitd pe produsul  fibrar al
submerstilor a: 0 - C s p: M — C care sd fie un morfism de varietdji.

Definitia 6. Fie =: M ~ V o submersie surjectivi de varietdpl de clasd
C» §i fie & wn grupoid diferentiabil de operatori pe M (Def. 5). Lxistd atunci
§i este unic un morfisn i:V — ® astfel ci (V, 1) este bazi pentry b 5 diagrama

M
= ?
Jm—=t ,C

—
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este comutativd. In acest caz se spune cd b opereazd pe (M, =, V relatiz

la baza (V, i). - gl
Are loc urmitorul rezultat ([5), Prop. IiI. 5.4): 0 cor}dm“e \élflg:tl?r:;:

cu submersia surjectivi = s fie o fibrare este ca (M, =, V) sa Va mitd un

grupoid diferentiabil de operatori o (Def. 6) local tranzitiv. Vom nu

aceastd fibrare, asociati grupoidului @, : ‘ -
fn sfirsit, notdm prin & (x € V| urmatoarea submulitime a unui grupol

by = {fifed; alf) =blf) = x;

care Ise vede imediat din Def. 1) este dotatd cu o structurii algebrica de
gfup. i vom numi grup de izotropic al lui ¢ in punctul x.

§ 1. Structuri infinitezimale de ord n k pe
(Cr-varieta i banachice (k<. p)

fncepem prin a demonstra urmétoarcfl pr(.)pozi;ie:. B o

Propozitia 1. Dacd & este un é:.-"!ip'ild d:fe_renpab:{'n‘anzuw de clasd
O avind varietatea banachicd separatd V ca bazd, (:nfmzcz. o /

a) grupwrile de izotropie ale grupoidulwi ® siut grupuri Lie-Banach
pomnorje )

bj‘,lr ;ubmtd;imea Gy ={f \ fe b, ?( f) = x} pentru unb xe€ Vb fixat i(s);'icui’;
spagiu fibrar principal diferenpiabil avind V ca varietate bazd, b ca p It
o D, ca grup structural. -

in adevir, yxe V, (0, este o subvarietate inchisd in th deoarece

b, —(a, b)Yy " Hx, x)

in ipotezele noastre (a, b) este submersie; rezultd imediat c¢d structura
de grup si structura diferentialz pe V sint compatibile.
Fie acum x, y € V; cum @ estre tranzitiv, existd f, € asifel ca a(f)~_——lx,
B(fs) = y. Acest f, determina un izomorfism diferentiabil al grupurilor
Lie-Banach , st &, prin:
fo M (l-)r —P(Dy

f — forfo- f
a) este dovedirta,

Pentru a demonstra afirmatia b) observim ci ¥y =a Y x} s de‘ct
este subvarietate in . Mai mult & opereazd pe terna {dy, b, ~V) rc’latllt‘ﬁ
la baza (¥, {) in sensul definitiei 6 VDm propozitia IIL. 5.4 [:1] rea&)
atunci ca b este o fibrare local trivialdi. Dar grupul @, opercazd pe @
in mod natural, tranzitiv pe fibrd §i prin urmare b) este dovedlta.v .

Exemple. 1 Notdim prin  G(®) = (q, &) '(d), unde A (Botcaza VEEI‘!E-:
tatea diagonald inchisd in V<17, Dacd <« este tranziv, G{®d} este 0 su



142 LILIANG MANIN 4

varietate jnchisa in . Mai mult, (G[®), @, V) estz un spatiu fibrat dife-
rentiabil, ca urmare a actiunii lur < asupra submersiel a. avind ca fibrid
xéV pe &, Cum acfiunea lui @ pe G(d) este compatibili cu structura
algebricd a fibrelor, G{¥) este un fibrat in grupuri Lie-Banach peste I,

2" In [5] de exemplu {Corolarul 2, p. 83) s-u definit grupoidul dife-
rentiabil 115(V)(k < p) al k-jeturilor inversibi’e de morfisme de la V' pe V.
Un spatiu asociai grupoidului diferentiabil [1¥(V) va {i numit spapin al pre-
Tungirii infinitesimale de ord n k. Facem observatia ca 11Y(V) are drept
grup de izotropie grupul Lie-Banach GL([), unde prin £ am notut spatiul
Banach peste care este modelatd varietatea V.

Rezultd deci ¢i orice GL(L)-fibrat este un spatiu al prelungirii infi-
nitezimale de ordin 1; in particular fibratul vectorial tangent la varictatea
v, T{V).

Definitia 1.1. Fie O un grupoid diferenpiabil de clasi CV care opereazd
tranzitiv pe terna (M, =, V), =: M~V filnd o submersic surjecticd o fie
517 = M o secpiune globald diferenpiabila de clasdé Cr pentru =.

Vom spune ci o este regulatd daci wx, v € V, exista f€® cu a(f)  x
bifi—v, astfel ca

falal ) — &b ).

In ac.st cas f se sice comparibil cu a.

(f-ala(f)) este definitd caci a(f) = (zeah(a{f)) — =(sia(f]].

n [5], p. 53, se demonstreaza urmitorul rezultat referitor la sectiuni
regulare:

Propozitia 1.2. Orice secjiune globala regulaid diferentiabild de clasd
Cr a unui fibrat (M, =, V) asociat grupoidului diferenyiabil B, de clasa C»
defineste canonic un subgrupoid Jdiferentiabil in 1,y numit  subgrupoid de
izotropie in raport cnu o, care este Iranzitiv.

Definitia 1.2. O structurd infinitezimald de ordin k pe wvarietitea
banachicd 'V este datd de o secpiune di ferenfiabild a unui spapin fibrar  aso-
ciat grupoidului \1¥ (V). Structura infinitezimald este regulaid dacd aceastd
sectiune este regulaid; in acest ultim caz ea determing un subgrupoid in I15(17)
pe care-l vom numi G-structurd de ordin k pe V (G este grupul de izotropie
al subgrupoiduluil.

Observagie. O structurd infinitezimald de ordin | pe V' conduce la o re-
ducere a grupului structural GL(F) al fibratului asociat la I1}(V) la un sub-
grup al siu.

Exemple de G-structuri de ordinul 1

|- Fie V o varietate banachici de clasa Cr(p -1}, T(V) fibrawul
vectorial tangenr, asociat la 11{}/). Fie » sectiunea zero a acestui fibrat.
Artunci subgrupoidul de izotropie al sectiunii & este tot HYHF) st deci
G =GLI|E).

2% Vie # o sectiune globald oarecare a fibratului 7(17). Consideram
subgrupoidul care invariuzd orice seetiune . Inoacest caz 7 — 1 [d)) el
O ei-structurd pe 17 este echivalentd cu faptul ¢d 17 este G0 7 paralelize-
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bild, adicd T(V) este (7 '-izomorf cu fibralul produs ]V_x E(E modefl%l va—l
rietitii V); ahfel spus, fibratul ei principal este C* -izomorf cu fibratu
produs V< GL(L). . i ) - .

Din teorema lui Kuiper, rezultd urmitorul rgzulte_t. ' ) i

Orice Cr-varietate F(p - 1}, paracm:npa(_:t':'l, mfnlmt-d.lmen;;mnala m(i-
delatd pe un spatiu Hilbert este Cr-'-puralelizabili, adicd admite o {¢j-structure.

3" Considerim fibratul material SLHT(V), R) — V, a cérui fibrd peste
orice v €V este spatiul formelor biliniare continue, simetrice, diflmte pIL;
spatiul tanzent in x, V.. O structurd riemanniand de clasa C (k \,P)o rped
este o C'-sectiune globald s a fibratuiui considerat care este poziy ce-
finita in orice x gi care privitd ca un produs scalar pe I/ il transforma

- § 2ati ilbert. _ _

o ugusrfjldg'}iﬂ{}'f’“{V],R), ca orice fibrat tensorial peste Vode altnnr}ctler‘l,
este asociat grupoidului {'(V), secpiuiea © determind un subgrupoid In
[1'(¥). Acesta determind un subgrup O(L) CGL(.I;). ) 1

O structurd rizmannianid ps V oeste dwem _‘cchn'al_enta cu o ‘re\%ucere ra
grupul lui Hilbert a grupului structural GL(E); obtinem 0 O(I:;-s!ructuurd'.

Reproducem, dupd [7), p- 137, urmitoarea teoremd de existentd a
S ?;Zl:(ciu;;l;:?ez?nea 17 est- Cr-regulatd §i este modelatd pe un spatin Hil-

: [ exisid ) structurd riemanniand. ‘
v i””{\}:gtgﬁﬂgupi‘l ?{I(/)ﬂ—i I~ fibratul a cirui fibrd pestc x € I7 este sp_auul
Banach al 2-formelor liniare continue alternante pe Vs ALQ(V_,Al,_ R). gﬁle (1
o sectiune globald a acestui fibrat care este inchisi (dQ — 0) g1 asttel ca
aplicatia
O: TV — T(V)

X <X, L

este un izomorfism fibrat. Lum ALT(V) este asociat gurupo_id}:lul 1y re-
sultda i Q) determind un subzrupoid care o invariaza, adxs:a o reducere 2
grupului GL(E). Se obrine astfel structura simplecticd al cirei studiu local
oD [,
este ficut in [12]. o ) . .
5 Fibratul L{T(V), T(V) — IV a carm fibrd peste xgl este rpulu-_
mea aplicagitlor liniare continue de la V, pe V. este asociat grupmdulm
1 V. Wie F o Clsectiune (k< p) globala a acestui fibrat care satisface con-
dina i
FoF=—1
pentru fiecare X € /. Din definitie se vede ci o asemenca structurd estc
nesingulard. Fste vorba de structura aproape complexa. ‘
6" O rem-structurs cste definitd de o Cr.sectiune ¥ In fibratul din
exemplul precedent care satisface condifia
Fo.aFm=l,
_,——-‘
y Ort
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». fiind rddacina de ordinul r a unitdfii. Pentru r =2 obtinem structura
aproape-produs.
7° Considerdm acum doua C'-sectiuni in fibratul L(T(V}, T(V)},
F si G ce verifica conditiile :
FoF= =1 GaG= -1 FoG+GoF =1,

Ele determind o C*-structura aproape cuaternionicid pe varietatea | .

8 Fie spatiul Banach E modelul Cr-variewitin F st TV fibratul
vectorial tangent a cdrui fibra in fiecare punct este izomorfd cu E.

Asociem fiecirui x€ V' varietatea grissmanniana G,(T,), subvarietatea
deschisd conexd a varietafii grassmanniene G(7T,), ale cire: elemente sint
subspatii vectoriale din 7, de dimensiune finitd egald cu » =0 intreg
([3], cap. 1V).

Notdm prin

G (V) =UG,T)

fibratul grassmannian, evident asociat grupoidului II'(F). Consideram o
secfiune diferentiabild a acestui fibrat. Subrrupoidul care o invariaza de-
termind o reducere a grupului GL({£) la acele transforméri care invariazd
un subspatiu de dinensiune n. Aceasta este echivalent ce a da un subfi-
brat in T°(V) cu fibrd finit-dimensionald », adici ua sistern diferential de
ordin 1. Cum G,(T,) este izomorfd cu G*(T,) (varietatea grassmanniani a
subspatiilor de codim=nsiune finitd 2 din dualul T, al spagiului T,) rezultd
echivalenta celor doud definitii ale sistemelor diferentiale de ordin 1.

9° Considerdim acum G(V) =={J G(T,) fibratul grassmannian al fibra-

xSV

tului tangent la ¥, asociat grupoidului I1Y(V) si 60 C,-sectiune a acestui
fibrat care asociazi unui x oarecare din V¥ un element finit-dimensional
din G(T,}. O astfel de sectiune determind un subgrupoid in {1V} (Prop.
2), adicd o reducere a grupdidului GL(Z) 12 operatori de rang finit J(£)C
C GL(E). Obtinem astfel pe V' o Ct-structurd etalatd.

§2. Sistemul difereatial liniar asociat unzi structuri
infinitezimale regulate de ordin k

Fie V o varietate de clasi C* modelatd pe spatiul Banach & ; notdm
prin V* spatiul vectorial al k-jeturilor in x ale C®-germenilor de cimpuri

de vectori pe V in xeV si cu (V) fibratul asociat in Prop. 1, b) gru-
poidului diferentiabil I*(V/).
Pentru o C=®-secgiune X a fibratului 7V consideram ecuatia diferen-
tiald
) _ xew, (),
dr
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ale cdrei solutii, traiectoriile cimpului .Y, sint _defmm: pentru unDar}?mn
i inu din R ce contine 0. Mulgimea D{X} = |
interval maximal = r ) Y it Ui
1, xje R<V, = r — B esteovecinitate deschisd a punctulul {U, ) %
petea’ éhﬁca;ia ,r, 1) — [y} definegte un germenc de grup uniparametric
de C=-difeomorfisme pe V. L N
Fie U7 un deschis din I7 pe care estc definit X, definim un grup
. - N o
uniparametric actionind pe b Y(U) C V) prin:

b o) j”])r 7, ¥E (17,

unde prin ¢, am notat grupul uniparametric local definit c‘le X s
Notim cu X* cimpu!l definit in & Y(U) de grupul umpal:alpetrllf [P-
cal : din definitie se vede cé X' este tangent varietatu ()
[
x—a(a), vya€b 'U). )
Dupi Rodrigues [10], pentru x € NWF(V)
Riz): 1k (V) — 13 m(V)

1

considerdm dif eomorfismul

[P VIR 3

Au loc urmatoarele rezuhate: ) .
Propozitia 2.1. Dacd v €b yU), acllf(V), cu a{z) —aloh

Riz) (XF (o)) = XF(R(2) ).
Demonstragie. Observam ca: _
X}, este tangent in t —0 la curba j*&, o.):
X*{R(o)w) este tangent in =0 la curba jth o [
pozitia rezuitd din ecuapia
R{a)(j*h, o ) = by (e & Ly,

atunci

7 ') si atunci pro-

Fie I*(x} k-jetul in x€V al aplicatiei identice pe ‘V. N

Propozitia 2.2. Dacd X s Y sint doud cinpurt direcroare definite pe
un deschis U din V, astfel ca [*X =J5Y, atunct:

XE(IF(x)y = YH(IH(x])

Demonstrapia rezulta imediat obsel_'vind ci dife'reI};ialelel pdiné 131:1rdci;
nul v ale aplicagiilor ¥, si @, determinate de X si Y, depind num
diferentialele de ordin < k, ale acestora din uf'ma. )

Combinind afirmatiile propozitiiler 2.1 $1 2.2 r.ez:ulta . =

Propozitia 2.3. Daca X g Y sint doud cimpunt de vectori locali defi-
nite pe U, deschis din V. g [} X = J*Y pentru x € U, arunci

XHa) = Yi{=), vae 15V, cu bla) = x.
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In adevir, avem

Xi(a) = X '
Pem: ‘ Uf(o:.l_l.f(b(l))) Ria V), XH(I(b(%)) = R(z 1Y, Ye(I(b(a))) — Y (a)
u »ell*(V), cu a(=) — x, fie 7% spatiul tangent | |

”L [ ' 0 i 5 ‘ e
(V). Din propoztia 2.3 rezultd ca pentru z¢ llf'(l’/)ln A

| existd o aplicatie
Wla): VE s

f{a
T=X - X
e apoita 24 RN o)
g:z‘;l;a‘z ‘::: 51‘50[3?3251';3 2.1 i d.in definitia aplicatiei 2.4(z).
e e WHa) este wun izomorfism linicr de la V! 70 pe VLA

R{) 0 25(w) pentru », well'(V) u

Propozijia 2 =

v - ia 2.4 aratd i es o -

1%, x¢ V. Din demonstrati _¢d este suficient sd considerim f

jectivi si liniard. DPe ‘ S propozitici 2.2 rezultd cd M%) este i

G | qremru d ardta cd este ,,pe” fie ve 7, atunc.‘ilcf o

rea ve A are partea principald in v st deriv " ERNC
ctorului - in [*. : rivatele sale tocmai valoa-

Propoziti ;oo ;
chis UC g, mtr::?c,'z 6. Duca X §i Y sint doua

4

cimpurt definite pe wn des-

(&, Y] =[&%, V9.
Demonstrapie. Fie & respectiv
[ !

generate de X si V. Atunci grupurile uniparametrice locale

X, Y= ]im—]— (¥ — @ Y),

t0 f
i

Al e . 5
: )(jb("(]rl-ﬂ? ‘ (F—d Y))J ”(ﬂ(lim 1 gy ¥ == /8 tb'Y))
N 2y "4

ta0

H
Pentru sceb {(U) ~ [X, Y]'(9) - 24 (0)(j}, | X, V]

1
1 B s . )
im0 5, Y) = R, V] =lim | (V5 — (0 V)¥(eg)

IRV i S

Dar pent i
ru ¢ fixat, ©'Y e
~dly este generat de b v :
generat de (¢ ' . e b & B deci (b)Y
i . ) ci (DY
R LU (T PIY) este

(B Y) = () 1"

-

o s i = ]
LY Y]He) = dim o [Yi(a) - (@5 V5(0)] = [X%, Ve, cord
5 Yo X*, Y*a), cctd.

i f

Rezulta imediat

Corolarul 1. Urmatoared diagramd este comutariva pentru -2 R:
o

e L R B

pe () 1

() ¢
1 T
X x
wnde e WV} s g este protecfia canonica.
Considerdim acum o o C*-sectiune regulatd intr-un fibrat asociat gru-
poidului (V. Notim cu ¥ subgrupoidul determinat prin propozitia 1.2.

Rezultd de aici cd (. este subvarietate in Ilf (V) i deci T (b,) este
subspatiu vectorial in T pentru orice z€®M .
Pe de altd parte, din propozitia 2.9, orice et (V) determind

izomorfismul
() VE L 1,

el Xl

asa incit T (W | va fi aplicat prin inversul acestui izomorfism intr-un

subspatiu vectorial in 17, fie el I
Fie
U Tl(‘b ; )}_UI;};,“ I,
= I -,_)5"-
in F(I{/)} st se numeste sistemul diferential

[++ este evident 0 submulgime
e regulate de ordin k determinatd de o.

asociat structurii infinitezimal
Putem acum sa enuntdm si sd demonstrim
Teorema 2.1. Sistemul diferenjial ¥ este liniar §i omogen, adica Ex
cste un subfibrat vectorial in FHqT). Ma mult, fasciculul de secpiun C=(E")
ecte un subfascicul de R-algebre Lie in C=(F*(T)).
Liniaritatea sistemului dat de E¥ rezultd din modul cum a tfost definit.
Dar din propozitiile 2.1 — 0G rezultd ci fasciculul de R-algebre
Lie C=(J*(T)} este canonic izomorf cu fasciculul de R-algebre Lie al cim-

purilor de vectori invariante la dreapta pe fibratul 11* (V). Deci fascicu
i invarianti la

lul C#(I*} este izomorf c¢u fasciculul cimpurilor de vector
dreapta pe fibratul @, care este un fascicul de R-algebre Lie. Aceasta

arati cid L este subfibrat in FUT) i teorema esie demonstrati.

§3. Aplicatii
Datele urmitoare referitoare la proiectori i integrabilitatea lor din
[9] sint necesare in cele ce urmeazd.
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Definitia 3.1. V fiind o Cr-varietate (2.2 p
(s p—1), P:T(V)~T(V), (C-sectiune in L{T{I,
PoP= P}y se zice integrabil dacd pentru orice x,
care expresia i P sd fie constanta.

Propozitia 3.1, Fiecare din wrmiroarele condifii este necesard s sifi-
cientd pentru ca un C*~proiector P sd fie itegrabil :

o), un C° profector
(V) ce verifici
W€V existd o hard in Xy in

a) pentru orice C'~cimpurt dv vecrovi locali X, Y awvem
PIPX, PY)-=[PX, PY] u
QOX, Q¥]=[QX, QY], v O — - P;
b) C* tsecriunea N, in L V), TV)) datd de
No(X,Y) = [PX, PY] + P|X, Y] PIX, PY] - P[PX, Y]
se anuleazd (Nijenhuis) ;

C) tmaginea lui P g nucleul lui P sine subfibrate integrabile in T(V)

d) Dacd V admite partipii ale umtdfil §i s = 2 existd o C* -conexiune
simetricd pe T(V) pennvu care ©P 0, V fitnd
L(IXV), T(VY) asociatd unei

conexiun date.
Ao Variewdgl aproape-produs
Definitia 3.2. O C-sructurg aprodape-produs  pe o CH-parierar

ViD= pCo, 0Ls<r) esten C seciiune Fin L(T(V), T(VY) astfel ca F-F—.
Ne vom situa in cazul p — w.

derfvarea covariantd pe

Propozitia 3.2. Urmdroarele dare pe V osint echivalente :
a) O structurd aproape-produs F pe V.
b) Existd subfibratele P 5 Q in T(V) astfel ca PNQ=1i0;
=PaaqQ.
¢) Lxistd prosecpiuni P, Q: T(V)—T(V) astfel ca P+ Q=1
. Demonstrasie. a) = b). Din definitia 3.2 se vede ci F este nesingulari
$i ¢d valorile proprii ale operatorului F sint - 1; definim atunei
P=Xel(V);, FX = X}, Q={XeT(V); FX=— X}
b) = ¢| Proiectorii P si Q sint definiti in mod natural prin
P:T(V) > P, Q: TV —-Q.
c) ~a) Definim endomorfismul £ pe (V) prin:
F=2P 1]

Se vede imediat ca F satisf

Vom nota varietatea aproap

ace conditia din definifia 3.2, c.c.t.d.
X ope (V, F

¢-produs prin (I, F). Un cimp de vectori
s¢ va numi de tip (1, 0), dacd aparyine sectiunilor subfibra-

1t i b 44
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X [ incd Q). 0. Analog X se
i P. adica PX = X sau incd FX - X sau inca ;%Enci L C?mp e
tului P, de tip (0, 1) dacd este o sectiune 0 Q Aunch o b (L, 0),
ve nur'nl‘: . ci)esco’mpune inte-o sumd a cimourilor PA §1 Y
vectori X se k
S g ) i i rdacd Fro—o
" 1)0"3513 ma diferentialdi o pe (V, F) se zice de tip (1,0
or pe_ © e ¢
sau incd O* o= Q=0 sau inca Pra= (‘) iu) ¢ e a o (TP
. 0 0 : © - .
| g B i i vectori format
N Mald;gcegnf:a:’e anuleazd pe orice n-upludde _c:m({)]urll)d:u i
Al i de tip (1, 0) si g’ cimpurt de up {t, D nil
o Sl : ori a une fntr-0 su
d%I:L—P c'm-l%%rlrezultépagu;wi ci orice n-formd se gcsczxﬁpn)
e (- n . - M.
R Crorme de tip (p, g) <o pF-g=n (0 G DSOS s
initia 3.3. Structura aproape-pre ice integrabild | acy
' Defufl'lt;?mgtgl xo€ V, existd o harta in care expresia Op
oricare ar fi : -
i 5 oi dat x €l existd o hartd = (U, %, E), sio
; " eV, ‘
Aceasta inseamna <a, K S
i aproape-produs F pe E, astfel ca d 7 ) de clasd
R — ' i roape-produs  {V,
[eorema 3.1. Pentrie orice varieraie aproip
Co urmdtoarele afivmajii sint echivalente: .
1) Structura aproape-produs este]mz.;gralx cl;e S T e B
for el wale ¢ € :
o germentlor secfintiior locdl _ i 10 ) onts oren
. };Iwi:flr:j;:ff; locale ale sistemdnl diferenpial asociat
yeneral de | J |
ema 2.1, ; B
- 3 N ,"\’ Yy = [FX, FY]1+[X, Y] — F(X, FX] F[FX, Y] "
- KL

vX, YeC(T(V));

’ (), d(F*(df)) = — F*d(F"(df)); . .
iy s “),"I'CE .f;)F g)((l )i’g(C"'((TJ?l?')) (Proiectorul P este mtegrab_ﬂ);
i | ; ; ] ] ] scicui
?‘) ‘f\"llll.c}i:’tl':!l cimpurilor de wectort locali de tip (1, O} esxte un fa
Y RE) HEH i '
b ald i ] do este sumd
" a]g?e)br;emrr: ovice formd diferenjiald )lucaia o de tip {p, ¢), do
. v . | 1,
me de tipllp il & & {t),q.. ’ i ] tos este suma
” fognel)emr:f orfce Sformd d:feren;midv Iocalq mldei)ﬂp (1, 0}, do
dintre «)‘}fur,fz.i de 1ip (2, 0) §i o formd de tip (1, 1).
’ e 1)), : T acneiat s it F. Pen-
flgnr;m:;:tizlfnai intii sistemul diferengial 1 asociat structuril F
tru aceasta consideram operatorul

h: Co(T(V)) = CoL(T(), T,
X - LF,

i i i ort cu cim-
unde prin [ F an notat derivata Lie aloperatorullullﬁF in rap
pu! X, detinita folosind consideratiile din [7], p. .
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I)‘lcﬁ \. - .
aca N s1 F oau reprezent:
atunci reprezentarea locali (x, X'} i
nci + Xy X 81 F

viost {x, F) respectiy,

L E) - .
h (L F) DF (X)) -+ F oo DX, y— DX e K
este , . . v ir) *
n operator diferential de ordin | ([9]); el definegte deci
Herenyd : eyte deci un opery
. 2 CoFUTI0)) - CoL{T(V), (1) -
atunet, din definitie rezuled: Y
1:'I [ %4 (SR T
Sistemu] : e Gy Ax) o
ul asociat structurii F este deci dar d |
Al de s
[ DF_(X) | F s DX'(x !
i) X'y) DX'(xy) F =0,
Rezultd atunei imediat implicatia 1} - 2)
2) = 3) B
Ards . L
ratam ca 2) implici [FX, Y= FIX, Y], vX, YeC
Vo eCol); (F , A VLowX, Vel 1))
e ’)[X,f(l', Y]o =o' DY (FX) — DFXY (Y =+ [DY" (FX))
DY'(J:;X( = (F' e DX)(Y)] = 5[DY'F(X) + (FobY'in'l ')
_ L ! I | .. |
)) —F(DX'(Y)) P F{DY'X' — DX'Y'] =F[X, Y]
Ay =

I13:1 fe.I'[X, FY] = FlX, V).
€ alct rezultd imediat NAX, Vi=0

3} =" 4)
Prin calcul direct se arata ci
d(F*(df)y - F* *
s d UF @) - BN, ¥) = — |FN, (Y, ¥ ;
¢ acr rezultdi implicatia enungati e )
3) = 5) |
Substituind F - ¢
2P [, gisi 4
- > Basim N (X, V)~ IN.X, V).
In adevir
QJ’V-{("’ y = d
i ) = Q[PX, PY] Q- PlX, Y] - P[X, PY] -0 P!
3 L/ JJY }’]__
' = Q[PX, PY -,
deci 5) - o .
o= Q[PX, PY) =0; la fel 50 ~ P[OX OY]=1n

13

del Xo s Xad = 504 1) X h{ X yors Kt 3 X} |
L

LSS (1) X, X e A W X

1)-ulu format din p'sEp sau p'=lpo}
te nul,

4 al formulei precedente ¢s

Dacit (Xa,..e, X) €8l€ Un 022
de acelasi tip:

cimpuri de dp {1, 0} membrul al doile
deoarece din 6} crogetul a doud cimpuri de scelagi tip este

Je aici rezultd 7) dovedna.
7) - B) evidenta.

Fie X -0X, V- QY; pentru a ardta cd P([QX, QY)) — ¢ este suficicent,
Jupd teorema lui Hahn-Banach si demonstrdm ci oricare ar fi 1-forma
o de tip (1, ) ere loc

o PluX, QY] 0.
Dar dupa 81, pentru 0 asemencd formi, avem Jdo(QX, QY) — 0, deai
QXw{QY) QY QX — 0.

w(P[OX, QY| = o([@X QOY))

30 => 1h
Este absolut analogi demonstratiei din [9] referitoare la structuri
aproape-complexz. Teorema este complet demonstratd.
Aceste consiteratii se extind fa.a dificultate pentru

wrilor definite in Ex. 6 din §1.

cazul r-m-struc-

ectori P ,..., P, a céror

Q r-w-structurd  este echivalentd cu a dar proi
sumi este [, sau cu o descompunere intr-o suma directa de # termeni A
complexificatiet fibratului tangent al varietdpii V.
Integrabilitatea se poate caracteriza prin:
ve varietate V' de clas@ Cw, cn o remodliies

Teor:ma 3.2. Pentru on
turd, wrmitorele afirmaji sint echivalente:
1} r-m=structura esie integrabild.
N
2 T(X, V) SOPN (X, V)0, vX, ¥ eCH{TO)).

1

3 PPN, PiY 0, i=1,.57 I, Retliyesrii — {1},
Omitem demonstratia, ea fiind in linii mari analoga celei date pentru

reorema 3.1,
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B. Varietagi cu structnra aproape cuarernionicd

In exemplul 7 din §1 s-a definir o Ct-structurg aproape cuaternionics
pe o O -varietate 1(0- » o O k<, k7] prin douj C*-sectiuni
regulate F, G ale fibratului 7. LIV, T07)) ce satisfac conditiile

FeF I, G G A H=F-G Gl

D:finigia 3.1, Stiuctura aproape cuaternionicd datd pe varierateq |’
se zice integrabild d e VYx el exisid o hartg astfel incit pe ea operatori;i F
G, H au expresii constanze,

Altfel spus, fie 1" o varietare analiticd peste corpul cuaternionilor
ale cirui elemente gencratoare le notim prin L, 4, J, k. Se vede imediat o}
produsul prin i, ;, % pe fiecare spatiu tangent defineste o structuri aproape
cuaternionicd pe 1" gi deci expresia  operatorilor £, G, H intr-o harta este
constanta. Deci o structuri aproape cuaternionici este integrabili daci ope-
ratorii F, G, H derivd dintr-o Structurd cuaternionici pe |,

Fie ==(E, =, V') un C-fibrat banachic real; C’~fibratu) banachic =*
peste corpul Q, asociar lui ~ si numit hipercomplcxifica;ia sa, se poate de-
fini prin urmirtoarea proprietate universals :

Exista V-morfismul de C'-fibrate banachice reale i ==Y asife] ca,

oricare ar fi -morfismul de fibrate peste Q:if:m =7, cu r un fibra
banachic oarecare peste O, existd si este unic un V-morfism fv. ™,
Q-liniar pe fibre, astfel ci diagrama urmitoare este comuiativi

e

Dacd V" se reduce 1a un punct, obginem hipcrcomplexifica;ia unui spatiu
banachizabil real.

Putem Jua v TE®rTd w@, 7w, produsele prin 1, /, & pe fibra aces-
tuia fiind definite prin:
ifa, b, ¢, d) — (—b, a, —d, ¢},
Ha, b, ¢, dy = (—e¢, d, a, — b),
k(a, b, ¢, d) =(=~d, - ¢, b, a).
Morfismul v este atunci injectia pe primul factor, Spatiul  C'-sectiunilor
in =% este hipercomplexificarul spatiului C'-sectiunilor in = si formeazi
modul peste inelul Co(V} al Cr-functiilor definjte pe V cu valori in Q.
In cazul particular al fibratuluj tangent 7(I") la o € lvarietate V,
modulul Z7(I/) a] C’-sectiunilor in Ty(V} este constituit din derivari locale
de la CriY1y in Ci(V) in modul urmator : identificind X7(1) (mulfimea
Cr~cimpurilor de vector; reali pe 1) cu imaginile prin <, in Z7(V), un
ZEZV) se poate exprima:

| ¥ A \ AN 153

iR-|- kT, cu X, Y, R, TeX{l)

i atunci | )

Zf— Xf--iYf -1 /Rf |- k1Y o

| ' ' lungeste la Z7(V).

i ; X'(V)yx X(V) = X ='(V) se pre ' 4

. 'mu'i'ti"cr%\fluﬁnea Cr-ciméurilor de vectori h1_1:)!2:{'00mpl_e;clle ;?;: 5

vom Ir\llurr““ Z.Il'r'ri T E—” «" cele trei operatii de involutie netrivi 0,
otdm prin o', 5", &

ini rin
o P igi ' a'q =jgi s o = kgk', Vg € Q.
a q T b . ‘
Propozitia 3.3. Urmdioarele date sint ecfrwaleme.
a) O structurd aproape cuatermionicd pe 1%
b.] Un subfibrat M in To(V), astfel ca | -
T,(V)=M @rc' MTre" M @,c" M i
MO MNe"MNDs"M=(0); -
r H " ‘(z
¢} Un proiector P: T, (V) = To(V) astfel ca I=P+a' Pt c"Pta
S e doi — ; —
m-mg(%ai:wf;r?;z ;)1 b). Asociem la F, G, H: T(V) - T(V) morfismele
e ' hd
unice F, G, H:Ty(V)— T,(V) astfel ca
vaf=Fay; volG=0Go; veH=H
Notind cu [ aplicatia identicd pe 7°,(}), au loc relatiile
FoF=—1, GoG=—1, H=FeG=—GsF.

n morfism cu valori intr-un fibrat cuater-

Fie I:T{V) —» T(V) privit ca u = 1. Fie M nucleu! mor-

ionie si ¥ i ociat ce verificd [« =

?ils?zﬁ:ﬁuiSIIVIE;I:LOI;Z]tsemErli E;ilbf ibrat hipercomplex si .
M=1{%eTolV); Fi=—i; Gv=—Ji 3 H%

Subfibratul M ale cérpi_ sectiuni sint vectorii
(i, —j, — k) satisfac conc.hga b)', I
Pentru aceasta este suficient sd ardtdm ¢

MO (M@ "M@ "M = (0.

tripropril  pentru

Fie % apartinind acestei intersectii, deci
=Xt s"Y4+6"Z; cu X, Y, ZeM
o= 0 T 7 n
AN X o et "Z\, intru-
A . ]__:p i = (("Y-lg- ";"Y 1 G"'Z:l- (G X } o s
tunci A= e T = — |0 s

i i1 zultd ' X, dar
cit 7 comuti cu involutiile . Rezultd a'aX,
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G = i = o' (GX) = 3/
31 % este vecrorul nul.
Un vector real X se descompune

X=xFacx--c"x 4 sy hix), ve
sl prin aceasta se indentifici T(V) cu M.
b) ' ¢) i ¢) = b), fiind aproape evidente, demonstrim:
b) = a). Folosind indentificarea /1, obtinem
FX = - xi — (6'%)1 4 (a"¥) - (a"x)i,
GX= —xj -+ (a's)] — (5"%)] -+ (a"x)),
HX = — xk4-(a"x)}k + (s"0)k — (¢"x)k

care satisfac conditiile din definijie.
Sistemul diferengial asociat structurii va fi:

(DFHX) — FsDN 4+ DXoF=0,
. ! DG(X)  G.DX -DX . G—o,
) DH(N) — H-DX — DX H—q,
‘ F-F=—1, G G—-I, H-F.G - G F

Teorema 3.3. Condijia

. O strucrura cunternionicd pe | este integrabil @, implici

2. Fasciculul sectiunilor locale ale fibrarului T (V) este local venerar de
soluitle locale ale sistemului diferential (*) iar acesta implica

3. T(X, V) = i [NAAX, Y) 4+ NoX, V) Ny, Y]~ 0,

v, YeC (1))

Demonstragia rezulta imediat, folosind implicatiile 1) - 2) i 2) = 3)
din teorema 3.1, aplicatia A.

Tensorul din 3) este tensorul de structuri al varieti(ii sproape cua-
rernionice si a fost considerat pentru prima datd, in cazul finit-dimensio-
nal, de Bonan in [2].

Se pot extinde si consideratiile legate de conexiuni compatibile cu
structurile din aplicagiile A si B. Pentru cazul A si :lte cazuri interesante,
acest luern a fost ficut in [4].

5 P = YT 3 - . oR | 5!
GSTRUCTURE D ORBIEN SUPERIOR PR VA AELATL BANACHICE ']
. h yl

j e §i aproape-produs
C. Prelungivea structurilor aproape complexe §i aproap
. ' la fibrarul tangeur
chica de clasd C* modelata
este atunci un GL(F)-fi-

i ilea = TE(V) = T(V)
Vom avea nevoie de fibratul tangent de orc‘imuul al don(}f.uiii.n,,it.'~1 p[(‘m) hz“n-([ilc’
arui structurd de varictate fibratd vectoriald cste delinils
e ( U, «) este o hartd pe 1.

i pind aici ietate bana

I va nota, ca $i pina aici, 0 Varie 2t

pe spatiul Banach E. T(I), fibratul tangent la |
brat de baza V.

H)

fibrate (7%, T, =.'(U)) L}ﬂ'df! W, .
Rezulii deci comutativitatea diagramet:

Te

= 1 == U)) . voalU) s B B B
T
3 T 1
i) r a{U) = K
- - % +
U -+ CUU),

nd proiectiile pe primul factor.

. . . :
ager ’ e din stinga desemn ile ) .
*d-_‘i'ﬂ;ile e : ¢i comutativd urmaroare:

Reproducem i diagrama rombi

T20v)
:T(/)/ w‘
TV} T(V)
TV V TV

care determind doud structuri de varietate pe T7(V)
T=:THVy > T(V) 81
’T'j'(v)I T’(‘) - T(‘)

icd w:7TF 21 daid local prin
Jegate prin invelutia canonica w: TV} - T da p
[, €25 €3, €4) = {x, ea, €2, &)

Pentru mai multe detalii a se vedea [1}.
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Dacd notdm prin w: GL{E)X GL(E) -» GL(k) multiplicarea de grup
pe grupul Lie-Banach GL(E), atunci TGL(L) se va organiza, dupdi cum
se vede imediat, ca grup Lie-Banach cu legea de multiplicare

Ty: TGL(E) x TGL(E) — TGL(E).
Vom demonstra

Propozitia 3.4. Fibrarul T*(V)este un TGL(E)-fibraz.

Este suficient pentru sceasta si ardtdm cd dacd GL(E) opereazi pe &
prin p: GL{EY < F — E, atunci TGL(E) opereazi efectiv, ca un grup lintar,
pe T{£) prin

To: TGL(E)X T(E) > T(E).

Structura de spatiu liniar pe T(&) poate fi determinati astfel:
la 6,:E— E data de 0{v) =cv §i T E - [k wiE—ED s (y)=x- v
7, (x) = x 4 y se asociazi:

co Xy = (T7)\,, NS Xy = T, X, -} Tx, X,
cu N eT, (E) (i=0,1,2),
care definesc pe T(E) structura de spatiu vectorial anuntati.
Pentru ca Tp si fie o realizare este necesar si suficient si dovedim
I To(do, co Xo) =0 T(A,, Xa), Ae T, GL(E),
2. Te(do, Xy BNy = Te(A,, N) @ Tpl4,, X)),
I Te(Ae- Ay, Xy) = Ta(Ao, Te(d, \y),
unde Aye T, GL(E) si A, A, - To{dy, A).

V. To{a, cxy) {dy, ¢ \y) = (elar, cxp), De(an, cx)) (Ao, ¢ Xoh)
{¢{au, Cxl)) F(AO: cxy) +P(aﬂs C°-¥0))-
Pe de alii parte

& Te(an, x1)(A, Xo) == ¢(¢{an, xq), (Ao, x0) -+ plaw, o))
st cum 3 d=finea o realizare, rezulti 1°
2°, Tr"(an,v Xy b —V‘.:)(Au, X GB)L'J) = (p(au, -’{1 -+ x'.»), F(Au, X1+ xg)

iR p(flu, X, - -\2) =~'(:-"(a|l’ -1'1), P(Aﬂ) xl) -+ F’(aﬂy X 1)) + {P(ang x?), ‘C'a(flu, xz)_:_
- elan, Xo)) = To(aq, xi){dy, Xi) -+ To(ay, x0) (Ao, Xa).

3°. Folosind zo(ux1,) =g (Lon X g), rezuld
Te(do- 41, X,) = To(Tu(da, Ay), Xo) = (Teo Ty x Lo (4o, Au, Xy) =
= (Tp Tl 1)) (o, Ay, Xo) = T(z (X 1))(4, 4., Xy) =
=T (Lewsy XN Aoy Aiy No) = To(T Ly X Toj( Ay, A, Xo) =
= Teldy, T:(4, X))

T
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RS AT CACHICE
GSTRUGCTURIE DR QRIS SUPERTOR PE VARIET ST BANACHIC
I JG

19
; initd GL(FE),
Notind cu R, transiaia la dreapta pe GL(E), definitd de a € GL(FE)

obfinem 1 -
TR, : T'icrim(GL(E)) — T, GL(E))

| fic A€ TAGLIE)), cu A= TR(A4), eu AeL{E) =T (GLE).
$ AGLIE)), |

el 7)) u
Propozitia 3.5. Ay, v) = (pla, x), #{w(4, a), x} el ) ¢

v, v) e T(F) = EXL. . ) )
Pentru demonstratie observim ca
= A.a
TR A rizis A) = (a, ”Ru(lf-'l'l-.'))(A)) (a, 2(4, a)) (a, a)
) s(a, x), e(A.a, x)--pla, ¥}
(a, A.a)(x, v) = (s(a, x), Dota, x)(d.a, v)} (sla, x), p{A.a, ol
3 - TEY h
[ oola, v))
ad{a~h)AY). '
descrie efectiv ope-
urmitoarea injectie

“(sla, ¥), eluld, a), %)

Corolar. (TR)(A) TR, (A') Taa'.[;ti'i P
zitiei 3.5, ca
Pe baza propozitiei 3.4, §i a propoz 3L
rafia giupului TGL(E) pe T(E), stabilim, ca y1 in [8],

e T(GL(E)) = GL{T(£)),
Jid = j{A), unde
JANX) = Tald, X,

jU&A%(;a g-

(B}, eu FoF = = 1, arunct TF ¢ L{T(E)) o
L

XeT(k) 51

Propozigia 3.6. Daca Fe L
{TF) e (TF) = 4 lrgy-

tn adevir. TF este un endomorfism liniar pe T(E) si
(TF)o (TF) = I(F o« F) = T(£ 1) = £ Lucn:
Mai mult:
i oy =[5 " {x, vl
(*) (TF) 5, o) =(F (), Fe) =( L] o
Propozitia 3.7. Dacd G C GI{L) este definit prin:
G ={ala€ GL(E), «F =Fa}, )
G=j detatea Va € G, as TF=TFoa.
atner G C GLIT(EY), unde G = j(G) are proprietatéd VaeG, a
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Demonstratia este imediatd, finind seami de (**) si {**).

Remarcam, in continuare, ci injeciia ; determind o injectie Jvoa fi-
bratelor 7(P(V)) si P(7()'}) de baza V, unde P(V) noteasdi un G-fibrat
principal de bazd V', iar P{T(1)) un G-fibrat principal de bazid T(1'):

JriT(P(V)) — P(T(V))
datd pentru doui hirgi &, UxG— PU),

o TU) X G — P(T(U)),

prin
Je | TP = U0 (1ygy > j) o (Tih,) =

Prin urmare, unei sectiuni s in L(I) i se asociazd o sectiune s in PTN)
prin:

5= jyo Ts. |

Folosind operatorul F din propozitia 3.2, definim o sectiune F in

L{T(V), TO) cu proprietatea F-F {, adicd o structurd aproape-pro-

dus 31 o structurd aproape complexd pe U, astfel: pentru o harti (U, a) pe V'

I, L Ve {IxF)o L.

Pentru ca F si verifice condifia cerutd, se vede usor cd este necesar $i

suficient c¢a pentru o altd hartd-(U',8) cu UN U =+ 2, (IXF) si comute

cu Tu T VuBUNU)XE —»a(UNU)%E, si astfel obtinem o reducere a
grupului GL({Z) la G din propozitia 3.7.

Folosind propozitiile 3.6, 3.7 $1 observanle precedente, definim o
secfiune F in L{7*V, T:(17)) cu proprietatea F- F [, prin:

F, = (T3~ [IX TF]. T,

care determind o reducere a grupului structural GL{EY la 6.

Obtinem astfel o structura aproape-produs §i o structurd aproape
complexd pe 7(V), pe care le vom numi prelungirile la T(I") ale structu-
rilor date de F.

Vom determina acum sistemul diferential asociat Ia F prin teorema 2.1,
Notind cu X un cimp pe T(V), sistemul va avea forma

(DFYXY) -+ FoDX' — DX o F 0,
Intr-o scriere locald, aceasta revine la urmaroarele :

Fie X:v— X)) un cimp pe V. Arunci

N TNy, Yoy, X,V DX'(y)(Y))

R - ¥ " w?
sl dec

£ CGRDIN SUPERIO VARIETATE BANA
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Xy, V) = (YL, DX)(Y)
sl atunct

DY'(¥) y ]

DX Xy (1)2.\"(3*):};) DX'(y)

(Fo DX (3, ¥) (F,, D2X'(y)(Y))  F, DNy
. o DY) F, E )
R P P P
i . ot DFI(}))(Y") U . ] .
(DE)y, Y )%, v,) ( 0 DE () (DX'(3)(Y,))

Obginem atunci urmdtorul sistem de ordinul al doilea:
DF()Y,) 4 F,«DY'(y) — DY'(y) = F, — 0,

F o (DX (0)(Y,) — DX O)(Y ) F, =05
bF'(y)(D,\"(y)(Y;,))-'rF_,', DX'{(y) — DN'(y) £, =V

iste i i sus yi folosind
Rezultd imediat, observind forma siste nului de mai sus si f

reorema 3.1: o . -
L ; il $ rabild
Propozitia 3.8. Dacd F este inzegrabild, atunci g F este inleg

o rEcTproc.
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G-STRUCTURES D’ORDRE SUPERIEUR SUR LES VARIETES BANACHIQUES
Riésumd

A laide du concept de groupoide différentiable de classe C7, intro-
duit par Ver Eecke, ayant la variété banachique | comme base (0} on
définit les structures d’ordre k(k<p) sur ¥ comme étant des sections d’un
fibré associé au groupoide de k-jets des dif féomorphismes de la variété
et Pon associe a celle-ci un systéme différentiel linéaire et homogeéne
d’ordre 4.

On applique ces considérations aux cas particuliers de ccrtaines siruc-
tures d’ordre premier (presque produit, r-m-structures et presque quaternio-
niennes) et d’ordre second (les prolongements des structures données par
les sections F dans le fibeé L{T(V), T(V}), en notant par T{l} la fibra-
tion tangente a |

QUASI-CONNEXIONS SUR VARIETES DIFFERENTIABLES. 11

PAR
ELENA VAMANU

Soit ¥, une variété différentiable de classe C a » dimcnsior,ls, et
un champ de tenseurs du type (1.1}, non-dégénéré. Notons par F 1’algebre
des fonctions réelles de classe C* sur V, et par L le module des champs
de vecteurs sur V.. | -

Tout d’abord, nous allons rappeler la notion de quasi-connexion qui
. ét¢é donnée dans [3}, [4]. On appelle gquasi-connexion sur V. .zm’e_lm D
qui fait correspondre a chaque vectenr Xel la .rep’résergzcmon linéaire Dy
de Pespace L dans lui-méme, donnée par les propriéés suivantes:

1. Dyveyy = fDy -+ gDy,
2, DxfY=fDY -+ XY

pour tout f,geF et X,YeL.
On peut associer 3 une quasi-connexion D sur 7, les tenseurs de
torsion et de courbure i P’aide des opérateurs:

1) T(X,Y)=DyY — Dv X —"1{[3 X, 7 Y]) pour tout X,YelL, o
2) R(X,Y) = DyDy — Dy Dy — Dyzx vy pour tout X,Yel,  érant
la réciproque du tenseur - et [,] I'opération crochet.

A la quasi-connexion donnée D on peut associer deux autres quasi-
connexions:

3) DY = Do X 4 d{[+ X0, Y]) €t
1 g

3 "DyY= 5 (DyY + DY),

nommeées respectivement la quasi-connexion transposée et la quasi-connexion
moyenne. Cette derniére quasi-connexion est sans torsion *'.

Dans cette Note nous allons présenter des nouveaux résultats concer-

©) Pour des Jdetails relatifs 4 ces questions voir 41



