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G-STRUCTURES D'ORDRE SUPERIEUR SUR LES VARIETES BANACHIQUES
Reésumd

A Paide du concept de groupoide différentable de classe ¢, 1intro-
duit par Ver Eecke, ayant la variété banachique | comme base ({0} on
définit les structures d’ordre kik<p)sur I" comme étant des sections d’un
fibré associé au groupoide de k-jets des dif féomorphismes de la variété¢ |
et Pon associe & celle-ci un systeme différentiel linéaire et homogéne
d’ordre k.

On applique ces considérations aux cas particuliers de .crtaines struc-
tures d’ordre premier (presque produit, r-m-structures et presque quaternio-
niennes) et d’ordre second (les prolongements des structures données par
les sections F Jdans le fibré L{T(V), T(V}), en notant par T{l"} la fibra-
tion tangente a 1.

QUASI-CONNEXIONS SUR VARIETES DIFFERENTIABLES. 11

PAR
ELENA VAMANU

Soit ¥, une variété différentiable de classe C a » dimensions, et ¢
un champ de tenseurs du type (1.1), non-dégénéré. Notons pur F I’algébre
des fonctions réelles de classe C* sur V, et par L le module des champs
de vecteurs sur V.. | .

Tout d’abord, nous allons rappeler la notion de quusi-connexion qui
4 ét¢e donnée duns [3], [4}. On appelle guasi-connexion sur V. 'zm’e_lm D
qui fait correspondre @ chaque vectenr X el la représentation linéaive Dy
de Pespace L dans lui-méme, donnde par les propriétés swivInies:

1. Dyxeyy = fDy -+ gDy,
2, DyfY=fDyY -+ IAX)Y

pour tout f,ge Fet X,YeL

On peut associer 3 une quasi-connexion D sur V, les tenseurs de
torsion et de courbure i I’aide des opérateurs:

1) T(X,Y) = DyY — Dv X — ([ X, 7 Y]) pour tout X,YelL, '

9) R(X,Y) = DyDy — Dy Dy — Dyzx 5y pour tout X,Yel, » érant
la réciproque du tenseur - et [,] I'opération crochet.

A la quasi-connexion donnée D on peut associer deux autres quasl-
connexions:

3} DY = DeX 4 9([z X9, Y]) e
. 1 .
4 "DyY=_ (DxY + DY),
nommées respectivement la quasi-connexion transposée et la quasi-connecxion
o . : e
moyenne. Cette derniére quasi-connexion €st sans torsion =
Dans cetre Note nous allons présenter des nouveaux résultats concer-

*) Pour des details refatts a ces questions voir [4].
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nant les quasi-connexions. Dans le § | on donne une caractérisation géo-
metrique des quasi-connexions sans torsion et sans courbure et dans le § 2
on €tudie quelques propriétés des paires de quusi-connexions.

§ 1. Considérons sur I/, la quasi-connexion [} a coefficients I't et
un champ de vecteurs v. En utilisants la dérivée covariante par rapport a
D, nous avons
(1. 1., D,-'Z’i = Ty (P;‘ — ]‘?rﬂy,,

d’ol Pon obtient

o LD e, — ] iy
#}?‘Dﬂ"i - H"}D:‘-'k = e — Uni (F:',l,lfk— I_‘;.’,', f f)'i'...

Donc 7 est gradient si et seulement si nous avons
24 LYy e il — Yo Wl
|:]...._. 71:1)}?4',' .,zf.Djm. = - (l ff\!J-. — ?k"lJi)'Uh.

A Paide de cette observation nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour gu’une quasi-
connexion D solt sans torsion et sans courbure est que FPespace V., admette n
champs de wvecteurs covariants uf (a =1 ,..,n) avec la propriété que

(1 3% Dd—’-{: =10,

sotent lindatrement indépendants, de sorte que les covecteurs
i — L

(1.4} =gt

sotent des gradients.

En effet, le systéme (1.3) admet » solutions linéairement indépendantes
81 et seulement si ses conditions d’intégrabilité sont identiquement satisfai-

tes en vertu du systéme. On constate sans difficulté que celies-ci ont lieu
si le tenseur de courbure de la quasi-connexion D est nul.

Dans ces conditions, par ’intermédiaire de (1.4}, nous avons
5 - oy
Dyvy = (Dylhy)us,
d’ou il résulte
.‘;,i'_[_)a it ':J':Da i Tholid

Wy @ MITRIF I 7L ATN)
im e oy ( l J'JTJ.:' [ ji"-J{)vm'

Compte tenu de (1.2, il en résulte que les vecteurs + sont des gra-
dients si et seulement si nous avons

(1.5) I G — (),

",
O
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; inéai indé s ¢ lenseur

Comme les vecteurs pf sont l1nealreme.nt mdependant%' et 1;. 2
i est non-dégénéré, il résulte que les relations (1.5) sont équivalentesa )
Pannulation du tenseur de torsion de la quasi-connexion D et donc le
++éoréme est démontré. ‘ ' . ‘

§ 2. Dans ce paragraphe nous allons ¢largir certains résultats sur les
paires de connexions linéaires données dans [2] aux paires de quasi-conne-
xions. _ . ‘

Soient 'D et D les deux quasi-connexions sur I,

1 F i B4

Définition. On appelle opérateur de courbure mixte de la paire ((D}D)
Popératenr

r Vonp.e 2N 1Dy} — 1Dyex v p—
(2.1) o(X,¥) = A['Dx,*Dr] - [FDx, Dy e X 5T

2Dy (sx, 53 s vy X,Yel.
Cet opérateur détermine un champ de tenseurs du type (1.3) zlnanu-
symétrique en X et Y. Celui-ci sera appelé le champ de tenseurs de la courbure

mixte de ces deux quasi-connexions. ' i ' ‘
En considérant un voisinage de coordonnées (U,x') muni de reperes

naturels, on trouve la formule

1 2 1 3 1 1 2 . iZ‘J . 12"’ "

) i N h M T o I T i P
P:."u,‘ = ; []“_'1"1] f.n - 1 :'r;.] m ljkrilrr I‘ ik jn i PR ]
2.2) 2

“ ¥ | 1 2
Ii " & - A "l ( Y l“h ),r ot ,t_ ],
11?-1' mr‘?.J'" %_ 1 ?k,m’f),i" 1 ﬂ‘,"l?l' + 1 wk l ik *’l,"fl' ?Jl

S
qui donne les composantes du tenseur de la courbure mixte & Paide des

coefficients de ces deux quasi-connexions et du tenseur. -
Remargue. Si v est un champ de vecteurs, alors on peut obtenir les
furmules suivantes de commutation :

2D 1D; v — 2Dy Dy v A+ 'Dy D00 — DDV = 20m t

I2'3) P .
‘T;::_ :Dvi -F 27;’1_‘D... v,

Ti é i es deux
U, et °T;, étant les composantes des tenseurs de torsion de ces

quasi-connexions dans le voisinage U. . ’
Considérons maintenant la quasi-connexion = donnée par

. 1 ;

(24} Dy =g (*Dx - "Dy),

que nous allons appeler quasi-connexion moyenne de la paire (D, ‘Ii). )
Remarque. Quand =) est la quasi-connexion traasposce de 1), @ coin-

. oo " 1
cide avec la quasi-connéxion moyenne de 'D.
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Maintenant, si o s
. s n désigne par . ' I, f ]
des opérateurs qui donnent legs corl)lrbu;cie;{ ’di ’cef tX,'} Teslnth ey
demoxétre le résultat suivant: s e
ntre les courbures des i i
. s co quasi-connexions 'D, <D, &
mixte de la paire 'D, *D il y a relation SO el 8 courbury

25 25(X,Y) = dR(\,Y)
pour rout X,Y el

\RIX, ¥) —R(X, V)

Kemarque. Si les i i

| fen . quasi-connexions 'D et "D coincid '

: s enr, al s 3

se I‘Cdl\l;lil;i;[ R(X,Y). R(xl,y_ CIRIX,Y) - R(X,Y) — (X Bk ors ¢(4,Y)
enant, nous allons introduire 1 ' s Lodhre de dé :

de deux quasi-connexions. a notlon dalgébre de déformation

On sait if fé i
it seon appﬁ}gu;ee la d1fﬂeren’ce de deux quasi-connexions est un tenseur
qui s nseur de déformation comme dans le cas d i
jui serd es connexions,
Considérons maintenant Popérateur
(2.6) -
\ / A 'Dx 'D.\',

qui sc:ial’appele opérateur de déformation de la paire ['D, *D)
aide de Popérateur - tfini v
-y on peut définir un Srati =
champs de vecteurs de L donnée par SR e

(2.7) X.Y ==Y,

qui sera appelé produirt

vX,Yel,

On vérifie aisé
: ément que, par ra : ..
algebre sur l'anneau F. e P pport 4 cette opération, L est une

L’algébre défini (

) ie par (2.7} sera nommee ' - 1

‘ ar (2.7} algebre de d

la paire Qe quasi- connexions (', D) et sera notge par £ SRR
Enfin, on peut introduire 'opérateur

(2.8) K(X)Y) l [=x, =r).

Compte tenu de (2.1), (2.5
) : (2.1), (2.5), (2.6) et (2.8}, on 1 i
de quasi-connexions {11, '-’DJ: bur) v, Em a’ lcsr1 f(:gr‘}]lﬁesq .ue itk

2
(-9) QP(X: Y) L) 4K'X:Y) RA’: Y} -+ ',R(XJYJI:
(2.10) (X, V) L K(X,Y) = R(X,Y).

Nous i
Do r:ious occuperor?s maintenant de certaines propriétés de Palgébre €
rd, un calcul simple nous conduit aux résultats suivants

o ; .
(2.11) X.Y o YV.X —:TX,Y)— (X, Y),

et

) |

- ]
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(2.12) X.V - V.. X =2(*Dy Y —tDyY),

wp et ™D étant les quasi-connexjons MOyennes associées respectivement
aux quasi-connexions D, *D.

(2.13} X.(Y.Z:—-Y-(.\'-Z) 1KY
De ces derniéres formules il résulie:
a) L’algébre £ est commutative si et s
D et :D ont la méme torsion.

b) L’algébre ¥ est anticommutative si et seulement si les quasi-con-

nesions moyennes associées 3 'D et *D coinctdent.
c} Dans Palgsbre £ on a la loi
X. (Y- Z) Y. (X.Z)

0, c’est-a-dire, daprés (2.9), la courbure mix-
bures de 'D

eulement si les quasi-connexions

si et seulement si K(X, Y}~ _
te de la paire (D, D) est la movenne arithmeugque des cour

et *D.
d) L’algibre ¥ est ¢imultanément commutative
associative si les conditions de a) (respectivement b) ) et dec

tanément vérifiées.

(amicommutative) et
) sont simul-

¢) L’algébre £ est une algibre Lie si et seulement si 'D et *D ont
les mémes quasi-connexions moyennes et
A(Y, 720X aMZ,X) Y (X, V)2 =(Y,72) X ol Z,X)Y

AKX, Y)7Z
pour tout X, . Zel.
Supposons maintenant que le tenseur 5 donné, détermine sur V, une
r-m=-structure [1]. Les quasi-connexions, par rapport auxquelles la dérivee
covariante de ce tenseur est nulle, sont nommees quasi-connexions com-

plétement réductibles [3].
Compte tenu de ceite remarque, on peut démontrer immédiarement le

Théoréme 2. Uie condition nécessatre et suffisante pour gue les quasi-
connexions ' et D sotent complétement réductibles est que le produir défin

plus Maut jouisse de la propriété
X.o Y —=5X.Y) pour tout Vel

et la quasi-connexion movemie D de la paire ('\D,D} soir complétement réduc-

rible.
Remarque. Si le tenseur 2 §€ réduirt au tenseur de Kronecker, les quasi-
connexions deviennent des connexions linéaires sur 17, et les résultats de

ce paragraphe coincident avec celles de [2].
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CVASL-CONEXNIUNT PE VARIEETATT IMFERENTTIABILE. 11
Rezumat

In [4) au :
conexiuni[lolr pe f;r(;?ie:ggr%?;e 0 serie de probleme legate de teoria cvasi-
conexiuni pe varietati dife erentiabile. Prezenta Nota se referd tot la cvasi-
a cvasi-conexiunilor firi crerllam?lle: N1 confine o caracterizare geometricd
unele probleme legate d urburd si fird torsiune, iar in §2 se consideri
gate de perechi de cvasi-conexiuni ca: cvasi—conexiug;;

TENSOR INTEGRAL AND EXTERIOR DERIVATIVE
OF DOUBLE TENSORIAL FORMS

BY
J. GOTTLIEB

Relyinz on A. Mo ér’s works [7], [8], we defined [2], {3], [4] in the case
of a n-dimensional parallelizable space, 2 multiple tensor integral on a p~di-
mensional domain (p <}, established Stokes-type formulae and with their
help we defined the exterior derivative of exterior tensorial forms. In this
work we shall generalize these results in the case of the space with linear
connection.

Introduction. Let V, be a n-dimensional space with linear connec-
tion having the connection coefficients I, x and x" € V.Let T, and T
be the tangent vectorial spaces in x, x’ respectively and I* and T be
their duals. One calls bi-tensor {11}, an element of the space (®, 71} =

{2, T ® (D, T)®(®,T;) defined over the space V o V.
ime, without

We shall admit the convention that the indices with pr1
Thus, T’

prime respectively, would refer to the points x’, x respectively.
for instance arc the components of the bi-tensor TeT & T,.

With the change of coordinates

(0.1 =t (xh,
the components of the bi-tensor T transform themselves according 10 the
relation
(0.2) 7o
dx!' dx

which mav be generalized for several numbers of indices.



