STATICA BARELOR ELASTICE MONOTROPE NEOMOGENE

A. RADL

Intr-o lucrare anterioari [3] am studiat echilibrul elastic al barelor
cilindrice izotrope in cazul cind coeficientii de elasticitate ai materialului
sint functii de clasi C* in domeniul sectiunii transversale a barel.

Scopul lucrdrii prezente este de a extinde rezultatele obginute in lu-
crarea citatdi la cazul barelor elastice monotrope sau transversal izoirope,
in aceeasi ipotezd asupra coeficientilor de elasticitate ai materialului. Siste-
mul de tensiuni i! considerim antplan [1], [2]. in acest articol vom folosi

notatiile si unele rezultate din lucrarile [2}, (3,

§ 1. Probleme la limita pentru bare monotrope neomogene.
Considerdm o bari finitd de lungime L limitatd de una sau mai multe
suprafete cilindrice (prismatice) si de doud plane normale suprafetei laterale.
Presupunem cunoscute fortele masice, fortele care actioneazd pe suprafaia
laterali ¢i pe bazele barei.

Alegem un sistem de coordonate carteziene ortogonale Ox,x.x;, astfel ca
planul x;Ox. sd confind una dintre baze, iar axa Oux, si fie paraleld la ge-
neratoarele suprafetei laterale si cu sensul pozitiv spre material. Planul x,0x:
este antiplanul acestui sistem elastic.

Presupunem cd sectiunea transversali a barei este un domeniu mul-
tiplu conex !, a cirui frontierd I' este formati dintr-un numdr finit de
curbe [, 11 4., I’ simple, inchise, rectificabile si fird puncte comune, L%
fiind conturul exterior, ir 'y,., I, contururile interioare. Unghiul pe
care-l face tangenta la curba I', (pentru ;j —0,1,.., m) cu axa Ox,, satis-
face o condiric Holder.

Fie (7.1, 5u, 7.z) sarcina aplicatd intr-un punct al suprafetei late-
rale, in care n este versorul normalei exterioare. Forta masicd F(F,, F., Fa)
o presupuaem independentd de wy [2].
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Foriele aplicate pe baza x. — O sint static cchivalente cu o forg C y R ..Fd- . 4Y — 0
. LR . - e j o= I\n . 7 anlt —
R(R,, R., R;) aplicatd in punctul 0 s un cuplu al cdrui moment este \ Tt O s\ i
M(M,, M., M.). Sistemul acesta de forte il presupunem compatibil cu siste- i ) '
mul antiplaa considerat. Foriele aplicate pe baza x. — L trebuie si fie . s .
astfel inc'it.sfl rffa]izez:: gchilibrul bar_ci impreund cu Ior;cl:_: n}asicc sj cele- \\-,-,':._ din - Ma== AR \x.F_,d: \(h acdkd=
lalte sarcini aplicate si, in plus, sd fie compatibile cu tensiunile antiplane. . . :
Componentele tensiunii pe baza x, — 0 le notdm Prin s, Gm G ;!
tensiunile m, §i o sint independents d: x, far s repreziotd valoarea (L6 l\‘,-‘fl"’-- e \(k ) mnd =),
tensiunii Gy PENIrU Xj 0. ! i .
Exprimind faptul ¢i tensiunile ce actioneazi pe capdtul x; - 0 al barei . . ; L
si sarcinile exterioare aplicate sint stunie  echivalente, obtinem condipile \ s — My — hR \x-F;.d: \nk X ) Fud
(1.1) \r,.,dm R, \m‘ dey — R, . = 0 i raad S0
. . KoafT ol — T Rt P R ?
1) t LR
; ' : rseit ; > lementul
. ' al sectiunii transversale, ¢~ este €
(1.2) (%) Gar — Xz s der — Ma, unde 'dm este elemer}tul de arle t ] ) | barei. Integralele
Je arie al suprafefei laterale §i d- elementul de volum L. glﬁ o
= ; din relagiile precedente sint extinse re;pegtlv_ pe Sqiél;lunt;a [ransversa s
T junii i considerata.
cuprafata laterald §i volumul portiuntl ¢ bar
. o T " Pénind d~ 3a’ma'x.-, 4y — dsdx,, unde ds este clementul de arc al
(.3 \c-- do — R \.\'ar--dm M xide - M.. . . . - P 3 s 3y sint
-3) AR S S M - conturului sectiunil trans"firsale ¢i avind in vedere ca Fi, auli=13)
. i o independente de xi, rezultd
Pe suprafata laterali avem \ i i(\ /s - &F du} R
Gl € HI\ Guads = FRUL i
(l-*l) Mo MNaa Tl H1 G2 ! Mol L :1 “l 0
(1.5) e MaFoy = Foe \x-a.’sd(-) lz(\xl'f-.-;d-\‘ \.\‘]F_-dm - Rl)
. . . B :y .l‘ i!
Deoarece &y, Firy Guzy Gy 7 SINT Prin ipotezi independente de x; [21, i X
rezultd ¢i a,1, 7. 5.0 Lrebuie s fie independente de x.. - ) ;,‘-’(\q,,.d_v ' \F;dm) - — M,
Presupunem ci planul de izotropie a materialului coincide cu anti- ' '“' 1 o

planul sistemului (v, =0} Neomogenitatea materialulul o presupunem trans-
versald, prin urmare cei cinci coeficienti de elasticitate ¢, ¢i2 €1py Cany €10 DU
depind de xa.

Considerim portiunea din bara cuprinsd intre baza x. — 0 §i o secti-
une transversald arbitrard v, A, /e [0, L] st notdm cu &, valoarea lui &y,
pentru x, — /. Fie O punctul in care axa (v, intersecteaza planul v, — /%
$i Oy, O'x, axele paralele si de acelasi sens cu Ox, Ox, respectiv. Porti-
unea din bard precizatd mai inainte fiind in echitibru, deducem

\' xohde -k ( \ X7 s -+ \x:F cdo — R._,)
a P :

ik

ll h‘-’( &c_..gds L \.F:dm) My,

i L33}

centru orice h€[0, L]
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Avind in vedere forma lui 7., dedusa in [2], avem

[ 3 . §)
.1.8] G = Gupn — k('l].’.ﬁ AuXo L 7.|.l:!1,

unde 7, 7., 2, sint constante reale si
eos
(1.9 k=t D ___fRE .
cn - Ce

i Ir!troducind valoarea lui oy din (1.8) in (1.7), indentificind coefici-
entii diverselor puteri ale lui 4 si ginind seama ce condititle {1.3), obtinem

\. (2% 4 axy 5 2)kdo = — \F; dey — \ Gands,
(1.10) 4 E v
\ \ (X = %oxo 5 w)v,kdw = R, — \.x;F;ul'(-) — \ veds,  (j=1, 2]
i 0 it i
[1.11) \IF;d(-) - \'c,,»ds—(), {j=1, 2}

% i
Analog ca in cazul izotrop, punctul de coordonate

i " ] !
11.12) v _?\ka% (=1,2,

o

unde

Sz &i\’{]m,

se numeste centru de masd (greutate) redus al domeniului (2.
Cantitdgile

{1,13) I \xﬁkdm, I \xf-fledm, I \x-x_»kd:.,,

.
.
€1 i

s(c): nugmsc momeite de inerfie reduse ale domeniului € in raport cu axele
vy, Oxs respectiv si moment centrifug redus al aceluiagi domeniu.
De asemenea, notam

(L) 1\, — x)kdo, I, wlﬂm“ﬂwﬁm%gmy

ale caror semmificagii sint evidente.
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Se verificd usor relatiile
L=ty Sx2, I,=1. =S5, I [,— Sxx],

Deoarece, ca §i in cazul izotrop (3], problema generald poate fi des-

compusd in doua probleme cvasi-independente §i anume, ¢ problemi de

Jeformare pland i o problema antipland purd, putem studia separat aceste

doud probleme.

Tn aceasti lucrare vom studia numai problema antipland purd, adic
problema determinirii tensiunilor G, G, i cind se di rezultanta (R, R, Ry
si momentul rezultant al tensiunilor (M, M., M.) aplicate pe baza x, — 0,
sarcina (0,0, 5,.) pe suprafata laterald, forta masicd (0,0, F} sl on = o

a2 .
§ 2. Determinarea tensiunii normale 6y Pentru problema anti-
plani purd, avem 21
(2.1) e Rl o o)Xy + Bix BaXa 2als

ande 8, B % sint constante reale.

Iy

Cele sase constante care intri in expresia lui o le determindm din
conditiile 1a jimita.
Procedind in mod analog ca in cazul izotrop [3], deducem

1

o= LR LR, w= - (LR,
G Lpd%a 2NN 2 1
; 1 ™ LAY L I vk
...-3} o 5T A [:[!‘?'\'" 111"|)R| 1 (11-: 7 "'\'!) "] -
l . : .
L 2 S (-\ng(r) .\ ﬂugds),
§ &
2 L e M), = s (M 1M,
] i \ LSRN n AN _3"- (1M, LT
2.3
1| s s il T A
o (7, LM = () — Bax)Ml 4>
A S
unde
f s ’ * ’ . g T
i ] R =R, — \(.\'J. — X — \(.\'j — x)5,ds 1, 2),
A b Y

1W=%FWPW=M+Wv* I =1
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Cind axele de coordonate si inci
sin : av
t axe principale centrale reduse, svem
. L .
r=x=0 [ =0

si formulele precedente se simplificd.

: Fensiunea normalid o, fiind astfel determinati, ramine sa ne ocupim
f‘c tens:umlentangenna!? G §1 G Studiul tensiunilor tangentiale il vom
ace separat in cazul cind tensiunea ~. este indepsndentd de x; §i cind
nceasta depinde de x.. N

§ 3. Cazul cind ~, este independenta de .. In cazul acesta avem

13.1) sy % w0
iar cia/(cn - ¢)) poate fi o functie arbitrard din C{().
Rezulid = B
D
(3.2 0 ONE B By e 8
€ i )

si, deoarece ) este o functie armonica, trebuie sa avem
13.3) AL (B -] Baxs -+ Ba) & 0.
| [4 1 CI'.'

Fiindcd am presupus cd : : VR :
s cfi ¢./lcny - ers) este o functie arbitrard din C¥{€2)
deducem ¢ in C¥{{)

(3.4) 3, = By = By =

3

- PI;l‘n urma::g:l, pex}%tru mIodelul considerat, tensiunea normald o, este
uld. Din ecuatiile {1.3) rezultd conditiile nece 2
\ in ¢ , sare pentru ca proble

fie posibild ’ | e
(35! R “, le = JJVI: 0.

Ecuatiile (1.10) dau cenditiile

\Edm=\cwh 0,

(3.6 t :
\x_F:dc-. \ xoads =R,  [f=1,2}

care sint fsat;‘afﬁcute identic in virtutea ecuatiilor de echilibru i a condi-
ilor la limitd (1.1} si (1.5

. Componentele tangentiale ale tensiunii @, §1 o, care sint diferite de
zero, pot fi determinate cu ajutorul functiei complexe

! 154

3.7 Y {o 1G41),

care satisface ecuatia cu derivate areolare

1 | . .
3.8 w Inyep).ee Ve ! F,, s=.d71:
2 2Yen
i conditia fa limitd
(3.9} Re[r'(s) w(z)] LIS S L

£31

unde v este o constantd reala, far £'(s) = dx,/ds fdx.ds.

Ecuatiile (1.1) sint identic satisfacute in baza ecuatlilor de echulibru,
. conditiei (1.5) si a conditiilor (3.6). Ecuayia (1.2) poate fi satisfdcutd
prin alegerea convenabili a constantei v, deci ea serveste pentru determi-
narea lui v cind se cunoayte M.

Presupunind satisfacute conditiile (3.6), tensiunile tangentiale &y i
-, le determindm din ecuatiiile (3.7) — (3.9). Pentru studiul problemei la
limitd (3.8) — (3.9) vom utihiza metoda Iui 1. N. Vekua [4], sub forma
in care am folosit-o in [3]. Vom renunia la unele consideratii si calcule

intermediare §i vom da direct rezultatul final.
Numind problema la limitd (3.8) (3.9) problema A, vom mali con-
sidera problema omogena A

(3.10) 0, (ln‘,fc.l.;)zr_u, Re[/'(s)w{t)] =0, tel

si problema omogend conjugatd A,

3.11) w; = — (In ‘.fcn):z::"’, Re[w'(1)] =0, tel.
Evident, problema A, are solufia netriviala

13.12) w'(z) = iK Ve,

unde K este o constantd reald arbitrard.
Notind cu » indicele problemei A §t cu # indicele problemei A,

avem
13.13) n—m-—1, n =0
Fie I si /" numirul de solu|ii liniar independente ale problemelor .\
s A respectiv. Avind in vedere {3.13), deducem
(3.1} J—m, =1

Prin urmare, orice solugie nebanuli a problemei .\ este de forma
(3.12). Putem enunia astfel rezultatul:
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Conditia necesard gi suficientd de existentd gi unicitate a solutiei pro-
blemei A este

Ve . V'C;;

A (s ¥
(3.15) i \w' (8) == ds Re“(y Ven ' ‘]w‘(z)dw‘ 0.
pentru orice solujie nebanald w(z) a problemei AL
Avind in vedere forma (3.12 a lui w*(2), conditia (3.15) devine

\ ’7":!(15 \ F:;d(') {),

.

T 0

care coincide cu prima ecuagie a sistemului (3.6), satisfacut in baza ecua-
tiillor de echilibru si a conditiilor la limitd.

Astfel, am demonstrat teorema de existentd si unicitate a solutiei pro-
blemei considerate. Aceasti metodid teoreticd de studiu nu permite gisirea
efectivi a solutiei. In unele cazuri concrete solugia efectivd poate fi obii-
nutd pe alte cii.

Teorema lui K. Bredt asupra circulatiei tensiunilor tangentiale se ex-
tinde fira dificultate ia cazul considerat. Intr-adevir, fie ¢ o curbd simpl4,
inchisi si rectificabild, intericard domeniului Q si § domeniul limitat de
aceasti curbd. Circulatia tensiunilor tangentiale in cazul monotrop neomogen
o definim prin formula

] \ 1 T.ds _,.\ ] (r?:;ldxl G'-_::;d_‘.'g).
JEn Jen

Avem

g s ) (e

4
si, tinind cont de ecuatia {3.8), obtinem relatia
(3.16) ¥ — ¢y mis 3,
care reprezinti teorema lui R. Bredt.
Determinarea deplasdrilor. Deplasirile s= determind din sistemul

1

317I Ty == Zas S — 0’ Tuy ~h 1-2” - 2.

101

Rezulti urmitorul sistem de ecuatii
w==10, #z==U; 0, Haa=1

(3 18) .3 2”5, ! Ty
‘\/Cu

unde 1 este deplasarea complexd
w2, Xa) = W M

in mod analog ca in [3], deducem

. 1.
u(z, Xy) — 1y 1 RARALY
i \ 1 lw(!:) (%)

2=, 1/ [ e
)

do,

uw, — | [H(z) - Hlz))

I—3 L—=%
unde in expresia lui « am neglijat o constantd qdjtivé, iar Hz) este o
funcgie olomorfd in L2, care se determind din conditia

: \ 1 ‘w(:) w(z)

o \/Cal 4

§ 4. Cazul cind oy depinde de ;. Dupd cum am aratat in {2], in
qcest caz trebule s avem

l -
do RCEE

{3.20) Hiz) H(z) > Tz

O
1.1) — 1 __ - const.
. G = Ce
Funcyia @ definitd prin (3.7} se determini din urmitoarea problemad
la limitd

5 _
wr = (Invyey.w G (2 +— 22 — 2%)
4 '\/ Cn
1.4} ) .
: - - 3
43 \/ﬂ (22 — @.8) . ‘./c,n ' 5
4 1 Cm} 2 2\}6.“
Gn:l “
+.3) Re ['(s) w(r)] -, 1€l

\,/Cll,

unde x - % o i¥e .

Deoarece ecuatia (4.2) diferd de ecuatia (3.8) doar prin ‘tcrmc_m:ll liber,
deducem cd problema la limitd (4.2) {(4.3) admite solutie unicd 1ntot-
desuna, Condigin necesard i suficientd pentru uaceasta S¢ reduce la prima
ccuatic a sistemului {1.10).
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Teoreni lui R. Bredr se stabileste fara dificultate s1 Iin acest caz.
Pentru determinarea deplasirilor avem sistemul

£ia . 1
[ Eqp = & Zay = U, B MR TS ks

(1.4)
1 Exa " (= 2z -+ 2ag)xy Bz 3z _rﬂr-}, v 21 1.
Sistemul (4.4} fiind de tipul sistemului (4.3) din Jucrarea citatd [3],
se poate integra prin aceeasi metodd.
Observafie. Dacd presupunem ci intre cei cinci coeficienti de elasti-
citate existii relatiile

Ca €y Cui Cry € et Cyn
atunci mediul elastic este izotrop sl punind
e =142, cm=i CuF 24,
regisim rezultatele din (3].
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LA STATIQUE DES BARRES ELASTIQUES MONOTROPES NON HOMOGENES
Résumé

On étudie I’équilibre d’une barre cylindrique monotrope (transversa-
lement isotrope) sous laction d’un systéme de forces qui agissent sur les
bases, des forces appliquées sur la surface latérale et des forces de masse,
pour le cas ou les coefticients délasticité du matériel sont des fonctions
de classe C=

Aprés avoir déterminé la tension normale y, les tensions tangenti-
elles oy et Gy, on étudie séparément pour le cas ou la tension oy est
indépendante de x; et le cas ou elle est une fonction de xu.

En utilisant la méthode des fonctions analytiques généralisées de
I. N. Vekua, on démontre lexistence et IPunicité de la solution du pro-
bleme aux limites considéré.

=
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ON THE RECIPROCITY THEOREM IN THE LINEAR
ELASTODYNAMICS

BY
D. IESAN

The reciprocity theorem in the dynamic theory of linear elasticity
was established [1] by Graffi using the Laplace transform.

- In 1967 we gave [2] a method to obtain the reciprocity theorems
without using the Laplace transform. The advantage of this method lies
in the fact that it avoids extrancous analytical restrictions upon the states
jnvolved.

The results seems 10 be of sufficient interest to be reproduced sepa-
rately with particular reference to classical theory of elasticity since it

may be overlooked in a paper which is primarily concerned with other
theory.

Let V be a regular (in the sense of Kellog) region of space occu-
pied by a elastic material whose boundary is X. Moreover V is the inte-
rior of ¥ and n, are components of the unit outward normal to ¥
Throughout this paper a rectangular coordinate system Ox(k=1,2,3) is
employed.

The basic equations of the linear theory of homogeneous and aniso-
tropic elastic solid are:

equations of motion

(h b B o il
constitutive equations

(2) I Cut eans
geometrical equations

(3) 2 1 - 18



