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O CFEOREMA DE BAZA ASUPRA FLUXURILOR DE COST MINIM
Rezumat

) Se di o nouid demonstratie pentru ieorema ce stabileste lezdtura
dintre problema fluxului de cost minim §i problema drumului minim.

HECKOTLRO 3AMEUAHNT OB AJMTOPHTWANX OTCEHEHIS
(PELIEEL LEEOWICTEINHOM SALAU JIHHENMHOTO
HPOTPAMMUPOBAHIA)

B. H. XONJIOK

B paGore olncal aaropury  fepeGopa BCPIIHIL MHOTOrpaniinka, sa-
JAHNOro HPH DOMOHI JMHE[HBIN  OFpallHuetnii, KPaTRO H3JI0MKCH cnoco
HaxON ICHHs OBIEry PCHICHIH B 1CJBIX YHCIAX CHCTCMB JMIHElHBIX anre-
OpanueckKHy  ypapheHuii ¢ UEILMH KO3 (MULIHENTANT, @ B 3anJOUelie
NPHBEACHL PE3VALTATL  BRIYHCIITCIBLIOIO  SKCHCPIMCHT L A5l FOO0 sa1ay,
ILMOCTPHP YOG paGoTy  AJTOpIHIMOE  O1CeUCHIst HPI PCHICHHIL I e
CKOTBREN KAACCOB NCIOMHCACIHMN 33,180 (HUiciinors  BROrpaMMIpoBatns.

n. 1. Aacopury orcetenist g pepesopu Geprind MHOOZPUHHURU.
B 3ToM aropuTMe  0ponssoAnTes  nepefop  BEpUBH MUOIOTPAHIHKE, HC
{10BICTBOPAIOULHN 3A1aHIBINM  YCAOBIsIM, TIPHUEM [TPOICCC HAMNHACTCH OT
ONTHMAJALHOTO  PEIicHHs  3ajaul  JMIEHHOrO NPOrpanMMHpoBaliis. Ecan
30 14HHLIMH YCOOBHSAMH SIBASIOTCH YCJAOBHSL ULJIOUHCAEHHOCTH, TO paccaa-

T])HBHEMbIﬁ AJITOPHTM  MOKET OLITH  HCIIOABL3OBAN (1151 aHAIH3a CNeNHA b=

MO KAacea HET0YHCICHILX 3a1a4. B ocuoBy aropnTva iepebopa fo.o-
JKeHLl  JEKCHKOFPAQMUCCKHIT ABORCTBOIHIIT  CINGTIOKC METOL W HAes
DTCeUeHH .

Kiace 3a4au, A8 KOTOPMY MHOPOrpaniioe MHOKECTBO \CIOBHIl AB-
JASeTCs HCTOMHCTRIHBIM (T.€. BCC BEPINiLbl 3TOFO MHOTOTPAHHOTG MHOKCCTBA
— jeJouHCIeNHBE BeKTOpB), npeicrasisieT ¢ofoll  pechya VBKHEL KJaace
347144 MATEMATHUECKOro NPOrPaMMUpOBains.

PacceaoTpuy oaun CHEMMATBLHBIT  KJACC 1ETOUHCTCHNLIN 3a1a4. [To
NACTHUHO  HEJOUHCACHHLN  MIGIOrpatibiy - MIOMKECTBOM  OY ACM  TIOTHHN AT
TAKOE MHOFOFPANHOE MHOMKCCTRO, A5 KOTOPOra BCe TOUKN, YIAOBACIBODI-
OlLIe  OTPAHHUEHHAN  ILEAOUHCTIEHNOCTI,  SILTHIOTCS  TOJTBKO BRI
PACCNATPIIBARMOIO MHOKCCTBA,
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[TpurepanMi YACTHYHO 11CJOUHCACHHBIX MHOTOTPAHHDLIX MIOKECTE MOTV
CJTV XHTDb!
a) MHOTOrPaHHOR MUOMKECTBO, 3aJaBacMOC Y CIOBHINMH
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$) MHOTOrpaiHO * \MIOKECTBO, 3a/1dB2EMOC \ CNOBHAMIL
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Za”m; <h (E=1,.,m,
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2.’0;= 1 (S =1 ,...,S)

157,
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(J.OJ.=® upn s=t YJe={1,..,n})
Lo}

& HeoTpHiateanhsie neae (j=1,..,n).

AnropuTat orceucHusa 1ast 1epebopa BEPINNL  MIOTOFPAHHAKA BKId-
AbiBaeTes B OCHIYI0  BBINHCAMTEIBIVIO CXCMY, PC3YIBTATH pacueros o
KOTOPOIl NpHECACHB HIKE, 1 Xapanreph3yeics BBEICHHEN 0N0JHHTCAb-
HOTO OFPANNYEHHS, OTCEKAIONICTO JaHIINIO BEPIIHIY.

PaccMoTpHM  HEJOUHCICHHYIO  3a1a4y, COCTOAULVIO B MAKCHMIZALNH

ro (pH verosin X = A0T0, rac nepemexusie vy (f =1, 0 --on) nphan-
AT HEOTPHILITCALHNC 10 he 3HauenHs
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Aaeopurat. lyerb BexOAHAs MaTpHua A0 aBanercs ABoOICTBEHUU J0-
NYCTHMOil B AKCHKOTPADUUECKOM CMLICTe H ONPEJIeraeT HCNyCToE Orpa-
JYEHHOE HACTHUHO WENOYHCAeINoe MIOrOrpaHHOe MHOMKECTBO.

1) Tipusenns k Matpune A? JGeKeHKOrpadiuecKHil  ABOHCTBCHILIL
CHMILICKC-MeTO, PeilnM OOLUHYI0 3a1auy JIHHCITHOTC 1POTPAMMHPOBAHHA.
Byacs cunTaTh, uTO €e OMTHMARBLHOC DCHICHHEe A me vIORjeTBOPAET
OPFapHueI AN UeNOYHCIEHHOCTH.

2} [MocTpocHHEe AORORHHTCALIOIO OUPATIUCIHS. Qupeacany BeAHYIH

0, = min (ahlak) (7=1,s ny. Ecau 0, =0 aast j==T,.,n, 10 airo-
k .
a”>0_ €0
PHIN 3aKaluuBaer padory. [Tpejanonokuy, uTo 3T0 HE TaK. Torpa cTpoun
n
AONOTHHTEABHOC  OFPAHIUCHIC BHAA § =24y l—Z?.f(- i}), IRe he= — I,
=1

- ! (-}s 0120;
R

[_‘lleh GJ_T'LO-
3) Bubop uentpaspHoro croadua. B KavecTBe USHTPAALIOrO BhIGEpEeM
ctoaben Af, pas xotoporo

(I )A4% = max (1{n) A%

?.j(ﬂ. i+=0

(CpasHetine BEKTOP-CTOABGIOR IIPOH3BOANTCS B JEECHROTPA(QHUYECKOM CMBLICC)
4} Tlpeo6pasoBaiiiie CHMIJICKCHOH Tabuilb.
Bunoaias npeofpasopaine MaTprun AF ¢ LCHTPATLHLIM 3IEMEHTOM

n < 0: AbH = — (1]1,)4E,

AERV = () AE =0, ),

llepeitien k 2}, 3amenun A* na A+

Jusewanue. Jlannas 1(poCTAs BLYHCJANTEABLAS CXEMA, K COKAIENHIO
¢ Beerza NPMBOAMT K Nepeopy BCeX BEpPIHH  HCXOAHOTO MHOrOrpaithoro
\HOJKECTES. BBOJAMOE AOMOMIHTENBIOE OrPallHYeIHE BNECTe B JAHNON Bep-
HIHHOML MOJKET OTCeUb ellé HEeKOTopble BePUIHHLL, KOTOPLIE OCTauyTes BHC
pacenorpenus. COOTBETCTBVIOUN NPUMED JIETKO HOCTPOHTL B €13 Uae, KOrad
ickoTopnie 8y = 0.

Hafitn sakcHMyM

ap = — 2 — 22,

[ orpaHine CIHHAxX .

ry b e =l o, ay =0, =l 1 = L
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0. 9 Pewenie cUCTEMM  UHENRBLY (1120 DQUHCCKIN  [JPUEHEHI 6
ooty qucaax. PaceMOTpuM  VPABHEHNE dyty - iy = h. rie ay,. .
b 3dailHbie  (1eble  UHCTL. C 3T VPABUHEGHHEM CBSIHKCN  CHCTCMY
vpaBHelHil BuiA '

U] = 1y seeey fly == Huy

pelenie  Koropoil e npefCTaBancT TPV A, Buiuuras 0lHO \ paBUCHHE,
VAHOZKCIIIOE 11 1HeA0e ¢, 13 IPYFOra  Vpaslienis, paccualpiBaciyio cHe:
TeMV VpARGetl MO0 Tpeodpas. BATh B IKBHBATCHTIY I et cHeTeN

d =11 1 "{" o '?_ qln Yy

O =gy A g2 Y

OG=gpin+--- A un I

Ilp.u BLIMILTAHHN,  HANPHUMEP, /=IO YpABHENns H3 i-ro  vpasuenna (0 <
< la;) 52 @]} BeARUHIA g == ; ONPeeIseTest COOTHOMENHEN a4 = ity -+ ry.
O - r. = ) 3acch csoGoIHRE uiCH d sBASICTER Q0L HAHOOTBITHN  le-
THTCSON YHCET ) vy fy (OH IS LA ¥ ADGCTRA JIOMCULER B (€PBOI CTHOKE),

Ecan cpedoinnil wien b uwe neanres na o, To BCNOHOC ) PaBHCHHEe
He paspennnio B osesux uneaax. Tvets b oeantes na d w b =dbh. Torna
KAK HCTPL U0 370 UPOBCPNT, YHEIA bygu ... biqaa, DOICTABICTHILC B.\ICCT(;
HCHBBOCTHHIY Py L, v, B HCXOLHOC VPaBHCHHE, OVINT VIOBACTROPHTL eMy.
B ugacTioenr, e Ro3dGUIHEHTHE (4 ..., dy B3AHMIO APOCTIL. TO HexoAI0e
VDABHENNC BCCT.LA PA3PCNivG B HCABIN UNHCIAN.

O/ee POINee HEXOIHOr0 YPAaBHUHNI HyeeT B

voe= by F qels o gai (=1, n)),
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FAC NepeMenibe fa. .., fy IPHITHNAIOT HPOHABOABLILIC  Hee SIANCHI (upo-
sepsiercd HEILOC e ACTBC IO HOACTaHOBRON).

Marpuua @ = gl sisasneres HEAOUHCICHHOE MaYPHIell ¢ Onpedsii-
reae, PaBibin eiie. Ona speactapaser coboil npuH3BeACHIL IPOCTHIX
MaTpPHil, B ROTOPLIX 104 FAABIHOIN AWATOHANH  PACIIOAOMCHN ¢ IHHIID, O
51CMEHT BHE TAABHOIL 1HATOHAJIH DABCH (—q), # OCTAABILIL-HYVIIO.

Onupascs Ha obuee  peieline  0AROTO VPABHEHHS, MOKHO depes ko-
eHHOe Wile 0 Iaron HoE NoCTROTE ofuice peiene CHCTeMb M vpABleH i
C R HEHABCCTIBIMH

"
Eau,pj:b,- (F== 1,0

j=1

B KOTOPOIl BCC KOIMPHIHCHTH a1 1 I, — eABe, M VCTAHOBITS, UTO 218

CHCTEMA HecuBMeCTid.

M, 3. Pesyabrarol ot T e RO arcnepusenta, (CCABIO BLISIC-
lenst BHUHCIHTE b0 3(PeKTHBHOCTH AJATOPHTAMBL OTCCULHILH OblaTH 3aN1-
cantl e AJb®A-sapnante A3LIKA AJITO1-60. Upu noxonur padouunx
NPOrPadil, TORYYEHHNN 110 AJlb®A-nporpadyan A8 ITHX AJFOPHTMODR
na vausmay M-220 1 BICM-6 peiiaaueh pasaitinic SeAONNCAeHEBIe 33 1Al
JMHEHOIY PO paMIpoBans,  Pesyapraihl pacietol HpHBElCHb B oTAE-
JABHOH Tad. e

B TaG e, B KOTGPVIO saneceilbl slapaverphl padnoAe il 3a CUeTOM,
HCTIOAB3VIOTCsl OOUBIAUCHHA!

N HuMEp 3ajaun. 1Be LepBhiC fppel KOTOpOro  0HO3HAYAIOT  HO-
MEp CepHi, d OCTaAbibC WppPbL BLPa AT HOP s AKOBLIT HOMED 3aAdtH 0
TON CEePUH;

m gueao opraiiaentiii  (paselcTs noSlepaBencys. HCRJOUas  orpa-
nuuenust Bnaa ; - 0);

n UHCA0 NEPCMCHILIN

(1= noaep anaropuTMa. BeAhulina A npuunvaer suavenns 1. 2, 3.4,
KOTOPBIM COOTBETCTBYION !

1 — aaroputa 1 Tovopn,

2 aaroput™ 11 Tomopu.

3 — MoaddHKauust a’IrepiTya I losops. HCIOAB3YIOLiAH OTCEUCHHE
MaprTuia,

4 = npaaei adiopHIN:

I qyea0 HTepaunil s pemenis salauh AMICTTHOTO TIpOFpaMa-
ponaing ACKCHKOI PaHeCKHM ABOIICTBCIIIBIN CHMIICKC-METORONM ;

Is ype o HTepaliil ks petchns HCMOUHCACHILON 38:aUH AHHERTOro
HPaE PAMsMHPOBAH I AATOPHTMOM A

Iy WHCAO  3a44au  AHneHHOro 1spurpaspoBaitin, pelleHHLIN &dro-

prrraon
Crpowu Taaniibl 331y MEPOoBlhl 1, 2,..., 100, Cumeoa I, — odosna-
Waet. UTO ONTHMAgbBHOL peulenie LedosHcactiiofl 3adaun Arnciinore 1po-
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115 3 3 1 3 — fe
116 3 K] 1 4 il G
116 4 3 1 1 vl 1
£17 2 ¢ 1 3 4 2
117 o 2 1 3 4 P
118 oL bl 1 5 27 9
118 oL 9 1 a 17 6
119 3 [t} 1 3 & 3
119 3 4 1 ¢ 9 3
1110 e 3 i 4 5 D
1110 & 8 1 4 5 2
131 7 6 2 = 6 —
102 7 8 2 = 6 -
103 7 9 9 _ 10 o
104 7 9 2 s 8 -
105 7 9 L — 3 —
106 7 o e — 4 _
107 7 8 2 _ It -
108 7 9 2 - s -
109 7 9 2 _ ] .
1010 7 9 5 - 2 =
1011 23 13 2 - 12 .
1012 31 15 2 - 501 =
1013 34 16 ] o 501 .
1014 34 16 2 - 28 .
1015 34 15 9 _ 74 o
111 3 i 14 . 5 .
1211 L7 10 2 o 27 -
132 1 1o 2 _ 5 _
133 1 10 5 _ 7 =
1 3 3 3 1 7 -
112 3 9 3 3 7 5
113 2 5 3 4 6 "
116 3 3 3 1 10 3
0 = 2 3 3 6 2
118 2 9 3 3 40 7
119 3 6 3 I it 9
1110 2 3 3 1 G 3
121 8 3 3 4 i e

7T HIECKOJILKO SAME‘-IAIjHH Ob AJ]FQP] ITMAX OTCEYERHMSY
B w ‘ i A 1y Ie Iy
50 122 17 | b s | fl: 1
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39 131 1 | 1 3 : E :
60 132 1 10 3 3 ¥
61 133 ! 10 3 4 5 "
62 134 1 | 12 3 3 3 !
63 136 1 5 3 2 3 :
64 157 1 10 3 4 17 i
65 148 1 | 5 : 2 8 3
86 1410 1 23 3 3 4 i
7 141 5 | 1 3 - . -
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74 148 ;. ) : 5
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79 1019 21 15 3 7 73 5
80 1020 26 | 25 3 18 31 5
81 151 8 4 3 : : })
82 152 14 9 3 u; : :
83 153 22 | 16 ; L 2
3"}, }22 ;1 12 3 27 30 2
86 156 32 | 25 3 24 16 3
87 157 52 | 23 3 33 80 3
88 158 92 81 3 84 155 1
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91 122 7 4 4 = 7
92 10243 7 | 9 4 . 4 -
93 1024 7 | 9 4 = 9 =
94 1025 7 9 1 - 4 —
5 1026 4 3 j — 1': —
96 1027 ra b —_
w7 11l 3 | R 1) e -E 3
u8 1111 3 2 v 3 .
99 11 3 2 m 9 G 4
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rpaviaposanist e naiiaeno 3a Lonrepaunii, a cunpoan L. — .uis acee
prrvon b on 3 00031a4aI0T, 410 HCXOARAN 3d3aMd JHHECHHOLO  BPOrpi
wipoBankst  Hecosveetna.  [lapamerput Iy u Iy s amropmivon 20 d
oteyTersyion. Tlod niepauited 31eCh HOHHMACTCH  0Ald fpeofpasosanie
CIAMIACKCHOT TADIHILL ¢ HEHTPAILHHIN FICMCUTOM.

Te 1 IOURCACHTRC 381400, ] ROTOPLIX Pe3y ILTATH Pacueron -
Beaenn B 1';16.'1[3110 JlTapavierpur nademolielnist 34 CHeTON, MO0 pasdonT
fla necTb cepiil:

cepust 10

copus 11

pasapiine LETOMHCTCIHE 3a,1a8i ]
HOJSHOCTHHY ILCTOUHCALELC 341U DOHILCYO B

copist 12— OMHCICIHBIC 32,120 ¢ OV ICBRMI HCPCUCITHLIA ;

cepus 13 LEIOUHCICHILIC 32, 1AUN ¢ O/ IAM Opraniueiiient:

cepry 14— HCJOUHCICHIBIC 3ALEH ¢ OJIHAM OpratiieHIlea | Ove-
BLIVH TT@PEMCHHBINE ¢

cepust 19— HCAOUBCACIIBIE 3814, IRBUBAICHTHLIC KOIKPCTILIM 34~

qavan o Opoasiuen Toproiie (Ueqouicaciias (popmyaupoBra Takxkepa).

B sagavax 1. 3., 19 8 KauecTse NPOUSBOIULCH BLGHpATCH NepBas
CBEPXY CTPOKA ¢ APOGHLIM  3.0CMCITON B HYJICBOM cTogadie, i Bo3ajanax
2,4,...20 CTPORA € 1CMEHTOM B HYJACBOM  CTOA0IE,  HMCIOHLM - Ha-
OB VIO ApoOIYIo uacth

3aiany, 4150 KOTOPHIX UPHBCACIS] [FU3Y I RTATH PACuLTon, OLIAN B3 TL
B3 MHOMNN HCTOUIHKOBR, BCPEUHCIHTE KOTOPLC, K COMKA I, 310ChH HET
BOIMOAKIOCTH,

JHTEPATYRA

IooAnnss ¢ M, Xoxawok BoIL Aacopumar | [ovopu 1 sodudurani Muapmura dan
SM020 UAZOPUILAG (08¢ RPONEAYPS T WCICHHOZ0 PENICHI S HUHELHOL ROAHOLINK;
neaouucaennort 3edaw). OnTHMANbHOE IL13NIPpoBATLITe Bumvew 13, Hopocudnpel,
1964

2. Kop6yT A A, nukeaswrein 10 1O.

Jluckpentroe npoepaMsIpoganne. MOocKsd,
1969.

UNELE OBSERVATII ASUPRA ALGORITMILOR DE SECTIONARE
(REZOLVAREA PROBLEMEI PROGRAMARII LINIARE IN NUMERE INTREGI)

Rezumat

Se descrie un algoritm de inliturare a virfurilor poliedrului dat prin
restrictii liniare; este expusd pe scurt o metodd de gdsire a solutiei in
numere intregi pentru sisteme de ecuagii liniare ulgebrice coeficienfi intregi.
in incheiere se dau rezultatele a 100 de probleme, test care ilustreazd felul
cum actioneazi algoritmul de sectionare pentru rezolvarea unor clase de pro-
bleme de programare liniard in numere intregi.

SUR L’ENSEMBLE DES POINTS EFFICIENTS D'UN PROBLEME
DE LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

PAR

I. MARUSCIAC et M. RADULESCU

1. Introduction. Dans notre travail antérieur [6] nous avons érudié
un probléme général de programmation linéaire dans lequel on optimise
simultanément plusieurs fonctions économiques. Cette maniére de poser le
probléme ayant des applications importantes dans ’économie, a été formulée
pour la premiére fois par A. Charnes et W. Cooper [2]. Le probleme con-
siste dans la détermination des points, appelés ,,points efficients* du
domaine des solutions, des restrictions qui minimisent (maximisent), en un
certain sens, simultanément, plusieurs fonctions économiques.

Dans ce travail nous étudions le cas du probléme ou les fonctions
économiques sont convexes et les restrictions sont linéaires. Apres
quelques considérations théoriques, on donne des critéres d’efficience
pour les programmes économiques étudiés. Puis, & Paide des ces critéres,
on met en évidence certaines courbes et surfaces ef ficientes, c’est-d-dire
des arcs de courbes et des surfaces de points efficients. La deuxieme
partie du travail contient un algorithme toujours convergent qui permet
de trouver un point efficient pour chaque probléme général de la
programmation mathématique considérée. Pour faciliter la compréhension
des méthodes, quelques exemples numériques seront présentés.

2 L’ensemble des points d’efficience. Considérons le vecteur-
fonction

R v=f{x)



