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SUR IADMISSIBILITE PAR RAPPORT
A UN OPERATEUR INTEGRAIL LINEAIRE

C. AVRAMESCU

Plusicurs problimes de la théorie qualitative des équations intézrales
se réduisent a la démonsiration de Pexistence des solutions d’une équation
intégrale, dans un cerc in esp cc fon:tionel D. Pour ces types de prot le-
mes, la méthode déveloopée par C Cosduneanu ([1], [2], [3]), s"avére
trés utile. Certe méthode constitu: Ja transposition pour le cas des équa-
tions iatégrales de la méthode de Massera-Schiaffer [4], élaborée pour
Pérude qualitative des équations différentielles ordinaires,

Dans la méiholc de Massera-Schiit fer-Corduneanu, le probleme cen-
tral est celui de [Padmissibiliré d’une paire d’cspaces par rapport & un
opérateur linéaire K; on dit que la paire d’espaces (B, D) est admissible
par rapport 3 Popérateur K, st on a Pinclusion KBC D.

Dans cette note, nous allons donner quelques condirions nécessaires
et suffisantes d’admissibilité pour certaines paires d’espaces de fonciions
continues sur R [0, ») par rapport & un opérateur intégral lincaire du
type de Fredholm.

1. Nous allons indiquer maintenant les notations utilisées dans ce
travail,

Soient gi7) et G(z) deux fonctions continues sur R., & valeurs dans
R, strictement positives. On note par C, Pespace dc Banach des applica-
tions continues de R, a R, telles que, pour tout x ¢ C, il existe un nombre
positif @, qui dépend de x, de fagon quw’on aw x(r)| <a-gr) pour tout
r€R_. La norme de ¢, sera définic par P’égalité
sup x() i
i, g{I)

X
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La notation C,. aura une signification analogue. En particulier, pour g8
=1 Pespace €, devient Pespace € des fonctions réelles, continues et
bornées sur R.. i .

Par C! on note le sous-espace de €, form¢ par les fonctions xi),

telles que la lim (x(1)/g(7)) existe.
i+ o .
Par C® on note le sous-espace de C!, formé par les fonctions x{z},

telles gue lll"m {x(r)/g(r)) = 0.

Par C,, on note le sous-espace de C formé par les fonctions pério-
diques de période .

Par C, on note Pespace des fonctions réelles, continues sur K,
muni de la topologie de la convergence uaiforme sur tout compact de
R, ; comme on sait, C. est un espace de Fréchet.

Sott  K(z, s) une fonction définie et continue dans R, < R a valeurs
dans R; nous allons considérer PPopérateur intégral

Kx \K(r, §) vis)ds.

o
Le symbole \.\'(r]dt sera considéré dans ce travail au sens de Riemann-
.0

o 1
.

Cauchy, c-a-d. \ x(r)dr = lim \x(r]dr.
Ao
1 1]

(Ce fait nous permet de considérer des fonctions qui ne sont pas intégra-
bles au sens de Lebesgue).

2. Nous allons démontrer maintenant un premier résultat.

Théorém: 1. Soient B un sous-espace (fermé) de €, et D un sous-
espace (fermé) de C,.

Si la paire (B, D} est admussible par rapport a Popératenr K, alors cet
opérarenr est continu de B a D.

Démonstration. Soit 1 ¢ R fixé; considérons la famille d'applicarions

o

(1) K.x — (1]Gi). \'K(r, ) x(s)ds.

[0

L’ézalité (1) représente, pour tout »€ N, une application linéaire de B a
R. Si PPon pose,
alt,n) — (1/G(n)- sup | K{z, 5) -g{shi,
=z 0w

alors on a Pinégalité
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(2) K,x| < aft,n)-|x 2>

inégalité qui montre que application K,:B — R est continue. Mais pour
tout x £ on a

hin K x — K.

Heb ®

ce qui montre que [application » — Kx est, pour tout r fixé, une appli-
cation continue de B a R, érant la limite poncruelle d’une suite d’applica-
tions linéaires ¢t continues.

Considérons maintenant la famille d’opérateurs

o

Kx—={(1/G(1))- \ Kz, 5)- x(s)ds,

3

qui, pour tout ¢ ¢ R, représente une application linéaire et continue de B
a4 K il existe donc une fonction positive «a(r], définie sur R, telle que

(3 (HG() - \ Kz, s) x(s)ds | alt). x|, AN

o e g

Mais DPinclusion KBC D{c €,), implique VYexistence, pour 1out x ¢ 13,
d’'un nombre positif 5(x), tet que,

(4) \'K(z,s)x(s)ds Cb(x)-Glt),  wreR..

Les inégalités (3) et (4) assurcnt, grice au théoréme de Banach-Steinhaus,
Pexistence d’un nombre positif 4, tel que,

(1/G()- gK(I, Gxslds| < A Il WrER.,
d’oll on rire que,
(5) Kx A-x|,,

ce qui montre la continuité de Popérateur K de B a D.
3. Nous allons démontrer maintenant quelques théorémes concernant,
I’admissibilité de certaines paires d’espaces par rapport i Popérateur K,
Thémféme 2. La paire (CY C,) est admissible par rapport i K, si ¢t
sewlement s'il existe un nombre positif M, rel gue,
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6 \ Kit, s |- gs)ds < M-G{r), vie R, .
"I
Démonstration. Montrons d’abord la suffisance de la condition (G).
Soit donc x=C"; il existe alors un nombre positif a, tel qu’on ait |x(r) -.
a-glt), vi € R,. L’inégalité¢ (6} nous assure que la fonction (Kx) (1) est
définie sur R, et quon a linégulité,

Kx)() - ad-GD),  vrER,.

Il reste donc a montrer la continuité de ia fonction (K (7). Soient 7, 1, €
& [0, b); on peut écrire,
.

Kx)(r)— Kixyle}] - \ K(t,s) — Klry, ) (x{s) |ds

\. Klt, s) x{s)ds - \ K(ty, 5) |x(s) ds -
. .

.,
a-lx \ Kit,s) — Kit,y s) gls)ds - 2M sup (x(1) /g(r)).
! ter

On peut choisir 1" assez grand afin que sup ((x{r) ‘gle}) - (s/4.M), car
=T

x(r)[g(t) —» 0. Comme la fonciion KI(r,s) g(s) est uniformément conuinue
sur [0, 1] < {0, 6], il existe un nombre &, tel que, pour 1 17, <4, on
ait K1, 5) — K{tw, ) 1808} = =/2Tu- ¥ Done la foact on (Kx)(r) est continue
4u point f,.

Montrons maintenant la nécessité de Ja condirion (6). 1} taut montrer
d’abord que r’intérrale qut y intervient, existe pour tout /S R,.

Sup osons que Jans un point 7, ceiie intégrale n’existait pas. Alors
ou peut trouver un nombre posinf 7, tel qu'on ait

.
(7) \ | Kt )] lo)ds — 7Gla) 1,
'n
(7 étant un nombSre positif, qui sera précisé dans ce qui suit).

Soit ofs) =sgn Kz, s) (=10, T]); d’aprés le théoréme bien connu
de Luswn, concernant lu structure des foncrions mesurables, on peut trouver
une fonetion continue sur |0, T], o(s), avec (s) - 1, qui différe de -
sur un ensemble /& de mesure aussi petite gue l'on veut. [Je plus, on peut
choisir 4(s) de facon qu’on ait (7} 0

5 ¥ir IR AR ] . =
Posons
(9) 1) { e, 01T
0 T &5rsin.
On a évidemment, f & CY et |f, = 1; de plus, en prenant !a mesure de I

suffisamment petite, de 'inégalité (7] on obtient,
(10} \K-f.., ) fish ds| = 2G(n).

s - L .
D autre part, la conclusion du théoréme 1 assure existence d’un nombre
positf 7, tel que,

(G0 \.K(fa ) fisyds <n1f, Gl viER, v=C

Mas les inégalités (10) et (11) sont contradictoires, et donc Vaffirmation
faite est fausse.

Supposons _maintenant que P’inégalité (6} n’érait pas vraie; alors pour
tout entier positif », on peut trouver 7, = R, tel que,

o

(12) \ Kir,, 5) gls)ds > (m - 1) Gir, ).

On peut trouver alors un nombre positif T, assez grand pour gqu’on ait
"

(13 \ K1, 8} g(s)ds = {m - 1) G{r,,).
0

Pour tout m, on peut trouver, de la méme maniére que plus haur,
une fonction continue f, & C7, avec , = 1, et telle que

nt

(14) \ KitsS) - fuls)ds > m-Glr,).
o

) Mais si }’on_ ‘prend dans ({4) pouc m une valeur plus grande que
7, alors les inégalités ((1) et ((4) sont contradictoires.

Remarque 1, La continuité de Pintégrale
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(15) \ K1, 5)g(s) ds,

n'est pas nécessaire pour admissibilité de la paire (CY, G
Remarque 2. L’admissibilité de la paire (C°,C,) par rapport a Popéra-
teur K, implique 'admissibilité de la méme paire par rapport 4 Popérateur,

K'x \ Kir,5) x{s)ds.
0

4. Le résultat contenu dans le théoréme 2, nous permet de dé-
montrer le

Théoréme 3. La paire (C!,C,) est admissible par rapport a Popéra-
teur K, si et seulement si

1) Pinégalité (6) est sarisfaite ;

2y la fonction (15) est continue sur R

La nécessité des conditions du théoreme 3 est immédiate.

Pour démontrer leur suffisance il suffira de montrer que, pour tout
x € C!, la fonction

o

(17) {Kx)z) \K(r,s‘-.\':'s'-ds,
0

est continue sur K . Mais on peut écrire,

\‘K(r, S\ x{s)ds = \.K(t,s) y(s)ds 4 ;\' K1, 5)gls)ds,
oft 7 -=lim (x(2)/g(t))y, v() = (x(0)fg(r)) — I. Comme y < CY, et comme la

fonetion (15) est continue, il résulte que la fonction (17} est continue.

5. Considérons maintenant le probléme de 'admissibilité de la paire
(., C,;) par rapport 3 K. A ce but, nous allons utiliser ’hypothése suivante :

Hypothése H. Pour tour 1, & R, er tour = >0, il existe deux nombres
positifs A et 8, tels quon aii,

-]

18] \ Kty 1, 8) gls)ds = <,
M

[)H(’H' tonr £y aqiec £ 0,

AR DADMISSIBILITE PAR RAPFOHRT A UM OPCRATEUR INTEGRAL LIMNEAIKE i

Remargquons que I’hypothése H sera rempiie en particulier, si Pinté-

oo

grale § K(t,s) gls)ds converge uniformément sur tout compact de R, : la
a

convergence uniforme de cette intégrale est équivalente a la continuité sur
e

R, de la fonction { K(1,s5)|gls)ds.

0
Théoréme 4. Supposons que Phypothese H soit remplie.
Alors la paire (C,,C,) est admissible par rapport a Popératenr K, si
et seulement si Pinégalité (6) a leu.

Pour la démonsuation de ce théoréme, il suffira de montrer que
pour tout x & G,, la fonction (17) est continue sur K, .
Soit donc 1, € R, arbitraire; on a alors,

3

L A

\iK(fl. 19— Kt )} 2(5)ds < ¥, 8-\ Kty + 1,5)—K{tays) .

. ; 0
(1Y) .

s o[\ Kt 1,9 lgtoits + {1 Kt ) stadt,

ou A est le nombre qui figure dans (18}. On peut choisir alors un nom-
bre 3, tel que les intégrales qui interviennent dans le second membre de
Pinégalité (19) soient aussi petites que I'on veut, pour | < 3.

6. 11 est naturel de savoir si Phypothése H est nécessaire pour Dad-
missibilité de la paire (C,,C.) par rapport a Popérateur K; une compa-
raison avec un résultat déjd connu (cf. [5], ch. IV,§ (3, no. 85} donne
Pimpression qu’elle est nécessaire. Mais nous n’avons pas trouvée une dé-
monstration acceptable que dans un cas particulier {(dans le méme ordre
d’idées, D. Petrovanu[6] a démontrée la nécessité d’une condition d’ad-
missibilité, dans un cas particulier; plus tard, on a trouvé une démonstra-~
tion pour le cas général, par exemple, dans [7)).

Lemme 1. Supposons que pour tour 1, &R, , il existe deux nombres
positifs & et A, rels que, pour rout s [A,+ ), et tour v, avec 7| < 8,
la fonction sgn K(1, -+ ,5) soit une fonction seulement de s.

Alors Phypothése H est nécessaire pour Padmissibilité de la paire (C,, C,)
par rappoir a Popérareur K.

_ En effet, supposons que KC,C C,, sans que I’hypothése H soit satis-
faite. Alors 1l existe 1, S R, er = U, tels que,

(20) \ 1K, 9 1elo)ds > =,
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oll ir.! est une suite qui converge Vers fo, ¢t A est un nombre positif, choisi
assez grand pour que la fonction o(s) - sgn K(t,, 5) soit unc fonction qui
dépend seulement de s, ¢t qu’on ait,

<4
21) \ Ko, 5) | gls)ds

A

"
3

Linézalité (20) s’écrit alors

En vertu du théoréme de Lusin, on peut trouver alors unc fonction con-
tnue sur [A, @), fls), telle que | f(s} <L, et
X0
(22) \Kte, 919 8t51ds =
||'
De plus, on peut choisir la fonetion f telle que () — 05 sion pose alors,
S{s} g(s} s -4
his) _
0 s A
on ahesC, et
(23) \-:K(r,,, §) — Ky, ) his)ds — 22
i
et dong, la fonction (K#)(z) n’est pas continue dans #,. La contradiction
ainsi obtenue démontre le lemme. ‘
7. Nous allons considérer maintenant le cas ot D = C..
Théoréme 5. Admettons que Phypothése H est satisfarte.
Alors, la paire (C,, C.) est admissible par rappor a Popérareur K, s
et senlement si,

(24) \ Kiz, s) gls)ds < M, vieR.,
(25) Kit oy s)— K(t, ), Vi, sER..

Démonstration. La suffisance des conditions (24), (25) est évidente; en
effer, Pinégalité (24) assure Pexistence de lintégrate

'] SUR L ADAISSIBILN ARHATTORT A U GERANTLUR INTEREGRAL LINEAIRE 1t

(26) ir) \K{f, 5) x(s)ds,

i
pour tout x = C,. L’hypothese H ussure la continuité de ia fonction ylr),
et la condition (25) donne Pégalité,

Y4 w) = (o),

La conditton (24 est nécessaire pour Padmissibilité de la paire (C,, C},
et donc, a plus forte raison, el'e est nécessaire pour Padmissibilité de la
paire (C,, C.).

Il reste @ montrer la nécessité de la conditon (25).

Soient 1y, v = R, fixés. De linclusion KC, C C,,, il s'ensuit

viER,.

(27) \:K(t., w, 5y — Klta, §); gls)-e ds =,

ViueR,.

Ceite ézalité montre que la transformé de Fourier de la fonction
WK {1y + w, sy — K{ty, s} ¢(s5) est nulle, dans tout point de R.; comme cetre
foncrion est absolument intézrable, il résulte gu’elle est nulle sur K. p.p,
et donc, parce quelle est continue, cette fonction est nulle sur R.. Com-
me gfs) > 0, on obtient ainsi la condition (25).

Le résultat contenu dans ce théoréme généralise notre résultat de [8].

Théoréme 6. Admertons que 'hypothése T est remplie. Alors la  paire
(C.., C.) est admissible par rapport a Uopérateur K, si et seulement st la con-
dition (24) est vérifiée er

(28) \ Kit o, 51 K, 5)}-exp (2[0)3 )d.\' 0O, k=0, l,.,yi=R_.

it

0

La démonstration de ce théoréme est immédiate. En particulier, la
suffisance des conditions s’obtient en tenant compte du fait que toute fonc-
tion périodique peut étre approximée par des polyndmes trigonoméiriques.

8. Nous allons faire maintenant quelques remarques sur 'opérateur
intégral de Volterrs,

!
V= \K(r, ) x{s)ds.
o
Du théoreme 4 il résulte gue pour cet opérateur Pinclusion VO C., est
impossible.

Une propriété remarquable de Popératcur de Volterra est donnée
par le théoréeme suivani,
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Théorém 7. Soir D un sous-espace vectoriel de C., tel que"D soil un
cspace de Banach, avec la topologie plus forre que celle I(’ffz ?,..ét I}Dgncuge
certaine fouction g(t) vt a Ve b, il résulte qrion a inciusion . b

Démonstration. Soit f & €, arbitraire; posons,

) [ﬂr) re{0, mj
Pl =0 gt - g0 0

On a, pour tout m, f &Cj, et donc Vf, & Dj de plus, fm—»j”da‘ns C..
Mais Popérateur V: C, — C, est continu, d’oli, en vertu du théoreme I;lu
graphique fermé, il résulte que _V:Cr—rl) est continu. Donc la’sm.te ,;f"i
converge dans D. Comme {a limite dune suite est unique, on déduit dici
que Vf=D. '

9. Les résultats établis dans ce travail pour le cas des fonctions sca-
laires définies sur R., peuvent étre généralisés pour le cas des fonctions
pectorielics detimcstaus K Seminatre Marhémaiigue

Université de Craiova

BIBLIOGRAPHIE

1. Corduncanu . — Problémes globaux dans la théorie des fr{rm:rmu intégrales de 1ol-
terra, Ann. Mat. pura ed Appl., 67, (1965), 349-363. . .3
Somre perturbation problewms in the theory af integral equarions. Math. Syst.
Theorv, 1, (1966), 143-135. ) i ] o
3 Sur ce,rmiues ,éqrm:ious intégrales de Dolrzrra, I-unl‘<. Ekv., 9, {l‘:}h'ﬁ), 77-83.
I4' \Ma=seru, ). L, Schaffer, J. 1. Linear differential eguarions and function spaces,
) Academic Press, New York, 1850, ) ) o
% Dunford. N., Schwarz, J. — Linear operaiors, part, 1, Jnterscience Publishers, New
York, 1958. o g
. Petrovanu, b — Eyuations Hanonersiein inrégrales er discréres, Aun. Mat, pura ed
Appl., 4 (74), (1966), 227-254, ) ) ) ’
7. Avra mescpur: E: —(Sm’- I’exisf;r:ce des solutions des équarions imtégrales dans cortains esgac:ls
fonctionnels, Ann. Univ. Sci. Budapest., sect. Math._, 1. Xll],_f]?!ﬂ?, 19-34.
8. Sur Pexistence des solutions périodigues pour iies _dauarions intégrales, An.
st. Univ. lagi, Mat., tom. XV, fase. 1, (19693, 59-69,

9 .

ASUPRA ADMISIBILITATIL IN RAPORT CU UN OPERATOR INTEGRAL LINIAR
Rezumat

Vom spune ca perechea de spg;ii (B:,D) este admisibild in raport cu
un operator liniar K, dacd are loc incluziunea KBCD. In aceastd N(]I:Z‘a (sle
dau conditii necesare si suficiente de andmmblhratc pentru unele perechi de
spatii de functii continue pe [0, ), in raport cu un operator liniar inte-
gral de tip Fredholm.
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UBER DIE VOLTERRASCHE FUNKTIONENGLEICHUNG

VO

J. BLAZ und K. ZIMA
LUiniversitat Katowice, Padagogische Hochschule Rzeszow

I. Grundbegrifte und Bezeichnungen. Wir bezeichnen mut E*

den n~dimensionalen euklidischen Punktraum der reellen Punkten x —
]

= (X1, an) und || x N 21 . Wenn die Koordinaten von zwei Pun-

— :
kten x = (x1,...,%u) und y = (1,05 ¥u) des Raumes [* die Ungieichungen
xi < i (bzw. x < vy), 1 = 1,2,...,n erfillen, sagen wir dass der Punkt x
dem Punkte y zuvorkommt, und schreiben x - y (bzw. x  y). Fir einen

beliebigen Punkt @=(ay,...,as), dessen Koordinaten nicht-negativ sind, fihren
wir die folgenden Bezeichnungen ein:

(1) Qa="1x: 0L x<aj, Qu—ix: x=a;, Q= U0

A

Mit U bezeichnen wir eine bestimmte Menge von Vektorfunktionen ix}=

{1y (x) yeuy teyn (X)), die auf der Menge (), stetig sind und deren Werte
aus einem m-dimensionalen euklidischen Vektorraum stammen. {Eine genauc
Bestimmung der Menge U erfolgt in 2.

In der vorliegenden Arbeit spielt eine wichtige Rolle ein gewisser
Operator A(x, u), mit Definitionsbereich 1) — O« ~ U und Werte im Raume
Em, Fir den Operator 4(x,«) nehmen wir die folgenden Bedingungen an:

1" A{x,u) ist ein Volterrascher Operator, was bedeuter, dass fiir uelU,
uel, xeQ, und u(x) =u{x) firy < x, die Gleichung A(x 1) =A(x,1) gily
27 A(xup st em stetiger Operator in der Menge D mit folgender
Metrik Af(x, o 5 xyu)] =max || v — x|, sup uixy -u(x)j, wo | u(x) =

[ 1 150
\ g i ez N
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