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§ 1. La fonclion fi{2), notée parfois par fol. o été imtroduite dans
Panalysc et dans la théorie des nombres. Elie désigne le plus grand nombre
entier qui est contenu dans un nombre réel, cest-a-dive : o] = 0 ] H 1.

Cette note poursuit une généralisation de cette fonetion aux groupes
abéliens et, par la suite, aux espaces lincaies.

On ne suppose pas la présence d’une refation d'ordre dans le groupe
ou dans Uespace linéaire considéres, Uextension ¢tant d'une antre nature.

§ 2. Soit G un groupe abélicn, dont Popération a ¢té notde additive,
et G’ un sousgroupe de G. On considere le groupe quotient G/G’ et on d¢-
signe par @ un systéme fixé de représentants des classes de GG

(1) 0, a, b, c....

Il est évident quion peut éerire chague éldment & qui appartient
A G, d’'une manitre unique sous la forme :
(2) v=a 4, ot acsd el 2 EG".

Parce que 2’ est uniquement déterminé, on peut définir la fonetion :

(3) E:G =G par E{x) =1
La corrcspondance (3) n'est pas linéaire, en général. kn effet, w et
y étant deux éléments de G, il résulic:

’

(4') :;,:_ZI;J ol “‘:bea;m’,y'e(;'_
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On observe que a |- b g=d, en général, done on a:

(3) a v h=ec+r oneed e,
ct, encore :

() o= -y 42T ),

d’ ol [{ov ] =" =y -2

e

(7) o + ) — E) — Ey) = =,

oft Udlément = représente Pdemt de la distributivité de Iapplication (3).
On considere en ¢ Vopérakion binaire
(8) vy — Bl 4+ y) — E@) — Ely),
K
qui applique le produit cartésion G X &G dans G-
Si on note ¢ — Fe), conformément a la relation (3) Iégalité (2) de-
vient :
(" » o= F() + B, pour chaque élément o de

En (9), #(r) ct E(2) représentent des géndralisations de la partic
fractionnaire ct, respectivement, de la partic enticre d'un nombre  réel
{(quand G est le groupe additil des nombres réels, G le sousgroupe additif
des nombres entiers et & est lintervalle [0, 1]).

En utilisant les notations de la théorie des nombres, la relation (9)
devient :

(10) po=Trt v ou fat = M), [v] = E@).
on peut appeler {0 ! la partic résiduelle de @ par rapport au sousgroupe G').
1 il (gl ] Pt groug

On constate immddiatement. si on généralise  la terminologic des
applications homomorphes, gue :

{11) Ker b — @, Ker M =G imE =G imF = d:
(12) Elr) = v pour re (7
(1:3) Flry = v, pour e ol

De (8) et (9) on obtient:

() P+ y) = Ry = Fly) = — 7 = — (B + g) — El) = Ey).
Cette relation conduil a une nouvelle opération internc en &:
{15) roy = Mo +y) — Flr) — Fly)

¥
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Dans ces conditions l'¢galité (14) devient :

(16) roy = — oy
I {3

Le groupe & muni de ces opérations est nilpotent du troisieme ordre,
et, par suite, ces opcrations sont associatives.
I5n effet, en notant wo gy = il vésulle :
£

(17) (oy) == wez—= B z) — b{uy — E(2).

T E
Parce que
(18)

on obtient.:

i

e eEd, el

Wt = B 4 y) — E(e) — By + B e
S - 2) = B + ) — E(e) — Ely) + E(z).
ot
(1) Elw + z) — E(n) — E(z) = E(e + y) — E{v) — E(y) — E(y = o

La commutativité des opérations (8) et (153) est évidente, Quant aux
lois de distributivité, on remarque que, @, y, @ ¢tant trois éléments de G,
il résulte :

@) r=a+2, y=>b+y, z=c-+ =, ot q bhe,ed, 2, y. " €6,
d’oli

(21) ao(y L) =aolb ety + ) =wold+1+y + )
£

E K
—Fla+a +y + 414+ d) = Ela+ ") — Ed+t 4y +2)=
=Ek+u 40 +y ) — Ea ¥y — B(d - =y k) =,

ot on a noté:

e bte=d+t
( ) + + f." (l Eﬂ. t’. J'!-’ Enr_
(23) a-Fd= k4.
L'égalité¢ (21) conduit a:
(24) Coly+3) = Bl + g+ %) = Bl) = Bly +5) = o

On obtient encore:
(25) o' =a@oy + aoz=E@ +y) + Ew@ + z) — 2E(@) — E(y) — E(2)-
I

E
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En utilisant la notation :
(26) Alr, 1y, 2) = u — ¢,

on conslale que:

(27)  A(r, oy, 2} = FEo + oy | ) — Ele + y) — E(y + =) — E(x + z) -
F(ry + E(y) + IX(z).

La fonclion A{r.y, ) cst. dvidemment, une fonction symétrique
en m, Y,

On peut considérer, done. & comme un  anneau commutatif dans
lequel la distributivité est remplacée par (27).

§ 8. Soit, de nouveau, G un groupe abélien {(additif) ct 67 un sous-
groupe de €. a un .s}%l(m(‘ des veprésentants (1) des classes du groupe
GG

De la méme maniére que dans le paragraphe antéricur, on peul dé-
finir Iapplication (3), ott ¢, 2" ont la signification donnée par (2).

On considere ka loi de  composition

(28) ey = Bla = y) — L) 4 Ely)
L
Immddiatement il résulte que :
{29) asa= 0.
L

En utilisant ’hvpothése supplémentaire que sia & & alors — @ ed,
la fonetion E a la proprié¢t¢ suivante :

(30) E(—a) = — E(»),
parce que de (2) i} résulte:
(31) —r=—a—=2": —ugd, —rel,
donc E(— 1) = — E{#).
L'éoalit¢ (30} exprime que Popération (28) est anticommutative
(32) pely = — Yo
1. K

En conséquence, la premitre condition dune algthre de Lic est rem-
plie. '

Les relations qui suivent montrent que identité de Jacobi est, clle
aussi, remplie, ¢'est-a-dire :

(83) @eg)e =4 yoow -(zon) oy =0.
s 15 1,

T
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Fn effet, si Pon note

(34) Toy =1,
L
il résulte :

{35) #e = Iu — z) — FE(e) -+ E(2).
I
Fn utbilisant (18), on obtient:
(36) w —z= E(v — y) — E@) + E(y) — L(z) —
ol
(37) B — =) = E{v — y) — E(@) + F(y) — E(z).
Done
(38) (woy)o = Ko —y} — E(r) + Ely) — E(z) —

I IA :
B = y) = B(ry + E@) + B(7) =

Par symétrie il résulte :

(339) (po o =(zo0) oy =10,
I I A I
done Uégalité (33) est démontrée.
En conclusion on peul dive que la relation (28) a installé dans le
groupe G, une nouvelle stracture associative, anficommulative, mais non-
distributive.

§ 1. On considere un espace lindaire Vet V' un sousespace de V.
Evidemment que ¥} est un diviseur normal de ¥4 {oft 174 signifie le groupe
additif d'espace V).

Conformément aux considérations du premier paragraphe, on sait
qu'on peut délinir application :

(40) E: V=1

par £{x) = a’, si @ = a + 2" ol ¢ est un élément de (1) et &
ment de V.

L’opération (8), définic dans V., garde les propriétés, déjia miscs en
évidence.

Ln plus, Popération externe de Vespace lindaire 17 permel de dé-
finir une nouvelle loi de ecomposition cxterne :

’

cst un dlé-

(1) : K=V =17
par
(42) hoot == Eda) — AE@), L a K, v e V.

On remarque que:
1°. En notant par 1 l'unit¢ du corps K sur lequel est défini V, on a:

(438) 14 @ =0, pour chaque @ de V.
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Soit » un élément de K et 2.y des éhiments de 17, il résulte :

2
% (b y) = E(nlr + y)) — G y) = () o () = 0 ) -
Ly & -,

d’on
(+1) A () —re e — sy = (k) () — W= 1)
Colle dernitre relation exprime Péeart de Ia distributivité de Ia

loi (42). . -
3°. Quand @ - 0, on par 0 on a notd Ianité dans le gronpe additif

de 17, on obtient :
(+3) 324 0 = 0, pour chaque 7. de K.
4%, Soit » un élément de ¥’ et 2 un éiément de K, on ac:

E(a) = wr,

done

(46) 23— 0.
55 Dans le cas ot @ est un dément de @, il résulte :

{47) 7 ot = BEOw) pour chague 7 de K. |
G°. On constate gue Popération (12} n'est pas distributive. On ob-

tient : !

(r 4+ w)2ea=Eor+ pr)— 0+ R)E(v) = () o (ar) + .
4+ hat a4 o,

cest-A-dire
(+8) (A+p)¥ae—23ar—pia= {2y o (pa).

7°. On constate, de la méme maniére, que: L
(1) () == 0 — 1 ¥ (wr) — e - @) =0

En 'particulier on considere e cas des espaces lindaires qui onl un
nombre fini de dimensions :

On suppose que la dimension de 17 est n el que la dimension de 17
est (n — 1), 11 résulte que Vespace V(17 a Ia dimension 1.

Soit, done, a + 17 une basce dans VIV, On constate que chaque
dlément « de V/17, sexprime d'unc manicre unique sous la forme :

(50) r— e+ V) ol K.

Si b est un ¢lément de (1) ((1) étant construit pour le cas de Vespace
¥), il résulte quil existe un élément % de K de sorte que :
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(531) h = 2a (mod V7).

Liopération (8) permet de définir, dans les nouvelles conditions, une
nouvelle application.
Soient ., ¢ des éléments de 1ooen atilisant (2) 01 résulte :

o= b
(52} y=c+y , ¥,y el
ey e=d

Mais la relation (51) montre que:
h=ra + 8
{(513) e=ua ¢ ot dpveER et V0 d e |

d = va - d.

I vésulte que :

{51) voy=(h+u— vt (b =)
d’oft la correspondanee :
33) V=K

délinie par fla) — 7, parce que chague ¢lément @ de 1 est répresenté d'une
maniére uniqre, conformément aux relations (32) ct (53}, sous la forme

{36) p= a2t o " e
Remarques. 1.

(57) Wer fhet |7,

cealit¢ qui résulte en démontrant les denx inelusions

ay st e 17 il wésulte v =0 - v =0, ¢ -1 ot 0 EK,
done flry = 0 ¢t ¢ & Ker f.

W) siwe e Kerfona fla) = 0. done Sy, a + 27, on a” e 17,
cest-a dire v = 2= 17 4

27, Lin utilisant la relation (34} on
(58) flrog) =%+ — w.
Mais, conformiément i (36) il résulte :
&= ta + a"”

y=pa -y, on 2y el
a+y=va-+ "

(59)

nr
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12
done

(60) fay=n; fy)=w: floty =
d’ont

(61) flroy) = flo) + fi) — Sl + y)

i 2n géndr *West pas un homomorphisme
Cette relation montre que, en général, f nest pasu ]

de groupes additifs. ) .
Tael A partic des relations (52) et (58):

{62) r=2e + b+ 2,
E(x) = o', flo) = &
$pit 2 un ¢iément de A ; on a:
(63) ot =¢ + = pa + ¢+ ¥),
ot Elex)=y', Hax) = @
Fn ubilisant (33) et (62) il vésulte :

o =g = o) = ads(r) = ah — €= (@) — w)a + (ab" — ¢)

5
ol

dlon f(o 35 @) = 20 — U, ¢est-a-dire
(64) a2 a) = afta) = flaa).
Si o =1, ol par 1 on a noté Iunité de K,

J(1 =4 x) = 0.

on obtient :
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ASUPRA FUNCTIEI ,,PARTEA INTREAGA®

Rezumat

Aceasti notd isi propune o gener
cunoscuta in analizit si teorla 111_1111(31'0101,
recave si apoi la cazul unul spatiu vector
binare, care safisfac axiomele une ‘ pli:

vl 1 . 1 . 2y . Oy T z]n\l.l 0
butivititii. Se obtin, de asemcenea, operatori care pre B
Jegea de aditivitate.

alizare a functiel .partea intreagd”,
la cazul unui grup abchan oa-
ial. Se introdue produse externe,
i algebre Lie cu exceptia axiomei distri-

abatere de la

SUR QUELQUES PROBLEMES DE METACOMPACITLE
PAR

OLGA COSTINE:CU

I'¢tude des espaces topologiques dont  les reconvremenis  ouverts
satisfont 2 certaines conditions a ¢t¢ stimulée par dilférents  problémes
parmi lesquels il faul mentionner, en premicr licu, celui de la métrisa
bilité. IKn 1944, Dicudonné introduit la notion de  paracompacité,
en géndéralisant la notion de compaceité, et ¢tudie, dans ce eadve plus oénéral,
quelques problemes suy les struclures uniformes et sur la indtrisabilité
{voir {2}); mats. mdme avant ce moment, il v a eu des travaux qui ont
essay¢ de donner des conditions de métrisabilité dans le langage des re-
couvrements. Dans ce sens, il Taut mentionner les résultals obtenus par
Alexandroflflf, Uryvson et Tukey. Plus tard {en 19i8), A. H.
Stone a démontré quiun espace topologique est paracompact si ¢l seu-
lement s%il est complétement normal, et que chaque espace métrisable est para-
compact. Puis, Thron a montré que chaque espace pseudo-métrisable
est paracompact (voir {7], pp. 220—224). H faut mentionner encore le fait
que les espaces qui géndralisenl les espaces quasi-comypacts {(voir [1}, p. 96)
en satistarsant 4 des conditions plus faibles que celle de Borel-Lebesgue,
intervient aussi dans I'étude d’autres problemes importants, par exemple
dans la théoric de la dimension (voir [4], pp. 278—280).

Dans ce cadre, assez général, les espaces métacompacls, hypocom-
pacts, dénombrablement métacompacts et dénombrablement hypocom-
pacts (voir [3], pp. 229—230) représentent les cas particuliers les plus in-
téressants,

Dans ce qui suit, nous allons étudier certains problémes sur les cs-
paces métacompacts ; d’abord quelques définitions.

Définition 1. Soicnt & et @' deuwx familles de sous-ensembles de X @ @'
est, par définition, un vaffinement de la famille a si quel que soit 4 € @', il
ewste un ensemble 4 € & de manitre que A' A .

Définition 2. On dit q’une jumille & de sous-cnsembies d'un ensemble
X est ponctuellement finie si chaque point de X se browve dans un nombre
fint d’ensembles de Q an plus.



