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d’équivalence donnent unc infinité de topologies sur Fensemble I5 des

nombres irrationnels réels. Leur réunion et RYet nzp st ausssi une
pe | PeP
topologie sur E.
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RELATII DE ECHIVALENTA 81 TOPOLOGIT ASOCIATE CELOR MAT BUXNE
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Rezumat

Folosind metoda lui O. Perron [1] s-a pus in evidentid o functie
f detinita prin formula (5). In primul rind aici se  demonstreaza uncle
proprietati ale functiei f, definite pe multimea k& a numerelor irationale,
necesare pentru a infroduce unele relatii de echivalenta pe E.

Pentru relatiile de cchivalentd cunoscute (J° si R} pentru numere
irationale se dau opt proprietati in propozitia 3. Olbservatia + sugereazi
introducerea relatiilor de cchivalenta R® si R pentru care sc extind cele
opt proprietiti. Se pun aici in evidentii deosebirile dintre cele doud tipurl
de relatii de echivalenta.

in § 3 se dau diagrame pentru relatiile introdusce si descompunerile
canonice ale functiei f. Cu ajutorul laticelor de puncte, £, () si Lhonl®)
studiate in § 1, sc introduc relatiile de cchivalenia R, , R,y Jucrarea s¢
termini  cu citeva  observalii privitoare la topologitle pe f asoclale re-
latiilor de echivalentd RY. R, R, R 5 R, R

Podty

SUR UNE CONNEXION LINFATRE CANONIQUE DEFINIE
DANS UNE VARIETE POUEEK D'UNE fSTRUCTURE
PAR

LUIS A, CORDERO

Sur une varicte différentiable, doude d’une f-structure, on définit
une connexion lindaire qui caractérise son intégrabilité, et on étudie le cas
particulier ol Ja variété est hor-chresmannienne, €n rapportant cette con-

nexion a la connexion canonique introduite par Vaisman, [3].

1. Soit ¥V oune  variété différentiable, C®, dim V =2n + m, doude
d'une f-structure, “est-i-dire, douée d'un champ f d’endomorphismes des
espaces tangents (tenseur du type (1, 1)), tel que =0

Alors @ = — [+ P =1+ 2 sont les projecteurs d’une structure pres-
que-produit H sur V, donnde par H = P — @; le fibr¢ tangent a la dé-
composition TV =T @ @ ImP = Do DY les fibrés de 1) et ' ¢tant
de dinensions 2n ¢t m. On déduit Qf = fQ = f, P=rf=0, d'ot Tm fC
C Im @ et si nous considérons & = flp, alors ¥ = — I, cc qui montre
que 4 donne une structure complexe sur 1) et Imf= 1.

Nous noterons par N(N,) le tenscur de Nijenbuis de fU). Ie
tenseur N donne Fintéorabilité de f, D, DVet f|, dans la forme suivante :
V. Y étant des champs de veeteurs arbitraires sur b

1) DV oest intégrable i et sculement si N(PX, PY) =0,

) D est intégrable <i ¢t sculement si PN(fX, fY) = ¢©.

Lorsque 1) est intégrable, fi, est unc structure presque-complexe ;
quand D et [, sont simultanément intégrables, on dit que f est par-
tiellement intégrable (3). Alors :

3) [ est particllement intégrable si el seulement si N(fX, [¥) =0,

1) f est intégrable si et seulement si N(X, ¥Y) =0

Soil g unc métrique riemannienne sur 1, adaptée & Ja structure presques
produit, ¢est-d-dire:

¢(PX, QY) =0
et soit y la connexion de Levi-Civita de g. Nous définissons une nou-
velle connexion y sur V par:
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SeY = QuiRY — QuoyPX 4 P'yslY — Py QX —
— 1/4 {Q(v v S) RX + f(Ter /IR 2f(vox SIRY}

pour X, Y champs de vecteurs sur V quelconques.

La connexion y vérific les propriétés suivantes :

1) vH =0,

2} (ypy &) (PY, PZ)=0.

Ta torsion 7' de y est:

PX, ¥) = 18 (QNV(QY, QY) — Nx(X, 1))
d'of:

3) PI(X, PY) =0,

+) QT(fX, QY) = QT(X, [QY),

3) Vox(/RY) = fivexQY)-

Théoréme k. On ovérifie:

a) PT(X,Y) =0 si et senlement si I est intégrable,

hy QTPX, PY)=0 i et senlement st DY est intégrable, )

¢) si D est intégrable, QTRX, QY) =0 si ¢t senlement st fip est -
tégrable,

d) ¢ est symétrique si of senlement si D, D' et flp sont simultané-
ment intégrables,

¢) f est partiellement intégrable si el seulement si PT(X, Y= QT(QX,
QY.

o Démonstration » 2) SPT(Y, V) = — PNJX, Vy=—P (X, QY}
by 8QI(PN, PY)= — QN,(PX, PY) = — Q{PX, PY}

¢) 8QT(RY QY) = AN(QX, QY); alors, puisque N(X, ¥) = PN(X,
Y)+ @N(X, Y) ct N(fX,fY)=0 si et seulement si N(QX, QY) =10,
on déduit ¢) _

d) Si D, D et f/p sont simultanément intégrables, 11 surt Nu(X, Y)=
= N(QX, QY) = 0, alors v est symétrique. Réeiproquement, ¢ étant
symétrique, de a), b) ct ¢) on déduit que D, D' et fl, sont simultanc-
ment intégrables.

e) est Ja conséquence immédiate de a) ¢t ¢) .

Proposition 1. vf — 0 si et seulement si N(PX,fY) =0

Démonstration : Puisque ¢f = 0 si et sculement si

%x(fy) = f(%X}v)a

on déduit que (Vox f) = 0 en employant les pr(_ipriél'és 1) ct 5) de g. De
plus, %,.‘Y(fI’Y) —f(%,,XI’l') trivialement, done ypx f =0 si ot seulement s1

f(9rxQY) = Vox fY
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Mais
Vox [Y — J(vrxQY) = = NPX, JY)
d’ott la conclusion.

Théoréme 2. f est intégrable si et senlement si'y est symétrique ct yf =0.

Démenstration : Si f cst intégrable, N =0, done N, = 0 et N(PX,
fY) =0, ct, par conséquent, T —0ct yf=0.

Réciproquement, y symétrique implique que D), D' cl fip sont si-
multanément intégrables, done N(QX, QY) = N(PX, PY)=0; v/=0
implique N(PX, QY) = 0. Done N = 0.

2. La variété V est dite hor-chresmannicnne si g wvérifie

#X, fX)=0.
On peut introduire unc forme fondamentale Q par:

OX, Y) = (X, JY).

Ta connexion y coincide sur la variété hor-chresmannicnne Voavee
la conunexion canonique introduite par Vailsman [5] si. ct seulement si

(Vox &) (RY, QZ) =0
pour X, ¥, Z champs dc¢ veeteurs quelconques sur 1
D’ailleurs, on trouve [2]:
25((Tor f) Y, 2) = QQX, N(V, Z)) — dARY, Y, Z) - dQ (RX,fY, f2) +
- qURX, fY}, PZ) - y((fZ, QXL PY).

Alors on trouve, aprés des caleuls

HVex2) (RY, QZ) = dQ(QX, Y, QZ) — dQARY, QY f2),

¢'est-a-dire

(Vorg) (QY, QZ) = 0= dQ(QX, fY, QZ) = dOQX, QY, fZ) <
= dQQX, fY, fZ) = — dQARY, QY, QZ).
On trouve alors la
Proposition 2. Chacunc des propriéiés suivantes est une condition suf-
fisante pour que v soit lu connezion canonique définie par Vaisman:
a) dQfp =0,
b) V est sym-intégrable {2]
¢} I est inlégrable et g, cst kahlerienne.
Démonstration : On déduit ¢) compte tenu de Végalité

AQX, fY, fZ) — dUQX. QY, QZ) = 28((Vor NIRY, RZ} —
— Q(QY, N(RY, QZ)).



' ' = LU1S A, CORLERD 4
94 At

.\]()1‘:-;
(Vord) (Y, QZ) = 0 <= SdQ(RN, QY. QZ) — QURN, N(RY, Q7)) —
— 20((ox ) RY, Q4)

el ceite dernitre cxpression met en évidence que a) nest pas ndeessaire.
On trouve encorc |[2):
T.Q) (V, 2) = (o) (Vo S7) & (Ve S,
done, en pavticulicr
(’-\:-o.rQ) (RY, QL) = (Vord) (RY . fZ).
d’oit, on trouve la

Proposition 3. (Go.vg) (QY, QZ)=0 si, el senlement si (%,JXQ) (RY,
R7Z)=0.

Proposition 4. La condition «) de la pmposition 2 est nécessaire st [ oest
partt nt intégrable. :
partiellement infeg . . .— .

i ) : ant ¥ 1) de [2] pour

Démonstration . ¥n elfet, en employant la formule (6.1) 2]y

la connexion y, on déduit:

RN, QY Q%) — T {(vox®) (Y, Q2) + QUT(QY, QY), /%)

Cyc
et si (Woxg) (QY, QZ) =0 on 2 (TerQ) (RY, RZ) = 0, done
dQRX, Y, QZ) = S QI(RX, QY), RZ);
Cyc

mais f partiellement intégrable implique QT(QX, QY) = 0, alors
dQ(QX, RY, RZ) = 0.

i ) intégr v €8 onnexion définie
Corollaire 1. Si f est particllement intégrable,  est la connevion £

par Vaisman st ot seulement si gl, est kihlertenne.

Dans ce cas Q(yf) = 0 ct on trouve
TiV = QuyQY — QuorPX - P PY — P QY
T} résulte que la torsion T est
X, Fy=— @ (PX, PY}

et T — 0 donne la condition Qintéorabilité de D1 De plus, © coincide
avee Ia seconde connexion délinic dans [+] et [6].
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ASUPRA UNEI CONEXIUNI LINEARE CANONICE DEFINITE
PIE O VARIETATE DOTATX CU O f-STRUCTURA

Rezumat

Pe o varictate diferentiabila dotati cu o f-structura, se delincste
o concxiune lineara, care caracterizeaza integrabibitatea acestuia s1 se stu-

diazi cazul particular cind varietatea este hor-ehresmanniani, raportind
ac-asti conexiune cancnicii introdusa de Valsman [5].



