SUR LIS GROUPES DE LIE-BANACH
mAR

A. BEJANCU

Kn utilisant 1a méthode des formes dilférenticlles banachigues, nous
démontrons le premier el le deuxicine théorcme de Sophus Lic pour un
groupe de Lic-Banach quelconque. A Faide de ces deux théorémes nous
obtenons le théortme fondamental pour les sous-groupes un groupe de
Lie-Banach. Pour un groupe de Lie-Banach modelé d'un espace de Ba-
nach réflexif, qui admet des bases topologiques dénombrables, ces théo-
remes ont été oblenus par Gh. Gheorghicy dans [3].

1. Soicnt E un espace de Banach réel, U un ouvert deEel 0:U »

» GL{E) un chawmp de coreperes de classe ¢+ sur U. A. D Michal
4 démontré dans ([5], p- 22) le théoréme suivanle:
Théoreme 1. L'équation différenticlle

(1) % — w1 (y) o wl)

est complétement intégrable, si et sculement si, Uapplication
C:UXxEXE-E

@) Ol )= (57 @07 ) 07 0) = (22) @07 o ) (07
oz oz
est indépendante de la premiere variable.

Soient M une variété différenticlle de classe C* modelée par Pespace
de Banach E et (V, ¢) une carte locale dans e € M.

Théoreme 2. Un champ de corepéres de classe C*, v U — GL(E)
UC V, définit une structure de groupe de Lie-Banach local sur un voisi-
nage de e, si et seulement si, Uéquation différentielle (1) est complétement in-
tégrable.

Démonstration. Si o est une forme linéaire banachique invarianie
d'un groupe de Lie-Banach local &, nous avons démontré dans [1] que
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Fapphication (2} esl e lenseur de stroueture pour ¢ ot ue dépend pas de
1. Done Féquation (1) st complttement intégrable, comple lenn du théo-
remie 1. . .
Reéciproquenient. of Péquation (1} est complelement: intégrable, sot

L, la solution avanl les donndes initiales {0, ). Nous définissons une
lois e composition particile sur U, par la formulc

vy = L.y
Soient @, ye=U lels quiils exisle we Y- Mors, b= L, , cstune solution de
(1) telle que L, (0) = oy cb on a:
D, (LoL)= Dy oo D, L,= o (L L)) w(L, (=)™ (L,(2) o) =

Z o (Lo ) (o0 (3):

Done, ¢ = kol, cstunc colution de Féquation (1) ¢t #{0) = rey. Aoy,
on bl

I’foy = !’J'EI‘y-'
¢esl-a-dire la loi de composition est associative. On désigne par 5 = (i i)
la solution qui prend la valeur y pour 0=U. On sait ([2], p. 107) que
i nous faisons varier j, Papplication = est de classe C#, et

iz :
(5 )@ e L ®
oY
ce qui permel de lirer g = @2y &), € atilisant le théoremie des fonclions
implicites, avee Yy de classe €. Nous allons noter par Uy < U, le domain
de U. Mors, pour font r&E U, on désigne & - Yla, 0} el on

podi e Ly () = =i, ) = =, (0, 0)) = 0.

Il est évident que =0 = @ parce que L, est une solution avee les don-
nées initiales (0, x). I identité cst une solution de (1) et done

Osa: = Ly(x) = &
Donc U est un groupe de Lie-Banach local. Le champ de coreperes qui
définit cc aroupe est imy arviant & gauche :
DL, = 6! (Lo(a))e o(ry ou: wla-zye D L, = o {2)-

Le théoréme 2 généralise le premicr théoreme de Sophus Lie bien
colnu pour un groupc de Lie.

Théoréme 3. L'équation différentielle (1) cst complétement intégrable,
si el seulement siy il cviste wne application

[,]: EXE—~E

bilinéaive, continee o alternée, el que:
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(3) —do (), x> = — [ <o (@), >, <o (r),r:- v eglU, u, vek.

o hll)t..{m);r.s'traltt?n.‘ hup‘posuns que Féquation (1) est complétement in-
¢orable; le  théoréme 2 mnous assure quiil exisle un groupe de Lic-1

nach local @ ct @ est invariante sur 6. Dans 1] Hous a ] chl -
wch | ¢ : s avons 5
¢quations de structure de G sous la forme ‘ oblenn ez

< do(v), o (@, )Xo (a,v) = =C(, ©).

Done, nous allons définir [, ] = — € ct alors (3} est ¢vidente
Réciproquement, sion suppose (3), alors .

(?)T) (, 1) (tﬁ)‘(iﬁ:](a-, o) (i = — [ <o)z, <o), @ = |

da

Nous remplagons # par o e i) el wopar o Yoo o) el nous obtenons

jew 7

| ) _ [

i (r, & Y, 1)) (o L a)) — TOR

(7)o o ) = () 7 G o) = =

l_)(in(.',.|:1p|)llc=u’t|nn (2) est indépendante de @ et alors du théoreme 1

Vo st;ll <]lllle‘lf:(|llnl:|c:|1 (1} est complétement inicégrable i
s héoremes 2 el 8 nous donnent citme théor '

1 . e deuxitme théoreme de Lie g
les oroupes de Lic-Banach : théortme de Lie pous
. 'llthmlzt:q'mf: Ao Un champ de corepéres de elasse C4L o2 U — GL(E)

C ¥V, définit une structire de grenpe de Lie-Banach local sur U i ¢

serlement si o vérifie la relation (3). L =S

¥ y R Ny . H o

| |-i;c‘NJ-“b supposons maintenant que E a wne stracture dalpebre de

e ok est un sous-espace veeloviel fermd dans B On st | 1] qu?:il existe

un g_(rJl_nu]ELd(I:‘] Lic-Banach local U avee Palgebre de Lic E. On désigne par
w: -;]: (E) la forme linéaire banachique invariante sur U [l]b "

éoréeme 5. F est wune sous-algébre e | :
s-elgehre de Lic dans E, si et seulement st,

: [ ' «!‘s,t ) Hve -t I, i~ F f '] " > E 4 . F o H
oer fl HR ou ¥ et uhe orme Ltheal) araciiqic & I/ - ‘;1, E

(4.) Ely S =1 o 0 P
== o™ (y)o 0 (%)
est complétement intégrable.

Démonstration. S ; {
A tion. Supposons que (4) est complitement intégrable.

o ! @-"""a_l
0 (3] 0+ (% ) s 0 07 0 2))

o (MY P!
7 ) o G () 0 (07 G )
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pour tout raV, y=U ct 1w, r=F. Mais o(y) =GL{E), done:

R A

i 0&) lll ) -1 0 ",_ .
—m\y,( o) 00 e (3, O om)

1 a1 —ifq [ o =1 {p Y.
Dans cette dernitre relation remplagons 1 pat 0w, w) et v pat 07! (w, v)
Alors :

ab i s _
o (Gmerwan oy 00) — 5] 0 (D 07 )

dx 0
dor! ! \ [ (dm_l—) (7 (Y, 2N
= o Ty (o s ) e (y, u) {7 ()
N(U'( oy ) : )7 oy
On calcule la différenticlle partielle de Fréchet de la relation
wly, oy, W)=1u

N - 1 1 oo
par rapport &, en direction ' {y,v) ct on a:

5

Jo ! _
AT A ICRI R —w(y, (—m—)(y, w) (™" Y, v)))-
ay ) ay
Compte tenu de cette relation dans (5) on &t

((’0 (a0 ) (07 {2 9)) = (g‘:) (0,07 O )=

dx)

N ' ' -(& 2 (y0) (07" (1)
(55)(3,@ (y, W) (o (1 0)) (ay)(-”"" (y,0) (o

i ! : g X i : ; on as
§i on désigne par Cyle tenseur de structure de U, pour tout u,z=F

ao -1 ) -1 n
(6) cu(u,v):(‘;i)(w,e-‘(w,u))w'*(w,v))—(b;)(w,o (,9)) (67" (2, ) &F

*est-a-dire ; . sous-algebre de Lie.

cest-a-dire F est unc sous algeb ' IS

Reécipr ment, si Foestounc sous-algtbre de lLie, alors soit H le
ecu_noqut.mc 1 =3 o d . L t e v C H._)

groupe dc Lic-Banach local ayanl F comme algtbre de lg_ e e e

- GL(F) la lorme lindaire banachigue nvariante sur H. 51 on designe p

C, le tenscur de structure de H, on a:

(7) ¢, ) = Colu, ) Vi, vEF.

In utilisant Vexpression locale pour le tenseur de structure pot{l_l;ﬁ_un ;él;?::&e
de Lic-Banach, nous oblenons gue (7) implique (6). La conaition
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urabilité de I'équation (1) est alors satisfaite puisque toutes les c¢tapes de
L démonstration dircete sont réversibles q. e. d.

Nous nous proposons maintenant d'obtenir un théaréme qui carac-
(érise les sons-groupes de Lie-Banach I'aide du théoréme 5. Soient &
un evoupe de Lie-Banach modelé par espace de Banach E o sa forme
invariante a4 ganche et (U 9) une carte locale dans Tunité e€6G. ¥ est
un sous-espace fermé dans E.

Théoreme 6 Une forme lindaire banachique de clusse (7

(] . l‘ 3 (;IA(F)

envariante & gauche swr G détermine wn sous-groupe de Liv-Banach Hde G,
ayant 0 comme forme banachique invariante & danche, si el seulement st
Véquation différenticile

dy )
(8) d":: = 'y e 0{2)

st ecomplétement intégrable.

Démonstration. Suppusons que 0 définit un sous-groupe i de &
Alors F est une sous-algebre de Lie de E ct en vertu du théoreme 5
équation (8) est completement intégrable.

Réciproquement, si (8) est complitement intégrable, alors F c¢st une
sous-algébre de Lic de E. Soit H le sous-groupe de Lic de G [+] ayant
F comme algebre de Lic et donc 0 est invariante & gauche sur H q.e.d.

Soient L(E) I'algébre de Lic-Banach des applications linéaires con-
tinues de E dans E et F un sous-espace vectoriel fermé dans L(E}).

Corollaire 1. F est unc sous-algébre de Lic dans L(E). si el seulement
si, il eriste un owvert V. ¥ et une Jorme lindaire banachique 0:V - GL(F,
de classe €V, telle que Uéquation dif férentictle

?

() ‘i-" —yo (@) ()= VHGIE)
.y

soit complétement tntégrable.
Fn effet, sur GL(E) on a:

o Wy) = D.L,=1L,.

Ainsi, le corollaire résulte du théoréme 5.
Corollaive 2. Une forme lindaire banachique, de classe (G



102 A. BEJANCU {

invarianie o gauche sur GL(E) définit un sous-groupe de Lie HC GI(E)
ayant O comme forme banachique invariante @ gauche, vi et seulement st
Uéyquation () est camplétement indégrable.

La démonstration résubte du théortme 6 ¢l dn coroliaire 1.

Hll‘.!.ll](:]!;\l'ﬂ]l-‘.
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ASUPRA GRUPURILOR 1.1E-BANACEH
Rezumat

Prin metoda formelor diferentiale banachice, dezvoltata in |1], sc
obtin primele doui teoremc ale lui Lie pentru grupurl Lic-Banach. Cu
ajutorul lor se obtine teorcma fundamentala relativ la subgrupurile unu
grup Lic-Banach.

. ON SOME HOMOTOPY LIFTING AND EXTENSION
PROPERTIES FOR SEQUENCES OF CONTINTOUS MADPS
Y

1. TOP

Presented al the National Confercuce of Geonmetey und Topotody, S if,
Decentbor 19— 23, 1971 )

. . __ . " :
1. The main ain of this paper is to define the concept ol fil-sequence
by analogy with that one of f-sequence |[1] and to give necessary and
o * . - r I‘I! . p‘ r i
hllfll('lrcllf conditions for a sequence X; = X, — X5 to he a fH-sequence

1 - - T * . < !
| The covering sequences arc introduced and as application we prove
that the cpnncctcd'locall}' path connected spaces are the objects of a
alegory with covering projections as morphisis.

Fhe dual notion, 18 also considered, namely the f'-sequence, which
extends the notion ol cofibration. A\ nceessayy and sufficient condition
lhat o sequence be flesequence 1s given and a theorem of duality is proved.

2. A sequenee ol topological  spaces and  continuous  maps

(1) AANE G '

is ealled to h(',n_fH-a(‘quonvv, it for every topological space ¥, every continnous
map [ ¥--X; and every homotopy, F: ¥V =X, for prof there exisls
N s 1 2 - ¥ " . ,
a homotopy G ¥ xf = X for f, such that p, p 6= p, I
. ) . L Y - - - o
Remarks 1. The map p: X =Y isa lurewiez fiber space il and
e 14
. ) T T .
(.))11].\’.1[‘ the sequence X = Yy —=->Y and Y= X Iy are  fH-scquences.
2. U p, orpaapy in (1) isa Tlurewicz fiber space then (1) is a fH-sequence.
A sequence
. , o Pi Pizy
(2) X =X, Xp— X=X = Ny =
. B Pit1
is called a fH- e it X G g or. i
d a fH-sequence if Xi = Xy = Xy 18 fH-scquence for i = 1.



