188 ; '|'-.T{':.’L|\' - i

Done
An(py — Aeley 2 O \\\E(l ER) L IO C R D aiy)! i) -
A A whoa

) = D=y — DPe(y)| [v(y) |l iy el

Sinous supposons que fes funetions Yo (0 2} sond intcgrables poae pappor

a o alors on oblient ¢

Aute) — Aufe) B < Ga (bl 4= q vl —w 3
doi il vésulte que
Ay = de(ey o= O el #iig) e — @
De la dernicre rveladion il résulle que o est un operatenr conlinu
FIEQY,) — H3(€2). Fn particulier, siony o=y = N 82 Q, el ol g £)
= v — . % nous obtenons leoméme résultal pour les opcrlenrs

pseudodifférent iels

BOLDO Gy
vk mander L. Fonrier integral Operoalors, Aeta Malh, 125, pp. T8 -1
OPEFERATORD INTEGRALLI FOURITER NELINTAR]
Rexnal

In aceasta Inerare se considers opersatori integrali Fourier neliniar,
eare  generalizeaza  atit operatorid integrali Fourier liniari ¢it si opera-
torit diferentiali neliniari de formi divergentit.

Se studinzi continuitatea acestor operatort de la JIHE,)  la JI7(82))

eu s sio ko numere nabueade si satisifeind conditia m o+ 8 — & - — N unde

[ = min (1 — &, z).

SUR L COMPORTEMENT DEsS SOLUTIONs D'UN PROBLEME,
DE DIRICHLINT

1"AR

ATHLE HEALMOVICE

1. Le bul de ce travail ext d'étendre a un systeme d'équations aux
dériveées partielles, certains résultuts de la théorie de Liapounoff sur la sta-

pilité par rapport aux données initiales. Plus prévisément dans la théorice
des équations differenticlies

il
o

== ey ar),

on remplacera Fopérateur didy par un operateur cliiptique a,; J=/da, Ja;.
et on étudiera pour nn demi espace B = Lo @ = Rew, =0 le com-
portement de la solntion du probleme de Dirichlet. On conslalera Fana-
losic de certains résultats avee ceux de la théoric classique de Liapou
nofll. exprimés a Uaide des racines caractéristiques de a matrice 1.
Daillenrs un probléme analogue o ¢té étudi¢ récemment ] pour
un systeme hyperboligue
H
e fu - flr, 1)

hy A il

3 Préliminaires. Cobsidérons le systeme

Ph Yu — Bu.

1) £ est Popérateur

) o= g
2) £ =ty ———. [ f = 1.2 )
o,
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iy Cant des conslantes-cacfficients dune forme quadratigue positivement
deéfinie et ay = )

2) 1 estoune madriee arrée constante non-singuhoere
(3) o= (b (F,) 1.2 o)

4Y o oesl le veelenr doe R

Frfectuons siur (1) Ia Iransformation Hocaire

S - (&7} ctant nne matrice  constanle non ngulbicre @ (1) devient alors
j L,

€ — S TBSu.

On choisira § de maniere que S7' B § soit la matrice canonique de
Jordan correspondante & B, On arrive alors A un systéme éerit sous une
forme que nous appelerons canonique, ¢f dont nous ¢erivons seulement
fe sous-systeme correspondant aun diviseur ¢lémentaire (7 — 7. JF Une in-
tégrale quelcongque de (1) sera évidemment nne combinaison llm-:m'e din-
iwl'\l(’s de tels sous-systemes. Soit

Sny = 1y My
(5) Sity = g A= g Hae
LTRSS SN

ce sous-systome. dans lequel nous avons renonet A la barre de g pour
slnl])llfl(‘l‘ Il notation.

3. Solution élémentaire de S — nyt. Findions dabord  équation
() Sy — 1y =

Cherehons une solulion ayand I'expression
w, =v{z), 1= =7 .
N TP T K (U B

les 1 ¢tant les  complements de oy, dans del (L diviseés par det
On vorfie alors ques

Sy — 1ty = — {7 LY==

H | i LIRS 141

locn p:n:u-sl R TN b R

OnoArrIve @

Il resulte que
AL SEopoestimpatr. une sy sleme Fondamential de solulions esl

ey - ) () = o ok
B. S oosd pairs un osastona fondmuental de solnlions vsl
[IUUCIEEER M SR T (=] ¥, (0.

Cesloidire, pour (G)oun svsteme fondamental de solutions o=t dans e
cias A

[3) () ==z v J, (), ITE- S T A S e
fndis que dans leoeas Boun lel systime esl donng par
)] Wl (2)= == J,{2). w2 == Y, 2

Dans les deux cas. b denxiome solution est, a un lacteur pres. une
olution fondamentale de Vopérdeur £ — 7, I elfet. sioze O (R) el
[, et ocette seconde solution. on a:

(\(\:'_, — gy ) E (pede = Tim ‘\ il o2 ! L p——
R a0, 1 aur e |

Tk

o Glant da fronticre de ]'ll_\|a('|'cl|t|:suuh'

-I;; (J =M L — o R

o dlanl des cosinus direeteurs de b novmale accet hy pe l‘L”l[)Hul(l(‘
¢l - oun paramétre positifs Fn effectuant les ealeuls, onarrive 4

\(.‘:’o — ) B, (2) e — o, a5 ) Ilm (e Fyy (3D
ail o, est Paire de Thype raphitre unitaive de R7 el oa - det £, Or on a (volr
':!, peooTH).
: it vt L ; -
lim |z o =2 = ) poar pringsue,
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Qu=sl

lnn( et Y.__l) -l pour p-impatr
pr0

Il vésulte done le

Théoreme 1. e solution flémentaire de € — 3y esto dans e cas
p-tmpair

. PF{—wv )

{10} FAz) m—_— { ) — = d L (2) w2,

vl jukl
S LA W

ef dans le cas p-pair

(i) I, (2) = — - ¥, (2) e aar Jy a)

2wl el or, Vot

Dans le mame ordee diddées remarquons encare les identitcs sul-
vantes :
Quel que soit 4. on oo

Pz . 0=
r {_ lu) —lﬁ:G_IJnj‘:UJ _I_ .
ot i,
A% 2o , S I
'—(—-—*J—“} = |efe—1}2° I SRR T R A Ja[—(-—i- -+
;o “ i, el

¥z

~ere V30 -
[‘ ’ -] Ay O

(£ — 1) {27 d,) = — te (s p — 2) a2 g (20 - po— 1] ot
2o d o d ]
Compte tenu de Véquation de Bessel

s v, =0,

cette relation se réduit a:
() (€~ 2) (0 da) = — W (20— p =D ads ¢ )=
= — (2 4+ p =Nz,
et elle reste valable quand on remplace J, par Y,.
Posons encore
By dg 2o Jo(pour p impair) et fig = A, 20 ¥, (pour p pair)

A, “tant une constante, qui satisfailt & la relation
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|
. — (B — P
Ao
Alors. la relation (<) deviend
(£ — K, = Ky
el. <1 6 — p21 on oa
(£ — 20, =0,
On inposera encore a Ta suite 1, Ia compatibilite avee les relations (10)
et {11).
4 Probléeme de Dirichlet pour un demi-espace. Dupposons:
[(12) =l N iy 0 L.
¢esl-iedire

(127 fe o= gy (0 — a4) Gy — ) - (e — r';’ P, (=12 0p— 1)

1 proposons notis de résoudre i probléme de Dirichlet pour b demi-es-
pace = 0.

Soit done @ trovcer wne fonetion w (v delle que 1) () & Cswr o, > 0
of ai(r)yeC surox, =0,

2) qui satisfasse a
B €, — 1, — 0 pour a, = U

3) el w
(13" i) — gla)y  swror, o 0,
— s(r) ¢tant une Tonetion de n—1 variahles, 4ay oo 1y qui est continue
pory —oc- s < et qui  satisfuil 3

{

afpry!l o — _ G
{l 1') e (") [ -3 1
o

-

oit . et % sonl deux constantes positives el g est la distance d'un point
fixe O de Phyperplan @, = 0, au point & du méme hyperplan.

b qui tende vers zévo, en salisfaisant pour Re= /)_j a3 Assey, grand, a
1
i) LAy ey A, p=3
L) [ ryw) | << N B N S
Rb Qg o 2

SR
t==1,2,...p

Ao et 8 dtant des constantes positives.
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Nons allons déumantrer d abord le

Théoreme 2. Dans les conditions (12}, (14), (1), st de systeme (15)—
—(13') avee by = O admel ane sulition. elle est wndque. Dans Lo ocas 17

ow 1y conplere. les conditions (15) doiveal étve vemplazees par (16°) {vair plus

foin )

Considérons bo eas 7, 0 el supposais par absurde que le problone
de Divichtet admette dens solutions wy(r) e wbe) soil © o= ey = rdak

On o cvidemment

v(r) e Cpour v, 0. TN E ¢ pour o, = 0
o — e O pour - AL

() = O pour oy, — 0.

7 i 2, _uill::.z.—l, s

R aa | T ORET 2

- e ——

Saib " un puint du demi-espiee KA el I3, uue dent-boule, dont e eentre

est sur oy,
téricur @ soit B Lo fronticre de By
De 1 formule de Green on déanit:

LT ooy Y D
ooty = him \ (r,j{ I, e 2 s wy e
Hoem ) o o

0. de rayon £ situde dans o demi-espace b ayant 4 a -

Prenons le ravon R plus grand que le double de o disbamee des® o een-

fre de ke boule. Compte tenu aussi du fodl que

a) w? étanl une forme posibivement déiinie. 1L v oa denx constandes

sUrictenment positives of el el telles que

i )
(15) S — e T

1

e

) le développement asymptotigue de J,(5) e V()2 222] con-

duit a g

. | ' , —, 3 | ¢ ’;., (__)
(16) sy =S R, e l --—‘—~‘< LR
oh

(.1 ¢t B danl denx constantes), oy oblient :

PROGEEME R DRICHLEL 1i5

¢ étant une nouvelle constante. Kt comme 8 = (p — 8)[2, i1 résulte que
S = 0 gquand Ry — 2, ¢lest o dire

olat) = wya?) — 1 (@¥) = 0.

Les cas ny — 0 ou 7y complere peavent gtre traités de In méme mani-

cee a la senle différence que, par suile du fail que
i o L T
(17) Joi) 1 Yy () | =0 =", quand 1 - o,
Viz|

lew conditions quion doit imposer & la solution w(e) a Vinfini sont plus
pesbrictives, A savolr:

&y

{167 iy ()| < Ae~® RT# L de~ R RBT,

oy
avee, comme plus haut = {(p — 3)/2.

5. Kn remarquant que la fonction de Girecen s’obtient cn conside-
rant le point @' = (0% 4%,y m1y — r9) et ensuite cn Ia définissant par

v 1 1 1 1] ’ = T
("J (:!‘? .l') E '_, l.l“v (:-') - h’" (: )l: ~o= V 7\‘1 W,

’

w = g (@ — 't;') (2 — ),

la solution cherchée du problime de Divichlet est:

o als,
(1s) wy(@0) = — 2\ @y &) o O8O da,
. ay
(:p-ﬂ:-
ol
cosa, = 0 pour i=1,2,.,p— 1 €050, = = 1.

T effectuant les caleuls et en tenant compte de certaines formules de
receurence pour les fonctions de Bessel (voir [2, p. 78]}, on obtient
(1M w(09) = — dn(v + l)gg({v) 2% E,p (2) do.
(2 p=0)
Veérifions mainlenant Paffirmation que g est une solution du pro-
bleme  posd.

On constate dabord que Fintégrale du sccond membre de (19) existe.
Fn effet, notons:

18 — Anmalele Universitagii, fase. L, MATEMATUICA
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(20

it i ¢ l 1‘ ” 1 \.’ I(_ Ix ' 1 { i i ‘w‘\i 1 -
I oSUMVe de i )l (”‘ { A i”ln( I i N

. l i 'I N (\ | 18] (l.))} ll 1"t
'\ll“l (]H ll Hi llllu‘lll (U“Ntt”l[(‘\ f.‘. it f[:. l!) .“ll“.h Il(lll Pl]‘ill VO l(”("\
l]llL.

AR LsTL AR, it < gt

[J' 1 l,'" 1
o INT e — Y (e — 29 A ()2 : — o P
[ $0s = s = )+ O } {2( — a2 (ef,)-} -
! Yo
| el Y2 fpel 1
B ( ) "(Z(""ﬁ)“ | (":)') '
1 [
PPour
..)]" i @ . e I
{21) E e S A C A L 2(1*,’)'—’1.
; 1 |
I résulte
¢
P N
l-)
Considérons mainlenant la demi-boule X%
'“ ¥ ‘” N .
Zg.aﬂ-é!'-, Lm0, P const.,
izl
o Vinterseetion & de Vextérieur de la demi-boule
’l
Z.r; I T
il
avee Phyperplan @, —= 0.
Siaf? & X0 nous avons
N : Aad .
| g Ay af ls, 1 (1) do .QS gy =% rrdr < 'l‘.
5" :z._uu K F'H.T” e
xP—U

Ay ctant une constante convenablenent choisic. 11 vésulte que cette inté-
srale tend uniformément. vers zévo quand R—-co, ce qui montre Pexis-
lence of ta continuitd de Uintégrale wyfa). De Ja méme maniere on dé-
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montre Vexistence dus dérivees de uy(r) qui soblicnnenl par des dérviva-
fions sous Pintdégrale.
On vérfie enswle, on atilisant les formules de reeuprenee pour fes
ronctions de Bessel que arlisfail A Féquation iy — 71 = 0.
Il reste a vérifier que 11!1:}‘”;(!‘) (i), = (@, Ay s T i),
1
co but, remarquons Labord que £, (3) admet le développement en série
(voir (21
vl
A -~ — =] | P - 5
Eypi(2) = o 770 T T e o —— by

(— 1) (= 9) n

A= — pour p impair,
L (ui,l’ru.
(__ 1)v+l -
[yi1 : = pour p-pair
1 - T e i .
’ okt Vaw!,’
soienl maintenant @ > U0,y un point de I'hyperplan v, =10 et

Iy perellipsoide
Ay (g = g (e — y) < - (F=T12.p = 1), (v, = 0).

Alors b fonction wy(yg) peut otre cerite sous la forme:

.-,.!‘J - 1 o 5 b i
w(®) = 24 () — £ B () — o do

.“.,4.] J
'_).'L, [y , n 2-‘# ) '
b () — ) poh e T ) 18 -
,I‘J.|.] ‘i-,:] ._.
| 2, r 24, | .
- pprm ] ds - y & (y)\p“ Vit de - -———S;z[r) 20 B, (2) do,
-lv-|-1 ” al ."g:.l

Y Ri’-—y

oll pous avens nolc:
Rf — fa: r, =04

Par des moyens classigues, on démontre que par un choix convenable
de 7 et de a%, on peul fwire foules les intégrales (u sceond membre aussi
petites que o veul, o I'éxeeplion de la quatrieme. qui tend vers gly)
quand q = 0 et 2, = 0. .

toste A voir si la solution (19) satistoit A la condition (15} qui assure
Funicite de la solution. Nous allons démontrer le résultat plus restrictif.
Sios(e) satisfait @ la condition plus restriclive que (14)
(L) aln) | l (s -_S(p_, —1),

alors b vondition dranieild en! watisfuite,
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En effet, considérons dans R un point a" a la distance R de Vori-
sine ct, dans 2 = 0 Uhypersphere avant le centre a Porigine et le rayon,
o= RJ2. La distance de @” a un poind de celte hypersphere sera évidemment
plus grande que R[2. Ferivons ensuite (19) sous Lo forme

{2} (a0 = — Lr(v - 1]!.“},;{ () Iy {x) dm — b kv4-1) R;I“;,;‘{.I.‘} ., (%) da.
b il o2
o) ru

Dans le domaine » = X2, nous avons

. A 3p— 1)
| Eor2) [=B, WM i€s.: 1= —QJ)—— A 1)
0 <an =g R, de — 2" Fdpds,

ds, ¢tant U'élément dlaire de Phypersphire unité de Pespace & p — 1
dimensions. 1 résulte alors :

- L'
| 2B (Ve (Y de | ————— 7> U,
| \ 1 8(7) ver(3) ’! R e 3
&l

T 1]

C, ¢étant unc nouvelle constante.

i ce qui concerne la premitre intégrale du sceond membre de (=),
compte tenu de Fexpression asymptolique de By, pour 7, -2 0, on a,
pour R assez grand :

i L) T
i) 1 N\ i - 0
Moalay B Nde <L :
) Busle) do | < e < e
s hlj2 )
‘lﬂ=“

Ll vésulte alors pour (2% :
p—3

A,
g 3> 3

| ul(a'.ﬁ) "g Rﬂ a

clest & dire la premiére relation (15). D'une maniére analogue, on déduit
la seconde relation (13). On peut donce énoncer le

Théoréme 3. La solution du probléme de Divichlet (13)—=(13') avec
g(a) satisfaisant i (14) est donnde par (19). Si d(z) salisfail a la condition
plus restrictive ( 14) powr x, — 0, dalors la solution est unigue.

6. Etude du systéme (5). On constate d’abord gue o ¢tant un nombre
naturcl, on a:

140

1 TPROBLEME DE BRICITET
() o "p. » 0 I
p ("J- l":z('- N— - ".--I":i ‘ 1(:) Ay — 7) LOF P
o, b
= . Avwo o B Ay 7 YA
(i M, (2)) = a B @) o (r—a) (i —a8) — W D S B
.r_|‘_-0_]‘_ Appe ‘Jlll 1
9] ) . _ . e g
— (2, Ful(2)) = Bu(z) - (@) Bua):
aﬂ"p —[:).1-1

Tk . oA . R (P
— (0, Bu(z)) =3 S By () -k () L S B
s, oy Ausy

¢l parsnite

A 5
ol — v = 1 B (2,

£ — o)) = —
{ 7y) {0, 050) il

se qui mentre guiune infégrale particulitre de V'équation

1 7
(22) [0 us=n, i = — — Wby (=),
pt1
el
Ay 1 .
== el (2).

Ay p—v=1

A Paide de cette remargue, on pourra tronver une intégrale de (22) dans
des conditions plus générales:
soit g,(x) une fonction définie pour 2,
A

2! i ————— r > ),
(23) gy} ‘go:pus:_zﬂ_m y @ ,
¥

0 el satisfaisant a

A ¢tant une constante ol g, comme plus haut, le vayon vecteur dans
Fhyperplan @, = 0.
Uonsidérons ausst la Tonction

xl\, [ .
(24) () =2 — Sgl(w) a8k, (2) do.
“tvsl
"_:p'=0

Une intégrale de (22) qui satisfait a
wy(i?) = 0 ponr x, = 0,

est alors
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e Loy S () Bz )il

T 0

Ion effet, on s’assure d'abord que Iintégrale

() Bofz) do

."#—D

existe et que, parsuite w(r) = 0 pour a, = 0. Ensuite, par des caleuls
divects, comme ceux indiques précédemment; on vérifie gue ny{@) salis-
fait a (22).

Iin partant diiei. on vérifie anssi que la solution de (22) qui salis-
fait &

(25) nfa) == gu{a?), a, =0,
g,(r) étant une fonetion continue sur @, = 0, satisfaisant a

A
Re-32ra

| g} | <

cst

-

o) = | gula) B Buan(2) Ao + "”*“5 () A Fda.

.l U]

(7 =0} (x5=0)

En vépétant la méme procédé on arrive au

Théoréme 4. Si gfx) (i=1,2,., k) sonl des Jonctions définies sur
la variété plane v, = 0 eb satisfont aux conditions

A

olp=3)2+i—1+2

{26) an < , (=12, k)

A étant une constante positive et ¢ le rayon vectewr dans cette varidté, alors
la solution di systéme (3) qui satisfail &

{27) ) = gy pour @, =0,

est
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i (") —= s;l vy () e,

(x =0}

(") = 3 {gg( ey Koo (2 4 i‘—:}igl(a') s }} e,

(rp=0)
rgl‘)
X . A, —
i) = | .{gk(.r) Euu () 4 252 ) B2)
(xp=0) o
L4 a2 gy By )b de.
TR DRI e =
Afin que cette solution soit unique, il est suffisant quion il
{2) Lo, (4} s — 4 ;

_.‘.:i':r_ll.'ﬂhl
qui est salisfuite delle néme pour lo— 1 2 p. Sieette relation (2%) west
pas subisfuite, elle devra étre considérée comme une condition supplémentaire
danivitd.

Comme la fonetion veeteur a(r?) dépend linéairement de Ta fonction
veeleur

8
-

T
L3

gle) = | =2 ).
i/

on peut encore ¢noneer le
Théoreme 5. Si tous les n, sont négatifs of == 0 esl donné  arbilrai-
rement. on peut trouver = 0. tel que st

] Bl i .q
$(@) S oo

on il

) | £ —

alp=1)/24a
)

Ce résultat peul &tre considéré comme un analogue du théoréme de sta-
bilit¢ de Liapounoff.
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7. Etude d'un systéme non-linéaire. Considérons mainlenant le sys-
téme

(30) Su — A F(r, ),

@ ot A étant ceux definis o 2, b satisfaisant cncore a (12), F{u, 1) unc
fonction-vecleur satisfaisant aux deux conditions suivantes:

a) Ffe, 1) est une fonction dé inie sur R? 3 B* continue sur ce do-
maine et lipsehitxienne par rapport @ it;

b) Si on remplace w par ane fonction satisfaisant a

(31) =M cﬂfz ;

i ‘;‘I,T> 0,

alors 11 satisfuil a
D) A 5 | _-_1,’: -
{(32) 5 P, w) e de <L a M, o< 1.

Proposons nous de lrouver une solution de ce systéme qui satisfasse
(33) w() = gia), sur o, = 0.

les fonctions g: (@) étant définies sur @), = 0, et satisfeisant & des condittons

die type (29).
Effectuons sur ¢ la transformation § de (2) qui amene {30) &

(34) S = Ju + fla, ),
ot J est Ia matrice Jordan correspondante & 4 ¢t f un veeteur
f=SF.
Posons aussi
g =S¢

Le sous-systéme correspondant au diviseur ¢lémentaire (7 — 24)F est
L, = My + filw, 1),
(83) Ly = Ryt + 1y + fula, u)y
35

S, = Mty + Uy T fil, w)

On se propose done de résoudre le probléme de Dirichlet pour le demi-
cspace @, = 0, avee les conditions

{36) w,(2) = gi(x) pour a, =0,

les fonctions g(e) étant définies pour a, = 0, ct satisfaisant & (29).

T
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Soit w500} la solution du systeme homosene (3) associé @ (33), qui
satisfait o (36).

Considérons maintenant le point M & R donnd par les coordonndées
Pye s Epote T W

Nolons:

— %) (;'f — a3} + T Sty il P

S 7.,[(:,.3-(.73',-

Alors la fonction
1 .., L
(37) G, (2 @) = 5 [£2.(z) — Euy2)]

catisfail aux conditions suivantes:
G &) =0 pour =0
et de plus, G, (2% a) est unc solution éldmentaive de T'opérateur £—2..
$i nous considérons maintenant les fonctions

Gy, 4) = 1, (B (=) = B, (9],
G0, @) = S [Eu_(2) = By o))
¢l Ia matrice .
a, 0 0
G, G 0 .. .
G )= G,., G, ., G,

on auri

G,_(a° 2) =0 pour &, =0
et encore

p0 O

(& — 1) Gy (2% @) = Gu_yye

Posons
Z(z) = 2™ E(z);

Z(z) est une fonction entiére, dont lordre de croissance est 1/2; soit en-
core ~ son type. Nous avons utilisé déja la relation
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i

o 2 (r, = af)y* = 3 Sy = a4
. 1

Comme VS0 —a9)® esl fa distance entre Jos points et a® soient zpeb 5
les distances de ces points & Forigine @ on deédmt

FACIESC Vg i p Tl
ct de la méme manicre :

Zakzh gﬂl(:ﬂjl:l < Me v ('.V‘.),
cl dlici:
(38) G, @) | g.\[lrf‘!" s

Des résultats analogues sont valables pour Gy Gy

Supposons mainlenant que les composantes fi(x, 1) de flr. w) satisfont
aitr conditions suivanles déduites des conditions 1) et 2) powr B

1. (e, w) définie sur RY R est continme sur oo domaine, bornée el {ip-
schitzienne par vapport & e

34) fifey )y — fifr, w9} < Lio) sup (max | ul! — wi))
L{r) élant wne fonelion qui salisfail &

(10) H_UI\L{;L‘) sy 1 :

P
zy

2y 8i on remplace afv) dans fla, w) par une Fonction veclenr que sa-
tisfait @

(1) we=VE | o= const.,

alors [(x, ) satisfait @

(42) \ Fi(yy )| e Ve dy < ayp, ¢ < 1
.I.'.';
3) Si on introdwit la norme:
(43) 11l = sup {max) f; (&, 1y e WVa ),
alors on doil avolr : i

o]l 4+ 2p Mya, < M.

17 PROBLEME 11 DIRTCHLET 15

L1

On i alors le

‘Chéortme 6. Sous les condilions 1), 2] 3). e systéme (55) adimel
wne soludion duns la clusse des fonctions qui satisfont (+41).

En effet, e probleme posé est ¢quivalenl @ la résolution du systeme
déquations :

(1) u() = o(t?) I S(i(n"’, &) flo, w) de.

n?
I posanl:
(13) T = of@) + § 6t ). fir, ) A
rh,
aolre dquation devient
1= Tu.

{1 Vapdrateur T oadmet un dément fixe. Fn effel on o

(Twye Ve = ()" Ve o Sc““’z G, ) [l w) day
34

i, comme plus haut

=B o= B

5

On iéduit d'iei:

| () Voo f <

U, e—Vh | [J.Se’Vrz |fi (@, u} | da,

n?
cest-d-dire :
el <l ol + 2uaM, < My
It suit que T transforme Fensemble (41) en lui méme. De plus ilest con-
tractant, parece que
| (Tu® — Tu®), | e~V “<S |G, @) | L) S — e | dw,

1

¥
l£+
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et, comple lenu des remarques faites sur Gla®, ) el de la mdctrique induite
par ke norme définie par (34, on e

I Py Tata ) == M| ot — 1t |,§L{-:') di = ol 1t — 1K,

1""
4

Iy

clest & dive
o(Tuth, Tadt® ) = ag (0t ¢/ 2], o = 1.

11 est aisé de voir que Pespace doud de celte métrique est complel. Comme
Yopéraleur T esl contractant, il vésulte que le systime (35)—(36) admet
unc solution wnique, dans la classe des fonctions qui satisfont a (41).
Corollaire. De la relation de contraction, il résulte que la constante
M earnctérisant la classe de fonctions a laquelle appartient #, satisfait &
lu| <ML 2pa M +||v]
d'ont
: e

{(+6) |l < ML —,
2y

qui doune une ¢valuation de 1. en fonction des donndes sur ap = 0.
8. Si toutes les racines caractéristiques 7, de . sont négatives, on

snib quion a
I o 1
() (L—): Yilz) | = ()(].f) quand 2~ .
1l résulte done

(47) G, (@, 1) | = 0@ ==1) = 0 (== "F),

Par suite de cctle ¢valuation de G, on pent démontrer le
Théoreme 7. Sitoutes les racines caractéristiques de A sont mégatives,
Io< (p 4 1)/2 et st flw, 1) satisfait aux conditions suivanies

Iy (=) |

1)
(48) J(@,0) = 0;
2) Quand on remplace w par une fonction satisfaisant &
b
(49) | ae{a) |  ar—tr-dEtes (a = const., > 0, r*=>" m'f\?
1 /

flw, w) satisfait @

. . p— 1
(50) Sl w) | < My, T>2—-T)—+cx;

Pu PROGBEEME D PHRICHTETY 1

-t
N |

V) S, 1) est lipschilzienne  (39). avee L{a}  satisfuisant i

{3} ’ng sup | Gum®, 0 | Fa) dit <21, d=1,2 0, p.

wF

alors le systeme (33) & wne solufion unique salisfaisant @ (36).

Pour tn démonstration  considérons dabord un poinl 4% e R i
distance R, - R, de Porigine 0, située dans hyperplan a, - Up Soit+1’f‘l
une demi-boule de centre O ¢t ravon R, ct B: unc huulﬂc de .(':':nll'c 14
cbvayon 9, By (VB4 = @ ¢t soit Q Fensemble du demi-espace K2 con 1‘;‘l
mentatre & B U B ' " Kins

Cousidérons encore Vopéraleur

gy — o5 ol p ¥
T = o{a") SG(.L”, ) fla, w) de,
P
['+
gquion peut éerire encore sous la {orue

Tu = w{a?) + S(r’(.f,‘:]_. ) fle, ) da 4 E(-'[.r”, 2y fle ) de

B e
+ by

+ \‘G(m{}’ 'Iv)f("u: 'U) (1.!2 °

.
]

Evaluons maintcnant ces intégrales :
a} Si R, cst sutfisament grand on a
g L )12 ,
ct Gy (@ 0) | -1, B0m02 pour ve B
[ Gy (et ) | L A Ry -0E+ powr v e By

et comme fla, u) est bornde dans B, il résulle

- '

T = |60 f 0 de [ < i

I ]
| Qe iEEa 1O
B

Cprems, ‘i)’ borne sup | fle, w) |, vl

Si on prend maintenant R, R:, avee
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L34

9y — 3
o i e
o

vest nodire

3(p—1)
c pr 3 =2k '
fee quiesd possible, va Uhypothise & o (p - 02, alors
| C,q____
I{{)p-:i)j‘_‘Aiﬂ

soppement. en séric de o f2) ot Y, (2), et des

I

by Comple tenin du déve
Iy potheses sur S,

1 = \ SG(;::", ay [, u) rl.t'l._-g. 135 s | f (o ) L de <

B,
(rr A, My et C., €,
.'..‘11('31: i_]. . —-J_-I_Lj_'_:<—'__—l)_"-=é'_aj)l'—'+a
ém&'”-i T AR+ Ry - ) RYT R
0 :

0

il { 1 1 PR I T A i 5 e A

- i i B 1 i e I yrnee
(') 1' I'lr]l]. ((”ll!) L& 1l (l" i‘.” (l\i H 1 (.,\l(_,l e (l(, ]g 3 (l'J s l 0
FERNA . ]

— soil Ly eelle horne — on i
& (/'
. S My My e, 1. %
. I\(.’(_q 0 @) fe, w) de ‘4 i P‘\ T, Py = 2——(7 ) I———ﬁ_?\‘ 7 e

I
(1 A

I ovesulte alors, va les hypotheses s

&

(T'0) (o) Ed RLI::‘_, TR

QQ wne nouvelle constante.
1 résulte done  que 1L_I (_)pvl(;
| 1 salisf A la condifon
Lions qui satisfont 2 la ¢ on (+9). lle méme. o
vsp'u-(-llu norme (43) et la metrigue induile par cet

L — | < S [ G0, )| L) |t = ] e

deur T transforme fa clz_l.ssc des lunc-.
40) en clle méme. Introduisons dans cet
norme. On a alors

it
+
y 5 ynéraleur T est contractant el
4. vu Uhypothese (51) il eésulte que lupu.l.lt,u]l .l.l’."t,.]tl,‘(.‘ulll(‘ el :
‘ .l \'ui!(‘ dEl théorime de point fixe de Banach, 1l resulte que équation
P S
w = Tu

i Sefaisant Ul condition (49}
adnet une solubion wque, satisfaisant 4 la condit {44)

a3 QLLEA DE

n ce qui concerne Pévaluation de wfrp on o, done:

7 _ o B

h";"' AFEER" w el plr oAz s
I' L]

supposons que les constanles €, €y, Oy (qui s‘expriment en fonetion de
I+ borne de £ de Ta constante de Lipsehilz ete), salisfond a
(5] (gl CpaEsa

On remarquera cheore que (T s‘exprine linéalrement en fonclion des
donndes g(@) suray, == 0. 11 résulle alors d'une manicre dirvecte que sion
donne arbilvairement une constante «, on peul {rouver une constante

bl
{elle que st
b
1 |
r¢(“) | 2 y(p—1)2-ta !
ty
TIRTIE
i
() | & ——7z
{ S a7z
h,(up 3 T
{Uest une manicre de comporienient. a Finfini qui est analogue a la sta-
Lilitd des solutions des équations différeniietles.
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ASUPRA COMPORT AT SOLUTHLOR UNEL PROBLEMEI DIRICLELIT
AT TH

Se considera ceualia (1) in care £ este definit de (2} = a; fiind coeli-
cienfi constanti ai unel forme  patralice pozitiv delinite, B2 o matriee
conslantd nesingulara, iar o functic vecetor en » componente. Cu ajutorul
unel solubit fundamentale se gaseste solutia sistenlun (1) peantra seni-
spatiul v, = 0 carc satisface conditia (13') ¢u lunctia g(o) sulicient de re-
pede desceresciitoare la infinit, sub forma (28). Daed {oate ridacinile carae-
teristice ale matricel 2 sinl negative. atunel si solutia  problemel  esle
vapid deserescittoure si, cu o notivne de stabilitate Liapunov  analoei
e cen din teoria ceuatiilor diferentinle ordinare, se poate afirma ¢i e
esle slabila.

Alirmatii analoge se Tae pentro sislemul (30). daeii (e, w) satisfuce
anumiite conditii restrictive





