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(g(:;)c fay=1; Sy =w: floty) =
d’ont

(61) flaro y) — Sy + Sy — S + y)-

i dnér ‘osl pas un homomorphisme
Cette relation montre que, ¢n gl néral, f nlesl pasu 1

de eroupes additifs. _ ‘
= 3°.p:\ partiv des relations (52) et (53):

{62) @ = h + ]',' + .-r",
E@) =@, fle) = &
Soit & un ¢lément de K on a:
(63) s =10+ y =pe+ &+
on  E(ex) =y, floay = @
Fn utilisant (33) et (62) il résulte -

o w = B{ar) — alie) = ab — = {e). — w)a

ol

(ab’ — &)

dlot floo 3 @) = ok — Py € est-d-dire

(64) | Jle =0 vy = af{@) — flaa).

Qi & = 1. ot par 1 on a noté Iunité de A, on obtient :

f(1 3% a) = 0.
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@ un opéralenr dans un espace linéaire, A1
fase, 1 (1963), pp. 21 =23, .
Univ, lasi, Matematica,

Y. — Sur wne algébre wtlachée
Univ, Tagi, Matematied, to X1y,
a Creangn I, — Algébres de Liv, ntm-t!J'sl’l'iPutt'L‘es, An, sf,
a 6, NVIL, fase, 1 (1971), pp. 17 —23.
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ASUPRA FUNCTIEL ,PARTEA INTREAGA®
Rezumat
1 el ar - o on?
\ceasti notd isi propunc o generalizare a functict ,.pfutc:} 1;2121;]211,3.;‘]:
cunoscuti in analizi si teoria muncrelor,_lz; (;12.1_1] tumiu gn?g(h?w men;c
e si I A5 i spatin vectorial. Se Introduc pi cxterne,
recare si apol la cazul unul spatit IC IMTOCue, B i
binare, care satisfac axiomele unct algebre Lie cu cy,'c.p‘igld m-\lll?-i?(?rc iri-
butivitatii. Se obtin, de asemened, operatori care prezintd o abx
legea de aditivitate.

SUR QUELQUES PROBLEMES DE METACOMPACITE
PAR

OLGA COSTINE:CU

L'étude des espaces topologiques donl les recouvrvements  ouverts
satisfont & certuines conditions o été¢ stimulée par difiérents  probltmes
parmi lesquels il faut mentionner, en premicr leu, celui de ln mdétrisa-
bilit¢, Kn 194 Dicudonndé introduit la notion de  paracompacité,
en généralisant la nolion de compacité, et étudie, dans ce cadrve plus oénéral,
quelques problemes sur les struetures uniformes et sur la métrisabilité
{voir [2]); mais. méme avant ee moment, il v a cu des travaux qui ont
essaveé de donner des conditions de métrisabilité dans le langage des ve-
couvrements. Dans ce sens, il faul mentionner les résullats oblenus  par
Alexandroff, Urvson ct Tukey. Pius tard (cn 1948), A 1.
Stone a démontré quun espace topologique ost paracompacet si el scu-
lement §%il est completement normal, et que chaque espace métrisable est para-
compact. Puis, Thron a montré que chaque espace pscudo-métrisable
est paracompact (voir [7], pp. 220—224). 1] fuut mentionner encore le fait
que les espaces qui géndralisent fes espaces quasi-compacts (voir [1], p. 96)
en satisfaisant & des conditions plus faibles que celle de Borel-Lebesgue,
intervient aussi dans 1’étude d’autres problemes importants, par exemple
dans la théoric de la dimension (voir [4], pp. 278—280).

Dans ce cadre, assez général, les espaces métacompacts, hypocom-
pacts, dénombrablement métacompacts et dénombrablement hyvpocom-
pacts (voir [3], vp. 229—230) représentent les cas particuiiers les plus In-
teressants.

Dans ce qui suit, nous allons étudier cerlains problemes sur les cs-
paces métacompacts ; d’abord quelques définitions.

Définition 1. Seient & et &' dena familles de sous-ensembles de X @ &'
est, par définition, wn vaffinement de la famille & si quel que soit A" e &', il
eviste un ensemble A = Q de manitve que A" (C A .

Définition 2. On dit qu’unce famille @ de sous-cnsembles d’un ensemble
X est_ponctuellement finie si chaque point de X se trowve dans un nombre
fini d'enscinbles de & au plus.
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raiquee (X 7 sappelle métacompact stz (@)
went ouvert de Lespace X ad-
(8SE M FOCONTI ment oeert

Définition 3. U'n espact topole
(X. <) est un T, - espuce si (b} tond reconoren
met un raffinement ponetucllement fint qui est @
pour Pespace considerc. ‘
Dans le cas ol lespace lupnl(u_riqm' A sintisfait senlement ala con-
Jdition (b}, nous disons que (XL, %) est fpmsi-mr’mmmpru:!.

Définition 4. On appelle chaine {ibre duns un cspace fopo ‘ ]
1. foule famille £ e et (X)

(sclon Hishario Tamano, volr |9
qui - satisfait anr conditions + Tensemble A indices U est bien ordanné.
K= @ powr toul v € e E, =@

Nous allons démontrer maintenant. un théoreme,
condition néeessaive et aulfi-ante de miclacompacite.

‘Fhéoréme 1. Un Toespace (X. =) est mdleaconipact stcl senlement st
quelle que soll la chaine libre £ = | SRR — e (X, il existe une chaine
e & = 1B cjed [ C & (X) de manicre que:

1. pour tout jed. i cviste v, e td que A C By
2. quel qiee sotl 1o point r=X. i siste Jed, JE S, tel gue pour
chaque j & J — J.oon ax =B

Démonstration. Considérons un espaces métacompact (X, =) et solt
g=1{ A,y =} une chaine libre quelconque densembles de X alors
la famille @ =14 Dy Dy = X—= 1, yel'} et un recouvrement. ouvert
lone il admet un ralfinement. a={a;ied i C a2 (X)),
ponctueliement fini. qui est aussivn recouvrement ouvert de Pespuce X

Vu le héoreme de Zermelo (voir [4]. p- 21). on peul  supposer que
Pensemble J st bien ordopnd 1 compte tenu du fait que £ est une chaine
libre dans X, ¢l & estun recouvrement ouvert de Fespace considéré, il
en résulte que quel que soit jed. Fensemble B, = X — 4, n'est pas vide.

i plus, chague ensemible B, jeJ, sl fermé, dong, la famille 2 =
= [ B;; B;= X—-43,j& J} estoune chaine libre, ct cette chaine libre

fodiquer (X, =)

oi1 Vo donne une

pour espace X, el «

I3

satisfait aux conditions mentionndes, dans 'énonce du théoreme ; en effet,
vu que @ est un raffinement de &, pour tout Sément A, de @', H existe
un cnsemble Dy, €8 tel que A;C Dy, done, quel que soit j &4, il existe
un indice v, 1', de maniere que A, DB Ensuite, du fait que le re-
couvrement &' est ponctucllement fini, il résulte que tout point p& X appar-
tient seulement a un nombre fini d’ensembles A, ilsuit que pour chaque
point @&.X il cxiste un ensemble fini J,CJ tel que pour tout jed —dJ;
on ait wge,. done e n B
JeEJ=Jx

Réeiproquement, suppasols que (X, 7) est un T,-espace  qui satis-
lait & la propricté énoncée et soit & = Dy ye I'} un recouvrement ouvert
arbitraire de lespace Y. Sans restreindre la généralits,
que la famille d'indices 1" est bien-ordonnée el que pour €
a D, =X (sinon, il v aurait &L tel que

on peut admettre
haque ye& ' on
D. = X et alors la famille
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{l) i v
: IS Y v
mevg}t est un recouvrement de Pespace (X, 7) el. aussi, u |
"Ct]t]e, c_a:n{-ll_i, ponctucllement Tini pour le recouvren -.l,an it
citnation sans aucune conditi G nient e :
s 1)‘ 1 .\(_111:-, I.m(.lm( condition supplémentaire imposce ‘li_ ona
o ‘ Ll. h ?lllt done que la famille €« {1, . ](s{-t @ lespace
st une chaine libre dans Pespe ; Adovdy =X — Dy
. . : s Pespace donné ct, par I Ty e
a I'hvnpothese, il exis ! ct, par conscque P T E T L
(!ue}]]gj)‘()n]:::ﬁ({? il existe une autre chaine libre, & | ‘]:{t” ('!]mm[)mumcm
5 - . ) h L S . s = s . .
. it A "”“"\_“) L}-}(-f) soient satisfaites. Il résulte -1]&1« (]IJI' EI ! r lqlll(
= 4 3;; 3y =\ — F 1 o g e ¢l famille
j nJ &J 1 est un recouvr 3]
Y. -). ct pour chi - - $ ouvrement ouvert de I’ ac
(C}) ).u— “1‘?);“ Lh‘""“L 1€ ilexiste ;€ lel que A, CB;, done :L’_c’l)‘lc('
] “T- © pone A’ est un raffinement de o famille 1) J:(' Wl
a condition (2 IR o S 2 d). Comple te .
b condifion (2), on déduit immédiatement que che - con e
appartenir scudenment a un nombre Tint e ] (1; 1‘Hll”(‘ holnt 4l 4 peut
conséquent, cetie famill : [y dPensembles de la famille &’
. ] : ¢ esl sussi poneluelle de b famille e’ copar
démonstration du théoréme, ponctucllement finie. ce qui achtve la
Il faut remar i
st arquer - o
condition de st"])'u'x:llil(‘ﬁll (’}El(, 511 nmll.s nimposons pas a Pespace (X, 1) |
o ‘ 2 alors les con ]| : _ i R - Hi
multanénien ot les conditions (1) et (2), ¢ P ,
tancnier i_,’(lnnnt,nt. une condition ”("(‘t'swi-( } () consudérées  si-
métacompaciic. eessaire of sulfisante de quasi-
En géadral, 1 1eLe .
i a ,da propriété de quasi-md
a1 11 (A & g . ast-nxetace rORRa '
l‘lllﬂ-,‘lll:ll.\ oi Ton impose (’Cl'mincu;l ('(;11(?1-1: :; ompacité west pas hérddi-
tions
propriété indiquée a le caractére mentionnd supplédmentaires, alors, la
Théoréme 2. Si ' X
- S dans un espac ;
. Lo, ISpee qrast-mdétae
ouvert est auasi-mélaz B 1 t mdtaeainpeect, chague sons-cspac
dilaire d g Clacomnact, alors la propricté de [ G ey
¢ dans [(._\.pm‘.( considire. f[rm\i-r,{un‘-)m-m- est hiere-
Démonstrati Sot g
: : {OR. MBULe -
Ia condition i'f)l'mlllécm((‘;lt V((‘*\, ;} un espace fopologique qui salisfail 3
D ot i ehca o eapacc il do lewfice
&y A shotn rec rengra ey | iR S| CC
alors 11 cxiste une l'anrlilic fl'c]: 1(_(,:11111\1‘111(,11! - _onvert. de l.C‘ipacc] '\.*
nsembles £ iesiedis o) o
* -y : o s ceouverts Hh s vl
D} = D MX* ani est évidemm | D, Y2} telle que
ot cnt un recouvrement I
U= |]D etz,estla trace del FHENL Jrout s eopuce (D, <p)
Ist l'fex . de la topologic = sur l'ensemble D Il,
existe alors un raffi '
! linement t-ouv
. . T-ouver . -
de la famille { D_; yel'), & d Utta POH(,‘tuel!cnlcnt fini, & ‘R sjed)
D. La classe d’cYmemble; ) ant en méme {emps un recouy R pou;v
G s swouverts | I, . 2
1 . B "
{nf)l:t du sous-espace (X*, =), ellc t‘stl 'uiQi\ ; JE'.:I} st un  recouvre-
.. ) . k ol UG ¥ - o
(X,,*' =] } et de méme. cotte classe. out u;}( 1‘1{{11;([3mcni de la famille
B S ' se est ponctue - [ini
y T ) est quasl-mctucunll)act. l cliement llnle, done

Remarg R e

P we. Si (X, ) e , -
théortme 2, alors chzlq’uv )m:g (u::) f'_a-clsplace qui satislait a ta condition du

Sore sous-espace de espace considérd :

Théord , space considére est mé
PR me 3. La propriété : est métacompact.
réditaire par rapport ﬁjlu }:;:lf;;b (;(, quasi-métacompacité a un (m.a”&’i y
On peut dé ) lasse des sous-espaces Terme .

1t dé e hoaE espaces fermes

monlrer ¢e théoreme en utilis-:m/t wn procédé

celui emplu ¢ d
yi¢ dans la dé g v 6
cimonstrat \ s = Ugud sur
nstration d'un théoreme gt st

analogue c¢tabli dans
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le eas des espaces quasi-compacls (voir [1], p. 99), ¢t en tenant compte
de théoreme 1.

Théoreme 4. S (X, =) est wen espace quasi-nétacompuct el (X, )
est un espace quasi-compact, alors Uespace produit (X; xX,, =) est quasi-mé-
fucompact.

Démonstration. Soit. & un rccouvrement =-ouvert de Iespace produil ;
alors, quel que soit le point (¢, =\, .V, il exisle un  cnsemble
D(a ) €% (2))7, et un ensemble Ala. )& ()=, lel que e a,) X
xAlr,, @) soit inclus dans un voisinage s-ouvert du poinl (@, @), qui est
un élément du recouvrement d. St nous considérons le point ay fixe dans
Fespace, X, et supposons que le point .oy parcourt Fespace A, alors nous
obtenons, par le méme raisonnement, les famibles dlensembles | e,
= X, 1R ()7 ot Ay, ay) s ay = Xol C meioen plus, onoa |

|_’ X
Al 1,)=X,. Vu que Fespace (Xy, 7p) est quasi-compact, le rcccmvl‘r‘mﬁné
ouvert § A(r, ) @&, contient un sous-reconvrement fini. soit
TACey, @8y s i =1,2 ., a(e)}}. De méme, on obtient un systéme fini de
voisinages ouverts pour le point @, { I{ay, ady =1, 2, n{iry)} et done,
n(xl

N Dry, wd) = D) @)N . Evidemment, chaque ensemble D) X
i=1
s Ay, «f), = 1,2 . a@), estinclus dans un ensemble de ka faanille &.

La famille diensembles onverts &, = { D) s e X, est un re-
couvrement ouvert pour Tespace quasi-mélacompact (X, 7). done, clle
admet un raffinement ouvert, ponctuellement fini, & ={R/; jeJ}
&, ¢tant en méme temps un recouvrement de Fensemble X. Pour tout
indice j& ./, il existe un ensemble Do) e 4, tel que B I{n)) et la familie
CAQe, ) =1, 2 . n(@)} est, comme on a déja précisé, un recouv-
rement T,-ouvert pour Pespace (X, 7). Lafamille d’ensembles ouverls dans
Pespace produit @' = { R, xA@}, 28); i =1,2 ., n(x}); j&J} et un
recouvrement de Fespace (X, X X,, 7) 5 vu que tout ensemble 1 3¢ A (¥),ad)
est inclus dans un ensemble D) > Ala,, @f), qui, & son tour, est inclus
dans un cnsemble de la famille &, il résulte que &’ raffine le recouvre-
ment d. Pour finir la démonstration, nous devons montrer encore que
A’ est ponctuellement fini. Soit (#;, #,) un point arbitraire de  Tespace
X, X X, ; alors, #, appartient & un nombre fini d’ensembles B =& el le
point @, se trouve dans un nombre fini d’ensembles A, wy), done (&g, @)
appartient sculement & wun nombre fini d'ensembles du recouvrement ou-
vert 4.

Remarque. Mentionnons quiun procédé tout a fait analogue a celul
utilisé¢ dans la démonstration du théoréme 4, nous permet de montrer que
si on supposc que Pespace X, est muni dune structure lopologique prin-

cipale (voir [5]) et que Pespace (X,, +,) est quasi-métacompact, alors Pespace |

produit X, xX, est quasi-métacompact.
Théoréme 5. Si Pespace topologique (X, <) est localement compact et

métacompact, alors (X, =) est une somme d’espaces localement compacts dénom-
brables ¢ Finfini.
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Démonstration. St @ est un point arbitraire dans Uespace considérd,
alors il exisie un voisinage compact du poink @, et par conséquent, r ad-
met un voeisinage ouvert relativement  compact ; votons par D, un tel
voisinaee. La famille & = ! D, v X} est un recouvrement ouvert pour

Fespace métacompact (X, <), done, il existe un raffinement ouvert, & =

={R,; jed }, ponctuellement fini, qui est, en méme temps, un recouvre-
ment. pour Tespace (X, ) ¢videnmment, chaque ensemble Rj, je&.J, est
relativement compact. Le recouvrement &, ponctucllcmcnt fini, admet un
sous-recouvrement irréductible (voir {4], p. 225), (on dit qu'un recouvre-
ment, &, d’un cspace X est irréductible s1 quelle que soit Ia famille  ,C
(X)) strictement incluse dans la famille &, &, n'est pas un recouvre-
ment de lensemble X). Done, sans restreindre la générahté, on peut sup-
poser que & est un tel raffinement. A Vaide du recouvrement & nous
introduisons une relation, &, sur I'ensemble X ; disons que lcs. points
v, ye X sonl dans la relation 8, (v, ¥} S &, si‘ ¢t seulement §°il existe une
amille finic d'indices JoCJ, Jo = iy du s du | telle que ae R, yeR;
et RN R = @ powr tont kel 2,...n t. La relation § est une
¢quivalence sur X S1 ] est une classe d'cqm\'ulcnq: _par rapporl a §, =z
est un point arbitraire de la classe [w], et B; estun ¢lément de & tel que
e R, alors gquel que soit y& K. on a (y, ) 8, done ye[ey: par conseé-
quent le voisinage ouvert R, du point z est inclus dans [}, cela si-
gnific que [w}e=. Par conséquent, on peut considérer Vespace (XY, 7) comine
somme de Ta famille de sous-espaces fermés el ouverts localement compacts
{2, =) vEX T _

Soit y un point arbitrairement choisi dans Pespace (][], Ty et Sy =
=Ui{R;; Re&, Rsy}: du fait que la famille & ost ponctucliement
Finie, il résulte que Pensemible ouvert 5 est relativement: compact dans
le sous-cspace ([2], =(x), et son adhérence, par rapport a ta lopologie
de cet espace, est un ensemble ty,y-compact. Considérons ensuite, la famille
A, & qui satisfait a la condition A5, = @ quel que soit Ae d,.
Compte tenu des propriétés de P'ensemble ) et du fait que & est un re-
couvrement irréductible, ponctuellement fini, il résulte que &, est une
classe finie et donc S, =U{ R;; B;&Q;} est un cnsemble relativement
compact dans l'espace [z].

En procédant d*une maniére inductive, nous allons déterminer, par
le procédé indiqué plus haut, unc suite d’ensembles {8} C <, re-

e N
lativement compacts dans Fespace ([@], 71z), o0 on & Sy =1 1 Raa’,
RNS, 1# @}, ct {J S,&[x]. 5i 2 est un point arbitraire dans [], alors

ﬂEJ\' . - -
(2, y)=8, donc il existe une famille finic d'ensciables de &, LB Ry By
telle que y=R,;, 2R, ct B; K,  #@ pour tout hes {1, 2,.., p— 1}
il en résulte que B; CS,, B; CSy oy £, CS s don¢ z& §,. De cctte maniere,

nous avons démontré que [£}C U S, cest-d-dive [0 = U S, Done
o ne N e N

2 — Analele Universivigin, f2ec. 1. MATEMATICA
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chaque sous-cspace ([r]. =) de Fespace (X, 7) est loealement compacl, dé-
nombrable 2 Pinfint.

Consdégnence. Du fait quiun espace localement compacl qui esl somme
despaces dénombrables & infini - est paracompact {voir ], p. 112), i
résulte que dans la elasse des espaces localement compacls qui sont des
sommes despaces dénombrables & Uinfini, la paracompacité est ¢quiva-
fente o la mélacompacild,
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ASUTRA UNOR PROBLEME DE METACOMPACITATE

Reznnat
Nota contine citeva rezullate cu privive la comportarea spatilor
evasi-metacompacte simelacompacle.

Teorema 1 formulcazi, folosind notinnea de lantl intr-un spatiu to-
pologic, o conditie necesara si sulicienta de nelacompacitate  in spatiile
T,. Se demonstreazi apoi, doud propozitii care precizeaza conditii suliciente
pentru ca proprietatea de metacompacitale sa aibd caracter ereditar (teo-
remele 2 si 8). In tcorenm | se dit o conditie suficienta pentru ca  produsul
a doud spatii topologice si fic un spatiu cvasi-metacompact. Teorema 35
pupe in evidenti v proprictate a spatiilor care sint local compacte si
metacompacte. Acest rezullat conduce usor la concluzia ¢ in spatille local
compacte care sint sumne de spatii numérabile la infinit, proprictatea de
paracompatitate este cchivalenti cu  metacompaeitatea.

SUR LES BI-ESPACES EXTREMEMENT DISCONTINES
P AR

| C. AMIITARSET

1 Soit X un ensemble, 9N} L famille de ses sous-ensenthes ¢t
Fensemble des Tonetions f: 28X} — 4(.X). On utilisera les délinittons sui-
vanies donndes par P0Gl Hammwer dans [4].

Si f st une Tonetion qui appartient o alors

1. f sappelle isofone st < B implique f4 = /B,

2 f sappelle ectensive sioe < f, cest-nedire si A e UL

3. [ sappelle ddempotente si f* = [, ¢oest-dedive st ffd — oL

4. f Sappelle erpansive sielle est isotone ¢t extensive,

5. [ sappelle fermeture st clle est expansive et idempolente

Les fonetions de fermeture addilives seront nomindes fonctions de
fermelure Ko rato ws ki Seranolé par: P Fensemble des fonetions idem-
poicntes, Fy-Fensemble des fonctions 1salones, F-lensemble des fonetions
extensives, F,-Fensemble des fonetions expansives cl. I'-Uenscmble des fone-
tions de fermeture. On dit quiune fonction f = F vérific Tacondition (£)
si A = [0 implgue 4 = ¢fed, ot eod est fa complémentaire de P'ensemble
A, (c.f = X — A). L'ensemble des fonctions qui vérifient Ja condition ()
est noté par F/,. J. C. Kelly [3]a défini un espace bitopologique (X, £, £)
comme un ensemble X avee deux topologies 4 et £ données sur cet
ensemble ; on peut dirc quiun espace bitopologique est un cusemble X
avee deux fonetions de fermeture Kuratowski i, s & F. P. C. Tammer
[5] a défini un cspace isotone (X, f, g) comme un ensemble X avec deug
fonctions isotones duales f, ¢ & F, (les fonctions f, ¢ s’appellent duales si
f = ¢fe). Dans celte note le bi-espace (X, f, &) sera défini comme un cn-
semble X avec deux fonctions arbitraires f, g & F. Par conséquent, dans
la définition d’un hi-cspace on ne demande pas que les fonctions f, ¢ de I
apparticuncnt. 4 une méme classe ¥ de fonclions. Dans la suile, on élu-
diera quelques classes de bi-espaces.

2. Rappelons fa définition el quelques proprictés de la foncltion sa-
turation. Si & cst une relation binaire queleonque sur X, en nolant comume
d’habitude &|A4| = {y: @ 3y pour a4}, on obtient une fonction s el



