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ASUPRA INCOVOIERII PLACILOR PLANE IN ELASTICITATEA ASIMETRICA
Rezumat

Unele aspecte ale teoriei placilor planc omogene de grosime constanti
au fost studiate in [1, 3, 8]. In prezenta lucrare se stabilesc ceuatiile
unei noi teorii a incovoicrii placilor planc izotrope, teorie care se dove-
deste a fi mai simpla deeit cca data in [1, 8] st in acelasi timp mai com-
pleti_decit cea din [3].

In construetia acestei teorii, rolul fundamental il joacit grupul de
ipoteze (a)—(c) (Scet. 8). Trei dintre acesten : a}, b), e,) sint similare
ipotezelor i Kirchhoff. Celelalte, c), d}, ¢;), caracterizeazi rotatiile locale
s1 componentele p,y §i gy ale tensorului micromomentelor. Autorul a intro-
dus aceste ipoteze in scopul obtinerii unei teorii aproximative usor de aplicat
In rezolvarea problemelor concrete de incovoiere a plicilor. Pe baza acestor
ipoteze se aratd ci deformarca plicii poate fi caracterizati cu ajutorul
a trei funetii de doua variabile : deplasarea transversali a planului me-
dian w(a;, a,) si componentele Q. (), 3), (p = 1, 2) ale vectorului rota-
tiei locale in acest plan.

Se introduc momentele incovoictoare, fortele transversale generali-
zate si rezultatele micromomentelor prin formulele (3.18) si se stabileste
legitura acestora cu functiile de mai sus {((8.14)—(3.16)). Ecuatiile de
echilibru ale placii precum si conditiile naturale la limita pe care w si P,
trebuie sa le satisfaca ((4.8) si (4.9) — Sect. 4) se deduc din principtul va-
riational al lui Lagrange. In ultima parte a lueririi (Sect. 5) se demon-
Sfreazi palru teoreme care prezinti importanti pentru aplicatii practice
s1 mai ales pentru rezolvarea aproximativa a problemelor la limita. Ultima
dintre acestca cste o teoremi de unicitate.
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CONSTANTIN SIMIRAD

\renstorl adatometoda de redu-

inf1] R F. .
1. Introducere. In [1] 4 sisteme de forma :

cere a fermenului perturbator f{r, &) 1
o= Ay + fit, @) ' .
terval finit de timp 0< ¢ = §, si a D C €, D fiinc

tiind o perturbatic convenabil de mica. .
ati adaptam accasti metoda la sisteme cu paran

valabila pentru un m
un compact, f(f, )
In lucrarea de [

mic de forma: .
(1) = A() + =f(, 2, 2), -
i iax sitiva Ry, oD €7, D [iinc
inzind interv: la semiaxa pozitivd R4, a& : :
tinzind intervalul de timp I pouitivd ) C G, D) fiind
Cl-\t:.:.ﬁcmencu un compact, lar f{t,x, z) mirginita m domeniul sau ¢
de as

mg la semiaxa permite, in plus, unele
banale a sistemului perturbat.
turbatiei, extinsi la semil-
iodice care au pro-
eriodice pen-

Extinderea intervalului1 dct t.imp]I b

i stabili solutie
ezultate referitoare la stabilitatea solu ‘
- Aletoda lui R. F. Arenstorf de reducere a perti ‘
axi, aplicatd la sisteme aulonome cu perturbatit ptlﬂt“l :
‘p‘rié,tatea (n), (vezi mai jos}), conduce la existenta solutiilor p

s 1 (1). ) o _ 1
= b1s2teE:du(ee)rea termenului perturbator. \'om-[.)resupm;t'a ci fu?;F?(ti(t§
are derivatele partiale de ordinul intil st al doilea continue, i
satisface conditiile obisnuite de regularitate.

Admitem ca sistemul generator

z = A(2)

) = C.
ariabila datd de

(2)
are solutia @ = @(f, §) cu w(0, C_‘
Consideram schimbarea de v

ar = + <(t2,e),
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unde x cste o solutic a sistemului (1), 1ar functia =(1,
a sistemului :

Ii'l') i (’ U 3) 1 7."{!1 Y, "..,).I(.l‘) - ,t,(l‘)'.‘(f, L :‘_ ;’:f(l' y, Tl‘il'
Derivind (3) obtinem :

r. g este o solutie

ve= vy — A, () =(t, g) — O 5 ¢
Tl oe) 4 Tty 2) L oef(r w, 2) L oes it g) flt. ir. €
si folosind (4) rezulta :

(3) £ Ay — O = %) + 2=, (8, 0, g) f{t. ., ).

Presupunem ea det | o (— ¢, ) | # 0 si ¢q este posibil sa restringem
domeniul D la doneniul D" C D, cu proprictatea ca daci res¥, atunei
o(—t, ) C D, pentru teR .. In acest caz o solutie a sistemului (4) este
data de R.F. Arenstorf in i1 de forma :

(6) oo, 5) = — eScp:-‘(-— sy W) U= 5, o~ s, &), e)ds,

valabila pentru (=R, si el C D.
Presupunem ca

x

(7) S orl(—ta) | dt = M pentru « e Iy,
1]
In accasta ipotezd rezulta inegalitatea :
(8) el 2) e MUfU, )|
unde definim norma prin
|ft, o, 2} = sup | f(¢, 7, z) .
reb
tERL
bgege,
Pentru evaluarea noului termen perturbator in (5), vom restringe
domeniul D’ la domeniul D'’ C D'C D cu proprietatea ¢i daca 2D

st a” — )| = o atunci vl Aplicind formula integrald a lui Cauchy
abtinem :

1

A=t r, 2)|
(9) T Loy )| £ nmax |_—("—
leifen U".j

Notind termenul perturbator din (5) cu

“ueM| f) o7t

ﬁ(f. r, €) sty ) fit, ey =) — O =(fx, 2)E),
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obtinem inegalitatea :

I alt, @, <)l = e2nM | fIF o7t 4+ 2 KM fI3,

r r
unde K = sup i L, ()]
Ted . ‘
Fie & = max (nM, KM, atunci rezultit incgalitatea :
| 8(t, @, <)l < RIS + 1)

Pentru a afla inversa  schimbarii de variabila data de (]3) vom l‘lc);

, i i " . b et a ci dacaat
stringe domeniul D la domeniul 17 C D' cu proprietalea cii daci &€

bl

sillas — || < g/n, atunci ae&D”. o o
' Consideram sfera S(ae, o/n) C I si aplicatia

{10) u(t, d) = o — =(f, ¥, ).
forma & In S § i in adevir w{f, r}e S, deoarcce

Aceasta transforma S in S pentrute&ER . in a :

L u(t, 2) = x| < M | f]| < ¢fn. pentru

Tl —.
oy nB | f|
Afirmam ci aplicatia (10) este o contractic ; in adevar:

4 Ty ~=1 | ro—
(12) [u(t, @) — wlt, ) sl 0 o —a'l < seM[fl o710 — 2

si cu = din (11) evident avem e |[[f[¢7! <1 . WA
' Notind sirul aproximantelor succesive cu wu,(f. a*) = u(u,_,(£.2)), §
cu ugft, *) = a+, prin inductie completi rezulta :

t, (tl .I“) C S(ﬂi‘*, F’/")'

i ifor : we= D+, la o functic
Sirul w,(t, #*) converge uniform pentru teR., el

’

{3°) aft) = a* — alt, @', =)

Comparind (8) cu (8') rezultda =(4, &, g} = at, @, s).' ——
Sirul derivatelor totale in raport cu t este de asemenca un
' -

vergent. In adevar

duy(t, w*) .
dt '
(13) .
du,
du,(t, v*) = = {1, 1, y(E, %), ©) = T, 1, 1) <) dtql. _
dt i

Din sistemul () si ipoteza || A4, (2} < K,, obtinem :

= (o, € 1< | Al nell £l Mot 4 Ky=M{ £+ & S
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Vom presupune ci || <, || <] =, [. Incgalitatea inversisau ecgalitatea
celor doui cantititi nu afecteazii rezultatul, deoarece atit|| =, | ¢it si

. . - T' 11
pentru ¢ convenabil, pot fi considerate subunitare.
Atunci
Ly (8,20
'_f”u( , ) =0
dt

e {t.0%)

L < ” Tr” 1
(14) dt

L ) 1 — |.- |n
L =l =1 =l ————
k=1

11— =l

e, (1, )

dt

H

si deei sirul derivatelor totale in raport cu ¢ este uniform marginit,
Sirul (13) este de asemenea sir Cauchy. In adevar

du du, 4 dit, 4}
L - 2] = | i . | -
| dt dt |"‘"<" "“’” + dt ; J.r“ || Hy_1q Uy 2!. |
du, di, o
el - —=|<
dt di

di,_y du,_,
di dt
deoarece derivatele de ordinul al doilea ale functiei =

={t, @, €) sint presu-
use miirginite, jar sirul (18) este uniform marginit, constanta 4 fiind
f=] 7 E = H

e I T T | S o | ‘

dw, 4
dt
Aplicind inegalitaten de mai sus de b oori, obtinem :

I =041 = |l sup
TN

du, du,_,

o < A u
dt dt

-1 = “u_::” + H Tl I-‘f“ Uy_s — '”rr_al +

+ ” —'x” | ”n..k - “u-k—l” ] + ” T '.k J

| dt dt

Dar sirul (¢, a*) este sir Cauchy, 1ar i =J| < 1 pentru z convenabil
ales si deel alegind » si k suflicient de mari, tinind cont de faptul ¢i sirvul
(13) este uniform marginit, rezulti ci este Cauchy si deel uniform con-
vergent. Cum <,(#, ¥, ) si (4 &, ) sint uniform continue in D+, rezultid
treeind la limita in (13)

lda_  duy_y g I

(=1
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O = (I + F"r(’r &, E))_l -".-(!1 T, z),
deoarece sirul [di,{t, a*)]/dt converge uniform la — [do(f, a=, €)]/dl.
Revenind la noua funetie perturbatoare, vom nota cu
zolt, e, €) = ;g;(! at, =)

si deei sistemul (1) devine :

(13) ar = A{w*) + =¢t, @+, =) pentrn teRy, v C D, cu
Nalt, e, =) || < shlifI*(1]/p + 1) Notam en €2 — zh si facem ipoteza

_ 1
(16) Ue +1 <GS w0 <o <,

atunei obfinem
G0 I et v, D < (el

Aleoind cel mai convenabil = incit rationamentele anterioare sa ri-

l. 2 - | . . . . - . -
minid valabile impreuni eu =/ f <1, termenul perturbator f(f, .;_, s)_im
sistemul (1) este mai mare decit termenul perturbator g(f, a=, =) din siste-
mul (15), asa incit putem cnunta urmitoarea . .

Teorema 1. Pentru = suficient de mic, in condifia (7) s D+ @,

fiind cel precizat anterior, cvisid o transformare de forma @ = v — a(t, a*, 2),

care transformd sistemul (1) in sistemul (13} cu noul termen perturbalor sd-
fpia bk : A
tisfacind inegalitatea (17). o . .
Sistemul (13) are acceasi formit ca $l sistemul (1}, avind z}cc]c]a‘.g;l pro
prietiti pe domeniul D* C D, asa incit teorema 1 se poate aplica din poui
n vederca acestui scop vom nota elementele intilnite la primu
pas cu indicele unu.
Fie deci sistemud 0
: : w s by recum
(1) &} = A@}) + =gif, a1, €) pentr /= R st 2je DIC D,
si transformarea . _ . -
(3) ¥ = ap — 6, (£, a3 ¢}, atunci avem incga ititike

| 5o (2, a3, 2) | < =M g (E 2, 2))
| 720 (8, @e) || < nedY gl et ,

> 2 (IR S L ay | — A
8 (4 ay, o)l < nsM|| glFost 4 KR || g, (° < (e gl )( 1]

Vom face acum ipoteza gencrald

(16)

+1<(Elgl)e wmo<e=,, n= 0,1, 2
Pnt1

unde g(t, , <) = f(i, @, ¢). Presupunem ci
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.
LA = -
(167) > ow=13 <+ 0.
=l

Acenstii ipotezi este necesarii pentru ca aplicind repetal teorema 1
Sionu epuizim indree domenink 11

Pentru aplicarea de un numar finit de ori a teoremei 1, conditia (16')
ni este esentizlia deoareee putem alege © ineil ea si Tie satisfiacutii.

Totust daea am alepe de Fecarve dati ¢ ineil sa fie salisTaeuta (167
s-ar puten ea lim z, = 0, deearcee lim g, =

Hor ot W=y
Cu ipotera (167) obtinem sirul de inegalitati:
al < (I Y-

12

2 (2]l g |1 )2 < (g == < (:_f' )('-3—103"’,

1]

Gay 1 = (U g,y ] )2 = (RIf] e,

J
z
[{

ar penbren functiile <04 v, . 2) obtinem :

w{t, a5, b < 2 Mgl < (LA

(18) 7o (ty @ne ) < s Mgy yll < (=LA Yo"
Fie D, D, pentru n = 1,2 ... st D, ==¢, atunci din (17) rezulti
ca lim| g,|| = 0.
no~o

Considerim seria
"
(19) B | X - Th
o= |
Accasta este absolut si uniform convergenta. In adevar, deoarece
2 — 32 aluner {2 — w)” Hi2 — e} penlri » = G si obtinem :
2 . T (=]l fI] )&=
S o (o 9 =K () 4 SR = K () + — D

[ . =7 1 — (T:: n_ll_. )2-."0 i
G
unde K (z) =X <, (&, 1, &)
-1
Cum ey, — v b,y g) 4 oo (8 0 ol '-_'-.—L'['" AT g).

alimei trecind la limita obtinem ;
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(20) o = a + = (f, @, ¢), unde < {{. &, g) este suma seriel (19).

Pentru seria derivatelor partiale in raport cu .ravem sirul dein-
egalitati:

(e < M flle ™ < Sl =< (RSN
sltore D = Gl < g < EIANETeT,

i - - 1-w@)(2-e)n—i
o (0 e D <D g T < (S

?

Deci
o (: L yur e )
(22) I l‘le' (1. (2 2}l < (: )+ 1 — (,_:.. Fl| )i wiz-o
= g
wnde K(z) = .\L o U ith—yy B, 2, = si este o serie absolut siouni-
n=i

form convergentit la <, (£, @, g). . T
In ce priveste seria derivatelor in raport cu [ convergenta rezulta

din faptul cd functiile =, (/. wi_y, =) verificit sistemul :
8} me (o g 2 o, (LY 2y e, ) = A an_1) T {t, v} 4. %)
: i en (11 m:r—ls 3)&
iy \”2 K % L= 4- V [
‘“ deci X “a = ] A ” -~ \l o) H i 1 Hl |I -n .] a7 &= |l Ea
f n=1 L =

r=1 w=l

Seria (22), pentru = convenabil ales, are suma suficient de l’Tlv'le'l
ineit inversa funetiei din (20} se poate obtine pe acecasi eale ca §i la
primul pas. Fie inversa
(23) o= — a(f, ar, =)

Cu transformarea (23) sistenul (1) devine
(24) pe — A{ar)

a carui solutie este x+ = o{t, ¥). cu ax(0) = o0, C) =
I fiind domeniul pe care existi inversa (23).
Solutia sistemului (1) este atunei de forma:

Wty ©) = olt, L} — oft, oL, T), <),
cu 2(0, {) = ¢, deoarece o(0, T, <) = =(0, x(0, §), ) = 0

¥ pentru Ze D .
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Observam ¢i

:igl a(t, §) = o(t, ¥) deoarece

li e, g) =i
5”301 a{l, a*, &) = 11111 (L, w, g) = 0,

3. Stabilit iei si i
05,0, ) o 0. Alunet patem denmsin S apunen: ¢ A(0) =
91, g} = 0. demonstra urmatoar
i1 0, <) \unei ¢ stra urmatoarea
e ?m.’i ﬁ];)ram .qoéz_alja bqwala a sistemulut generator (2) este res
atunci. in condithl m"sm wd, asimplotic stabild, wniform asimpiotic stal I
alunc, b;”m’;___,u e (.1;:(1 t;‘(msfmmm‘m (23) reduce termenul ]J(’}'!?Hb); Y,
R 1o sistemului perturbat es ] st
il nala a siste) perturbat este respectiv stabiléi, wnifor ’
, ns]z]mz)éotu: él(tl{lfa, uniform asimptotic stabili (f?a('ﬁ det ]bll'ﬂ'_. (?t[ o e
adevar ar 5 : O PR
olution afevar, (.cimne'ccosmtcm in conditiile de existenti si {111;cit)‘ 1 B
Din ,(G) ;;c o thui (1) si (2), rezulti ca oft, 0) = 0, ])cnlrﬁ ca (0 0)(l c()a
U ¢ ed =(f, 0, £) = 0 si atunci din (3) rezulta ci itk A
! 0) alia ca pentru 0 = 0
b

Cum =(t, v, ¢) = o(f, 7+, <) rezulti ci 6(t, 0, ) = 0.

Prin inductic completa rezulta eit
T (t 0, e)=o0,(t, 0, ) =0

Derivi ia =, r i
ind functia <(f, @, €} in raport cu 2 rezulti :

i=12,.

| @ e) = au(far, e )l = 6. (tar, ) (T — =, (1, z})
si deci o

o {2 @, e} <1 = (L, i, s)ll | A {t, x, g)| !
P | )

adica deriv o .
COnsi‘dzcl::-{':,n?mglh?- alt, -ti':‘, €) in raport cu a* este mireiniti
Cons dm solutin sistemului perturbat T T
e ; ‘ - what ; .

ducerii termenului perturbator : at obtinuta prin metoda re-

w(t, tos Co) - c?(t: Ty EO) — oft, ':?(fa fo: t—ﬂ): 3)'

Deoarece  soluti i 1
solutia  sistemuh
i ¢ $ 1 generator este stabiliv rezultd
et g,, Co)f, < /2 pentru || g, || < 8((:, g/2) si t 2 ? ngﬂbl(:d s
um ; =0, i St - =
A o ;mc{tm 6(f, a*, <) are derivata in raport cum.’r' marginiti, rezulta
(9l L), )1/ 52 pentrn | 5 < 5 e e
Alegem 3, = mi zf i nei
ey egen . mm{Sl,S(?O, €/2)} si atunei | aft, 1, L)) <
olk S 12‘(.0, &) oricare ar fi t > {,,. e D
.Pril:;lt]ll}iatea uniforma rezulta n mod asemanitor
< 1 " . q b 1 T : .
I adiln‘ln(:?;n (,61 S(‘Jl}ltl‘} })dnﬁl:t a sistemului generator cste asimptoti
, i este stabila si lim (4, £y, £,) = 0. Din cele ar: k ind acum
m , C : cic aratate pini acum

cil

e — ey

9

rezulta ci solutia sistemului perturba
cum accasta functic este continud,
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t este stabili si deoarece s{t, 0,¢) =0,
rezultd lim @ (2,15, %) =0

{—=m

Cazul stabilitatii uniform asimptotice rezulth evident din cele spuse

anterior.

4. Existenta solutiilor perio
o - periodica in £ uniform in rapor
ci sistemul generator (2) admite
conditia (7) nu mai este satisfacuta.

in loeul conditici (7) vom presupunc €
proprictale :

dice. Consideram sistemul (1) eu f{t, @, g)
t cu celelalle variabile. Presupunem
solutia o - periodica o(f, T). Fvident

4 sistemul (1) arc urmatoarea

(&

(n) S oV (= 5, 1) f{t — s, 0(=S, @),¢) ds = 0.

daci transformdrile date

Definitie. Sistemul (1} are proprictatea (n
noilor termeni perturbatort

de (3') conservid proprietatea de ortogonalitate a

1 .
Pe 9. (-813)' R L . .
Presupunem ¢ luerim in conditiile de la sccfiunea a doua, farit con-
ditia (7), pe care 0 inlocuim cu ipoteza cé sistemul (1) arc proprictatea
(n). Ultima ipoteza exprimi faptul ci functiile =, (£, 5y, €) sint @ -pe-

riodice si definim norma prin
i

L ol = sup | § 077 (=8 AU =5, o= 5, 2 )&
0 gttt
TED LU
0ge <o

Observim ci aplicind transformarea (3') sistemulul (1), in noul sis-
tem obtinut, termenul perturbator este de asenmienca o - periodic. Acest
lucru rezults din faptul ca g(f, @+, =) = = (L, 2, ) fit, vy 2y — O( = %) iar
membrul al doilea este functie o - periodic.

Rationamentele din sectiunca a doua se pot repeta, si de data aceasta
condue la faptul ed =(t, @, =) este o - periodicd n ¢ deoarcce este limita
unei serii uniform convergente de funetii w - periodice.

Dar =(t, », €) = olt, &*, 2), $i dc aici rezulta ¢a solutia sistemului per-
turbat 2(f, ) = olt, T — o(t, o{t, Th <) este w - periodica in 1.

Observam ca la sisteme cu proprietatea (n) metoda Juirii mediel
nu se_poate aplica.

fn concluzie putem afirma

Teorema 3. Dacd sistemul (1) este w-periodic in i, iar sistemul gene-
rator (2) are solutia generald o - periodica in t, alunci, in condititle reducerii
termenului perturbator, sistemul perturbat admite solupic « -periodica in 1,
dacd are proprictatea (n); in plus avem :
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lm v (1. 7) = (0.7,
£ -0

In incheiere vom arata ei exista sisteme cu proprietatea (n).
Fie sistemul eu variabile separate

ieg 1y + 2, fi (6),

unde fi(f) sint @ - periodice cu primitivele o - periodice.
Deoarece sistemul (26) are variabilele separate, putem considera donr
ceuatlia

(253) X,

{25} T =¥ + f(1).
Solutia ceunatiei generatoare este

olf, t) = Letut si @ Wi, L) = ¢ i
Atunei

qugg.ha&m-gm——mﬁm

0
{

unde F (1) — S_I'(u) .

(1]
Dar de aici reznlta <0, g)= 0. Noul termen perturbator este

2 gll) = = ) aflt) = — seF(t) (1 — F(y) i,

si deci g(?) este «-periodica. Ramine sa aratam ea primitiva sa este ¢« - pe-
riodica.
In adevar
;

Gty — — 551"(.9) (1 — F(s)) ' fisyds = [F(s) + In(1 — F(s)y)
care este w - periodici,
Noul sistem este
= ert b 8(),

$) este in conditiile sistemului initial.

Prin inductie completa rezulta ci sistemul (25) are proprietatea (n).
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] T v L1 TO SYSTEMS
NoA REDUCTION METHOD OF PERTL RBATION APPLIED TO 5
o ‘ WITH SMALT, PARAMETER

Suniary

i ) i : " per-
In this paper the author applies R.F. ,-\:.cnr,l;;:][(: llll::-”;'(i:(llil:;i i
‘hali to svslems with small parameter, L_-,\'lm.u hg g Tinile g
e it “wemiaxe. By doing this, he obtains a rezult ol sl :
mlcr\':\l_ m_ It -h:(t;“ll( il 'i\ introduced the notion ol systems \\:llh (n% pro-
" :hc l{::lm\l\lllﬁz-(h( h(()‘ obtains a theorem ol existence of periodical solution
perty, for ¢

for autonomons svstems with periodical perturhation



