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chague sous-espace ([#], 71.) de Fespace (X, <) est localement compact, dé-
nomhbrable 4 Finfini.

Conséquence. Du fait quiun espace localement compact qui esl somme
Qespirees dénombrables 4 Finfini est paracompact (voir [1], p. 112), il
résulte que dans la classe des espaces localement compacls qui sont des
sommes despaces dénombrables & Uinfind, la paraconpacité  est ¢quivas
lente o la mélacompaeité.
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ASUDPRA UNOR PROBLEME DE METACOMPACITATE
) EEEPATTITTYS

Noti contine citeva rezultate en privite o comportarea spatiilor
evasit-melacompacte st melacompacle.

Teorema 1 lormuleaza, folosind notiunca de lanl intr-un spatiu lo-
pelogic, o conditie necesard si suficienta de mielacompacitate in spatiile
T,. Se demonstreazi apoi, doua propozitii care precizeaza conditii suficiente
pentru ca proprictatea de metacompacitale sa aibd cavacter ereditar (tco-
remele 2 si 3). In tcorenw 1 se dit o conditie suficienta pentru ca produsul
a doua spatii topologice si fic un spatiu evasi-metacompact. Teorema 5
pune in evidentd o proprictate a  spatitlor care sint local compacte sl
metacompacte. Acest rezultat conduce usor la concluzia ¢i in spatiile local
compacte care sint sume de spatii numérabile la infinit, proprictatea de
paracompacitate este cchivalentd cu metacompacitatea.

SUR LES BIESPACES EXTREMEMENT DISCONTINUS
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C. AMIITAESET

1 Sait X un ensemble, S la famille de ses sous ensemmbles et K
Fensemble des Tonetions f: 9\ — 9], On utiliscra tes défintions sui-
vanles donndes par PO Hanmmer dans [

Si f est une fonction qui appartient & alors

1. f sappelle isotone st A = B mmplique f.f e fB.

2 f <appelle extensive sioe < ) cest-d-dire =0 A = [

3. ) stappelle {dempotente si f* = [, ¢est-d-dive st i = JiL

4. [ <'appelle expansive si elle esl isotone ¢t extensive,

5. [ sappelle fermeture sioclle est expansive et idempolente.

Les fonctions de fermeture addilives seronl pommdes Tonctions de
fermelure K 1 ra to ws ki Sera noté par @ P-Tensenible des fonctions idem-
polenles, F,-Yensemble des Tonctions isolones, I -l'ensemble des fonetions
extensives, Fo-Tensemble des fonctions expansives ct IoTensemble des fone-
tions de fermeture. On dit qéune fonction f = F vérifie Lo condition (E)
si A = f4 implique 4 = ¢feqd, ot .l st la conplémentaire de l'ensemble
A, {cd = X — A). Liensemble des fonctions qui vérifient la condition (k)
est noté par F,. J. C. Kelly [8]a défint un espace bitopologique (X, £, £)
comme un ensemble X avee deux topologies € el £ donndes sur cet
ensemble ; on peut dire quun espace bitopologique est un chusemble X
avec deux fonctions de fermeture Kuratowski 7, s & F. P. C. Hammer
[5] a défini un espace isotone (X, f, g) comme un ensemble X avec deux
fonctions isotones duales f, g & F, (les fonctions f, g s'appellent duales s1
f=¢fe). Dans celte note le bi-espace (X, f, g) sera défini comme un en-
semble X avec deux fonclions arbitraires f, g & F. Par conséquent, dans
la définition d’un bi-cspace on ne demande pas que les fonctions [, ¢ de I
appartienncnt 4 une méme classe I, de fonctions. Dans ia suile, on ¢lu-
diera quclques classes de hi-espaces.

2. Rappelons la définition et quelques propriétés de la fonetion sa-
turation. Si & est une relation binaire queleonque sur X, en notant comme
d’habitude @®§ 4] — !y @ &y pour x4 . on obtient une fonction s e
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définie par s:l = &[A]. La fonction s sappelle la foncetion saturation asso
cide A Ia relation &. La fonction saturation s associée a la relation & sur
X a les propriétés suivanles: 1) 5@ = @ 2} s = F,;3) s est tolalement

additive, ¢est-i-dire s(|J «1,) = | s, pour toule famille { .1, }avee Ay
b

— Y. Si & est une relation d'équivalence sur X alors la fonetion satura

tion s associde 4 & salisfait encore aux conditions : 4} s ekl NPNF;
5) la famille {s({r}): @ = X} est la partition de la relalion &. Dans cc
qui suit on cerira s(r} en ficu de s{{a ). Fn géndral si fel” a la pro-
priété que la famille fflry: v X} forme une partition de ensemble X,
Ya fonction saturation s associde & la relation d'¢équivalence &, ayant la
partition {f(a): e X} nc coincide pas avee fo Tb peut arriver gue f ne
vérific aucune des propriétés 1) — 4} et que pourtant la famille §{f(2):
cr =X} forme une partition de T'ensemble X. II est facile de trouver
des exemples qui illustrent une telle situation. On vérific tout de suite.

Lemme 1. 8¢ fe I est une fonction {otalement additive telle que la fu-
mille {fley:as X} forme une partition de Uensemble X, alors la Jonetion
saiuration s associde a la relation d'équivalence ayant la partition {flay: e X}
coincide avec f.

Si 1a fonction fe I7 a la propriété quil existe une partic 4 de X, de
manicre que A = fd et A = ¢fed, alors on v peut associer une relation
d’¢quivalence, en utilisant la notion de f-quasi-composanie qu'on définit
de la manitre suivante: la f-quasi-composante d'un point ¢ =X est I'in-
tersection de tous les ensembles 4 = X, qui vérifient les conditions r&.1,
A = fd, 4 =cfed. Si [ est une fonction de fermeture Kuratowski, alors
les f-quasi-composantes sont les quasi-composantes dans la topologie dé-
terminée par f sur X.

Lemme 2. 8i f& F est une fonetion pour laquelle il existe A = X, tel que
A = fd, 4 =cfed, alors la famille des [f-quasi-composanies de U'cnsemble
X forme une partition de Uensemble X.

Dans les hypoteses du lemme, il est évident que la f-quasi-composante_
de tout point est un ensemble non vide. Soit B, B, les f-quasi-coniposan

tes des points o, ct T, On suppose que B, # B, et soit pour fixer les |

idées a=B, — B,. De v ¢B, il résulte qu'il existe 4 = X tel que zs A4,
A= fd, A = cfed et &, =cd, dolt 1l résulte que v B, N cAd. Par con-
séquent B, ¢ .1, done ;& ed. Parce que ed = fed et ed = ¢fecd, v, scd
il résulte que B, = ¢.1. Compte tenu que B, < 4. on déduit que B, N By =
— &, ce qui démontre le Jemme. On considére un bi-espace (X. A, §) ol

h est une fonction de fermeture Kuralowski el s est la fonetion saturation |

d'une relation d*équivalence & sur Pensemble X5 on pose le probleme de
tronver des conditions afin que la fonction £ coincide avee la fonction
caturation s. kn d'autres termes, on veut voir sous quelles conditions la
topologic associde avee hr est une &-topologie (voir [T]).
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Proposition 1. S he I3 (M F, alors

a) pour tout x& X, hix) coin ide avee la h-guasi-composante de v,

L) boest todalement additive, o

¢} b oeoincide avee la fonction saturation s de lu relation d r'qruz'ah'm'r
de la parlition Jormée par les f-quasi-com posantes de Fensemble X

Démonstration. a) On obscrve que b dtant e fonetion de lermeture,
on o reh@), ha) = ki), hr) < bt pour toul cusemble A e ,\',‘qui con-
tient Je point a. Parce que b vérifie 1a ('(il.l(“li()ll (£), il y aura ainsi ]‘(_"gaht}é
h{w) — cheh(a), done k(i) est le plus pelit des ensembles 4 = X qu ve-
pitie les conditions re& A, A =hd. A= ched co qu montre que h(r)
st la h-quasi-composante du poiit .r.

by Soit {ad, rys 1] une famille de sous-enscmble de X. La fone-
tion b dtant fonction de Termeture, il résulte que Pégalitd suivante esl
valable
1) M Ay = UhAL)

V€l vel

(voir [2], page V). Puis, compte tenu que hoest expansive el gqu'cile vérifie
la coundition (E} on obtient successivement : hot,=hhd,, hi. cheh

chd, = hehdy, (Mehd, = MO\chaAd,), c(Uhed) = he (L Jha Ly e (\Jhd,) =
ye&l er vl vel el
— chee (I hd. ), dote il résulte "égalité
vel

(2) \J Jeed == Al ) hAl,).

Tel’ yel’
De cualités (1) et (2) il résulte
(3) MJAyYy = b,

vel el

qui démontre le point b).

¢} Te point a) ct le lemme 2 montrent que la famille { 2(2) : re X}
forme une partition de Pensemble X En notanl par s Ia fonction satura-
tion associce 2 la relation d’équivalence ayant la partition Lh(n) e X,
le lemme 1 implique Pégalité h = s. Avee cela, la proposition est complé-
tement  démontree.

Corollaire 1. Toute topologic = sur X ot les ensembles sont en méme
temps  fermés st wune &-topologic.

En effet, la fonction de fermeture Kuratowski # associde a la to-
pologic =, vérilic les conditions de la proposition 1, donc clle coineide avee
la fonction saturation s associée 4 la relation d'équivalence sur X dont
la partition est la familte {A(x):xe X .

~ 3. Les ddlinitions et heaucoup de proprictés des espaces bitopolo-
giques peuvent tre facilement généralisées aux bi-espaces. W, J. Per-
vin [6] a défini les notions de connexion dans des espaces bitopologiqucs
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et de composante connexe. Dans ce paragraphe, la notion d’espace topo-
logique extrémement diseonting sera généralisée aux bi-espaces. Iin par-
tienlier on oblient aussi la notion d'espace  bitopologique extrémement
diseontinn

Définition. On dil quic Ie bi-espace (N hos) est extrémement
tinu si lo condition suivante est vlrifiée

(DE) A

Quelques cxemples de bi-espaces extrémement  discontinus :

1} I est évident que Pespace bitopologique (X, &, &) cst. extrémement
discontinu si ol seulenment si Pespace topologique (Y, A)est extrémement
discontinn (dans In définition d'un espace topologique extrémement dis-
continu on ne demande aucune condition de séparation, comme on de-
mande par exemple en [1])

2) Si A est une fonetion de fermeture Kuratowski sur un cnsemble X
el si s est Ia fonetion saturation associde & une relation d’équivalence &
sur X, alors le hi-espaee (X, hy 8) est extrémenient discontinu si et seulement
si la relation d'équivalenee & est ouverte dans Fespace topologique (X, A ).
(voir | 1], page 33},

3) Si A est une fonction queleconque qui appurtient & F et si ¢ est
Ia fonction identique sur (), alors le bi-espace (X, h, ¢) est extrémement
discontinu.

HSoit X = {a, b, ¢} lensemble formé par frois ¢déments et les [one-
tions &, s définies de lamaniere suivante:h@g = @, e} =h{a.b}=ha.c}=

=hX =X . hh} = (b

sy = sfaby = slb.c} = X = X . On vérifie facilement que b estunc fone-
tion de fermeture Kuratowski, s est une fonetion expansive ct que  le
hi-espace (X, h. ) est extrémement discontini. -

3) Soit X un espace linéaire lopologique avee la fonetion de ferme-
fure Kuratowski # associée a la lopologic. Notant par s ka fonetion de fer
meture convexe dans Uespace linéaive topologique X, on censtale tout de
suite que e bi-espace (X, B, s) est extrémenend discontinu.

Les exemples présentés ci-dessus, impliquent qudun bi-espace (X,
h. &) peut ¢tre extrémement discontinu, sans quiun des espacees (XN, et
(Y, s} soit extrémement  discontinu.

Lemme 3. 8¢ la Junetion &8 vérific le condition (B}, alors quelle que
soil o fonction hee . les conditions suivantes sont équivalentes

a} A = s impligue ched = sehe L

BY L =~ U impligue bad = sh.l

a) = ) S = s oelors el
(K. De oa) il résulte que elieeed
de nouvenu In eondition (E) pour s. cn obtient ok

discon-

che I impligue s = chesA.

LRk = (b)) L s@ = (@ sta) = s{ae} = s{e] = la.ch

sed, parce que s vérilic la condition

sehee A, on ehd = seh . En appliquant |
esechA, on hed = |
sh.1, ¢est-a-dire by by = a). Comme on Pa dit, si od=s.1, alors e sed.
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oy

1en appliquant by & Vensemble e, il résulte hed = shed, d'ott compte  tenu
Je la condition (E) on obtient hed = csched, ou ched = sched, est-a-
dive a), -
Proposition 2. Seit (X, h.s} un bi-espace avee s Fy o se 1y Stle
hi-espace (X, hos) esteoteémement discontini, alors

(1) A
Soil 1 o X avee Ja propricté of = s La fonetion b ¢lant extensive on
a o = hed, Aot ehedt = o1 Paree que s, bosont isolones, on oblhient suc-
vessivement de la dernitre inelusion s sehed < s, oAk < exehe:d, hel =
Jesehed, Lol on oblient inclusion

s impligue ched = seheed,

(%) chesehed < ched.

La fonction # ¢lant idempotente et la condition (D19) élant virifice,
on o ched = ehhed — cheehet et sehed = chescheal. Amsi, Fincusion (%)
devient sched o chel. Dautre part, s étant extensive, on a Vinclusion
ched = sehed, don ched = sehed, elest-d-dirve (4). .

Proposition 3. Soil (X, b, s} un bi-espace avec hel, et se F, Sid

ot implique ese.d — hesed, alors, = esed dmplique bt = eschl.

Démonsiration. Soit 1 = X un ensemble avece la propricté A
_ esesd. Fon tenant comple de cette égalit¢ et des hypotheses que foest
extensive et que s est isotone, on obtient successivement : A< hd, chidc

ed, schod = seo, A = eseil < esch.{, d’oit on obtient inclusion
(¥¥) hd < hesehst.

Diautre part, b ¢tant idempotente et Uhypothese du théoréme, ¢tant
salisfaite on & hd = hid, done eschd = hesehd. Avee cette coalitd, -
clusion (**) devient hd < eschd, dolt sehid < ched. Mais s ¢tant exten-
sive on a aussi Uinclusion contraire ehd < sehd, done clel = selt, oun
bl — eschd, ec qu’il [allait montrer. _ |

Définition. On appelle espace bitopologique séndralisé wn bi-éspace
(X, h,s) avee h, s dewr fonctions de  fermelnre, ) -

[cs propositions 2 et 3 impliquent e théoreme suivant de caracterisa-
tion des cspaces topologiques généralisés extrémement discontinus.

Propositon 4. L'cspace bitopologique généralisé (X, h, s} est crtremes
ment discontinu si el sewlement st la condition

A — s implique chedd = sched

est satisfuite. . ,

Corollaire. Dans un espace bitopologique généralisé (N.h,s) avee la
propricté que s vérific la condition (1), les conditions sulvantes sonl équiva-
lentes :

a) A = ched impligue sA = ches.d,

by A = s implique ched = schedd,

¢y A = s implique hed = shl.



24 €. AMIHAESE] G

Les conditions de b) el ¢} sont ¢quivalentes conformément au lemme
3. Plus loin on donrera une nouvelle earactérisation des espaces bitopo-
logiques péndralisés extrémenient discontinus. Pour cela démontrons les
deux propositions suiventes.

Proposition 5. Si le bi-cspace (X, I, s} avee hosely est cabrémement
discontine, alors la copdifion siivanle est vérifice
(5) A BEdN). AN B=@, | =ched,
o)
I ese B Dmpdiquent s b VBB = @

Démonstration. Soient 1. B deux sous-ensembles de X qui vérifient
les hypothises de (3], Sous les bypothéses de la proposition, on obtient
successivement : f ( eB.wd = selfl B = eselBB C es A B C hesd, ches:l C
c ch3. Ile (D) ¢t . ched on oblient sod — chesf. Avee cela 1o der-
pitre inelusion devient st = kB on sA (VB = @, co qui démontre la
proposition.

Proposition 6. Soif (XX, h.s) un bi-espace avee h&F, o s& F,.P.
Si la condition (3) de la proposition 5 est vérifide, alors le bi-espace (X, h. s)
est extrémement  disconfinu.

Dénmonstration. 15n clfet, soil A = chest. On montrera que sd = chesd,
ou d'une manitre équivalente, esd = hesot. La fonction A éltant exten-
sive, on a linclusion

(1) esd (C hesd.

1’uutre part, on considére les ensembles . et B = es.d. Parce que s cst
extensive on a A (Csd, ou A Nesed = @, done A (1B =@. Puis, s ¢élant
idempotente, il résuite B = cod = essd = escesil = cseB. Par conséquent
les ensewnbles I, B vérifient les hypothéses de (5). Ta condition {5) ¢tant
vraic par hypothese, on a s (VAB = ¢ ou sd N st = @, d'on il ré-
sulte  Pinelusion

(i) hesod = esdd.

Les inelusions (i) et (ii) conduisent a Uégalité hesd = esd. Les propositions
5 et 6 conduisent au théorénie suivant.

Proposition 7. Le bi-espace (X, h, 5) wvee hEF, el s&Fy st catrémement
discoptinu, si et sefement si o condition (3) de la proposition 5 est vérifide.

Des propositions + et 7 on obtient la proposition suivante.

Proposition 8. Dans un cspace bitopologique  déndralisé (X hys) les
conditions suivanies sont  dquivalentes

a) (X, h, s) est extrémemaent discoutin.

b) le h-intéricur de fout ensemble s-formd st s-fermé,

¢) quels que solent les ensembles A, B disjoints. A h-ouvert, B s-ou-
vert, la s-fermeture de o est disjointe de la h-fermetwore de B.

On ohserve que la proposition 8, dans le cas d’un espace  bitopolo-
gique généralisé (X, b, h) est une uéndévalisation d'un résultal connu de la
topologie ([1], chap. I, § 11, exercice 21).
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Dans le cas d'un espace bitopologique géndéralisé (X, I, s), ou s est
la fonction saturation d’uune 1'c]n.lim) d’(’.‘qu:n'ulcucc & sur A, la propo-
sition 8 peub se formuler de la manicre  swivante :

Proposition 9. Dans un espace topologique généralisé (X, b ) (heFy)
sur lequel est donnée wne relution équivalence &, les affirmations suivantes
sonl  dqnivalentes

a) fa saturation de tout ensemble onvert est ouverte (& ost ourverte),

b) intéricur de tout cnsemble saluré est saturé,

¢} la fermeture de tout ensemble saturé est saturée,

Ay quels que solent les ensembles disjoints 4, B, 4 owvert ¢t B safuré,
Ja suturation  de Fensemble A est disjointe de la fermeture de Fensemble BB

I équivalenee des points by et ¢) résulte du lemme 3 parce que la
fonetion saturation s de la relation didquivalence & \f(’:l'll'ie_la _condltlon
(£). Les points a), b), ¢} de la proposition Y sont des généralisalions de la
proposition 6, n® 4, § 5, chap. 1.de [1}
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BI-SPATIT EXTREM DISCONTINUE
Rezumat

in aceasta noti sint definite bi-spatiile ea fiind multimi impreund
cu douit functii de mulfime cu valori mulfimi. Sint studiate diferite clase
de bi-spatii, obtinindu-sc in particular spatiile topologice. bitopologice,
spatiile izotonc in sens Hmmmer si altcle. kste definita apol notiunea de
bi-spatiu extrem disconex. Cu accasta notiune sint tratate in mod unitar
relatiile de cchivalenta deschise pe spatii topologice clasice of extinse sl
spatiile topologice extrem disconexe (in definitia spatiilor topologice $1
bitopologice extrem disconexe nu se cere nici o axioma de separatie).
Sint generalizate la bi-spatii cileva teoreme din teoria spatitlor topologice
extrem disconexe si de la teoria relatiilor de cehivalenta deschise pe spatii
topologice.



