STRUCTURT TOPOLOGICI LIMITA
DE
V. CIMPIAN

Comunicare prezentald la sesiunea stitntifica a Universitatil S Cuzat
din 20-22 decembrie 197!

Notiunea de limita a v siv generalizal de familii de multimi a
fost introdusi de autor in {17 si [2]. Pentru preseurtare, inlocuim expresia
LI ;,r(-nvmliznt" prin expresia L ESIT

Fie |odyv @ Doun gesiv de familiv de multimi ale carvor elemente
sint submultimi ale unei nltimi XL dar D oeste o mwultime dirjata [3].

Definitia 1. Familia de mullimi ale cirei clemente sint Himitele inferi-
parc (superioare) ale g-sivurilor de formea Vol s, Sk, 2D} se numeste
familic limita inferioard (superioard) si se noteazd prin :

o, liminl ot 1 2 & D, respeetiv, of = limsup {ofy : re D
Notiunca de familic limita a unui gsir de familii de multingd ne o deflinim
cu ajutornl conditici of, = of7, ciiei aceasta conditic cste prea restrictivi
[1]: vom folosi definitia dati in [2] -

Definitia 2. Familia de nadfimi ale cdret clemente sint limitele g-siru-
rilor converdente de forma LAy A, & clay 2€ DY se numeste Samilie Limitd
gt se noteazd prin:

A =limid,; z=D}

Daci familin of,, pentru xz&/), arc o anumili proprictate, atunci
aceasta s¢ poate reflecta intr-un anumit fel, prin trecere la linatd, De
asemenca sc poate punc problema determinaril unor structuri mai compli-
cate, ca limite ale unor structuri mai simple. Astlel de probleme se gisesce
in [1] pentru siruri de topologii si in |2] pentru g-siruri.

i'n cele ce urmenzi ne ocupam de proprietiiti analoge pentru gegirurl
de uniformititi si de g-siruri de p-vecinitati ([(6] p. 198) st demonstrim
permutabilitatca limilei inferioare in raport cu topologia determinatit de
structura uniformi sau de structura de p-vecinatate.
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Teorema 1. Limita Infericard a wnui g-sir de structuri aniforme { o
a < DY definite pe multimea X, este o bazd pumu anunitd wniformitate pe X.

Demonstratie. Fic ﬁ_— lminf {1 » l) Daci H =3, atunei
I = liminf { H,: o D, unde U e 7Y, p(nhu o = P, deci A C M,
o e D, ceea ce implicda A E H (A ={{r,a); esX}). Dacid Hl, H, =3, alunci
i, = ]llllll]f{][i, v e D, unde ' edqf,, e D, i=1,2, iar din axio-
mele stracturii wniforme @, rezalta e HX O H2 =3, o« €D, deci prin
trecere la limith inferioari rezulti e I, N H, = @B,. Daci I = liminf
{Hy; wes DY, H, €04, 2 & D, alunc existic K, e @, incit K, o KN, CH,
pentru orice o € /3. Fie K = liminl {K;: o & D], Daca (@, 2) e Ko K,
atunci exista g incit (o, y) €K si (y, z) & K ceea ce implica existenta unui
clement B D incit (v, y) K, si (y, z) €K, pentru o > 6, dect (@, 2) el
de unde rezulti Ko K C II. Daca 1f < B., atunci ' & @, cict H' =
= liminf {/-1; 2 = D}. Deci @, este o bazi pentru anumita nniformitate
pe X [G].

Definitia 3. Uniformitatea determinatd de limita inferioard a unui g-sir
de uniformidfi se nianeste wniformitate Limitd inferioard.

Notim aceastd unlim mitate prin @, == @(B.) sau cind nu pot apa-
rea confuzii, notim @, = limint {7, ; « & D}.

l’mpnf.latm de continuitate uniformd a unei functii f: X > ¥V s
poate exprima cu ajutorul clementelor din baza structurii uniforme ])c
X sau Y, deci analog proprietitil de transmitere a continuititii [2], rezulti
¢l 1)10[)1101(11(,(1 de continuitate uniformi sc transmite prin trecere la li-
mitit, deei daed functia

S (X, Al > (Y, D)

esle conlinua uniform penlru orice o & £, atunci ca raimine conlinud uni-
form si relativ la uniformititile mita inferioarid adici
S (X, 2y (Y,
este continui uniform.
Teorema 2. Dacd {iq: 2 & D} este wn g-sir de aniformititi pe X gt
§o(Us) s € DY este g-siral de topologli determinate de aceste uniformitdti,
atunet

dimindf {=(%,) s » & D) = <(liminl {Y, : » & D}).

Demonstrafie. Vom arita ca sistemele de vecinatiati ale topologiilor
din ficeare membru al egalititii de mai sus sint cchivalente. Fie r&X si
17 0 veciniitate a lui a, relativa la topologia limini'{ (Uq); 2D} deci )
= liminl{H [v]; acD], ae D, H [r| = {y;: (¢, y) €1} Notind cu H -
= liminf { I/, : 2D} teorema va fi demonstratia daca stabilim egali-
tatea V' = H|x]|. cqet H|r] este o veeinitate a lui o relativi ta topologia
din membrul drept al cgalitiatin. Avem y = H ] dacd st numai daca (v, gy sH,
ceen ce ¢ echivalent cu existenta unm element 8= D ineit (v, y) =H,
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pentru a2 B, adica yell, [a], = = p si acesta e echivalent en y=17: decl
W == H[x]

Pentru a gasi dona rezultate analoge in cazul structuritor de  p-ve-
cinatati [6], vom defini baza unci p- -veeinitiatl.

Delinitia 4. Relatic py este o bazi pentri relatia de pecindtifi o dacd
satisfuce conditide :

a) 90 C 7 o o
)) ?o B daci si womad daca eaisti wodfimile o4, By incit A gy B,
A, C A B C B.

l)np.l W. 1. Thron [6], relatia binara g pe 2% esle o p-veematale

5 salislface conditiile
e ;)] A - 2y 4 ¢ B implica o < B
3) AC BeCC D implica A ¢ D
| 4) A By =17 daca si numat daca A ¢ () Byt
| k=1
| 5) A g B implicd (X — B) o (V' — A

6) A s B implici exisienta unei mullimi CC X incit o g s By
Teorema 3. Relatic z, este o bazi pentru anumitid  p-vecindtate deaed

si nomai dacd sint satisfacute urmaioarele condifii :
B ) B :mphm AC B,
B, A C Be CC D oimplica eaistenfa wmulionilor
A g Iy st o, Dy C D,
By) Adeg Bes k=1, 2 implied rus!miu mudfimii 13,
dea DC B N By,
B) Adg B unphm exlstenta el multimi C ineit
Demonstralia neeesttitit rezulta usor din dcllmtm A, dar

printr-un caleul  direct.
Douit demonstratii analoge celor de Ja teoremele 1 si 2 condue la

urmiitoarele tcoreme.
Teorema 4. Limifa inferioard a wnui g-sir de p-vecindifi
pentru anumiti p-vecindiaie.

Teorema 5. Daci {py : =D} ¢ un g-sir de p-vecindtifi pe X,
{*{pa); 2D} este g-sirul de topologii dctenmnata de aceste pwmwmtt

atunci :

A sl Py ined

e,

ineit -

A Fo (, go 1. )
suficienta se arala

este 0 bazi

liminf { =(p;); 2 & D} = ~ (liminf {p, ; « & D})
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STRUCTURES TOPOLOGIQUES LIMITE
Itesume

Soil {chy : 2D} une suile généralisée de Tanulles densembles sur
X. Nous appelons limite inféricure de la suite { oAy : ae) Ja famille d'en-
sembles [ormée par les limites inféricures des suites généralisées {4, :
Ay EcAy, 2 & D} Nous désignerons cette limite par: o lminf { A, ;
x & D} D'une fagon analogue on a inlroduil dans {2] la limite supéricure
et la Limite de la suite 14,5 2 D).

Théoréme. Si § @, ; 2=} est une suite gencralisée  d'uniformités
sur X, g, 3 2 € D une suile géndralisée’ de p-voisinages sur X el {72, ),
~(py) les topologies détermindes par @, ¢l g, 2 € 1) alors :

1) liminl { «(cly); o & D)= < (liminf | 4, ; 0 & DY)

2} liminf {=(p,); 2 &€ D) = = (liminf { g, ; & &€ D}).

ZUR DEFINITION DER GAMMAFUNKTION DURCIIT
DIE EULERSCHE FUNKTIONALGLEICHUNG
VON

ALENANDER DINGHAS

l. Einleitung. Dic aul Ry definierte reellwertige Funktion f==[f(x)]
woll fastkonvex bzw. konvex im Unendlichen heifien, falls T jedes Wer-
tetripel (g, v, d5), 0 <8 und @, 4+nin Ry

P e o) <0
Fy — & [

@) i e £ — 22 e+ -

w0 T R

ausfallt. Entsprechend soll die positive Funktion f=[f(x)] (r&R:) last
logarithmisch konvex heillen, falls fir jedes Werletripel

et s

(1.2) liny { See b ) fl o) Sl o) Ty

ausfilll. Oftenbar ist jede in Ry konvexe lzw. logarithmisch konvexe Funk-
tion fastkonvex bzw. last logarithmiseh konvex in R Der Begrifl der
fast logarithmischen Konvexitiit erlaubt dic Klasse der zulissigen Funk-
tionen in dem Satz von Bohr-Mollerup zu erweitern 1 :

Satz 1 (Bohr-Mollerup). Jede auf Ry definterte reellwertige  po-
sitive Funktion f = [f(r)], die den Bedingungen geniigt:

1. f(1) =1

2. flo + 1) = af(x) (Eulersche Funktionalgleichung)

8. f ist logarithmisch konvex
st gleich I' = [I'(2)] mit

(1.8) I'(x) = Sc"‘ = 1dt (Lulersche Ganunafunktion).
0

1} Siehe etwa [3] und [4].



