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STRUCTURES TOPOLOGIQUES LIMITE
Resume

Soit {ct, : 2D} une suite généralisée de Tamilles densembles sur
X. Nous appelons limite inféricure de la suile | oAy ae) la famille d'en-
sembles [ormée par les limites inféricures des suites généralisées 1, :
Ao EcAy, o2& D} Nous désignerons cette limite par: of* ltminf § A, ;
x & D). D'une fagon analogue on a introduil dans 2] Ta limite supéricure
et la limite de la suite 14,5 2 D1

Théoréme. Si { U, ; 2D est une suife eendralisée  dunilormités
sur X, gy 3 @ € D} une suile géndralisée de p-voisinages sur X el <(7,),
~(py) les topologies détermindes par @, ¢l oo, 2 € 1) alors :

1) lmind { =(ly) 3 o & Dt = < (liminf | %, ; 2 & DY)

2} liminf {=(g,); 2 &€ D! = = (liminf { p, ; & & D}}.

Z7UR DEFINITION DER GAMMATFUNKTION DURCH
DIE EULERSCHE FUNKTIONALGLEICHUNG
VON

ALEXANDER DINGHAS

l. Einleitung. Dic aul Ry definierte reellwertige Funktion f={f(x)]
call fastkonvex bzw. konvex im Unendlichen heiflen, falls Tir jedes Wer-
tetripel (1 )y iy <0 <y und @paenin R.

R

(1.1) lim {./‘(a:+n)— Te 7 e, 4 on) — S e + H)} <0

#owm Ty — & &y =y

ausfillt. Entsprechend soll die positive Funktion f=[f(r}] (r&R+) last
logarithmisch konvex heillen, fadls fir jedes Werletripel

Fg—iF Jo=iy

(1.2) lim { S+ ) flay = n) 0 flay £ on) —} <1

ausfillt. Oftenbar ist jede in R4 konvexe Tzw. logarithmisch konvexe Funk-
tion fastkonvex bzw. last logarithmisch konvex in Ro. Der Begriff der
fast logarithmischen Konvexitiit erlaubt dic Klasse der zulissigen Funk-
tionen in dem Satz von Bohr-Mollerup zu erweitern ') :

Satz 1 (Bohr-Mollerup). Jede auf Ry definierte reellwertige  po-
sitive Funktion f = [f(r)], die den Bedingungen deniigt:

1. f(1) =1

2. flo + 1) = af(x) (Eulersche Funktionalgleichung)

8. f ist logarithmisch konvex
18t gleich I' = ['(x)] mit

(1.8) I'(x) = \c"‘ = 1dt (Kulersche Ganunafunktion).
0

1} Siehe etwa [3] und [4].
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Man kann beweisen :

Satz 2. Jede euf Ry definierte reclhwertige positive Funktion f, dic den
Bedingungen genitgt
(i) Sy =1
{ii) Sl 4+ 1) = af(x) y
(iii) f ist fast logarithmisch konver, |
ist gleich der Fulerschen Ganmafuniktion

Der Satz 1 besitzt bekanntlich ¢ine Art Gegenstitek #. das den Mo-
notonicbegriflf heranzicht :

Satz 3. Jede auf Ry definierte reellicertige posilive Funktion f, dic den :
Bedingungen  geniigt :
(1) Sy =1
(2) Sl 4 1) = of (@)

eV o
(3) (—-) f(x) ist monoton abnehinend,
fth

T i ¢ e

st gleieh der Ewlerschen Gammafunition.

Dicser Satz kann auf iibnlicher Weise wic der Satz 1 vertictt werden,
Man nenne in der Tat f = | f(x)] fast monoton aul R, falls fiix beliebige |
@y, b, € R, iy <y, enlweder

(1.4) 1771_7 {fle, + n) = flz, + 0)} <0,
oder
(1.5) Tim { flay +n) — fla, + )} <0

=

ist. Es gilt nun folgende Verallgemeinerung des BSatzes 3:
Satz 4. Jede auf R+ definierte reellwertige positive Funktion Jomit
den Eigenschaften :
1) f (1) =1 i
2) Sla + 1) = af() 4
3) Der Ausdruck
T+1

{1.6) log f(a) — glog 1(t) dt

% Man vgl. 11] und [2].
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il fust monolon, ist sleich der Ewdersehen Geanmafundfion

Dic nachlolgenden Beweise henutzen die Tatsache. dald jede Losumg
¢ der Fulersehen  Funktionalgleichung (i), notwendiverweise, durch die
Lileichuny
(1.7 Sy = o{y Pl
wobei e cine positive pericdinehe Funktion mit der Periede 1 s, ge-
vehen wird.

2. Beweis der Sitze 2 und 4. Ist [ sl logarithniisel konvex, so aill

[ helichige @ und o vy die Ungleichung
flie |- n) e L
. HT a1y R
(2.1) Sy - n) L/ )]
Dicse Defert die Abschiitzungen (Anwendung neib oy = =1, 25 = #,.0: 1

(O A T+
(2) {m—d Ry ey

und (Anwendong milry = 0,0, == Tora =11

,l.[" + ”) - (1

2. o < ofl))
(25) 7o) R O
Demmacl gilt vorerst, wegen f{l) = (0 — (k=12 )
A ' . 10—
I ,l.-”.‘,] L) = l..mf_ ) F )
und {0~ < 1
v 1) n—1)

Sl A n) =S

d. h. (Grenzitbergang no— % )
(2.4) w(a) = 1,

Das beweist dic Sitze 1 und 2.
Der Satz 4 kann folgendermatien hewiesen werden -

(re Ry

- Man setze fir 0 e Ry

3 Der Beweis in [1] verwendel dic Figenschaften vou {elo)e Bekanntlhich st das
Integral rechis in (1,6) gleieh oflog»
eisen, indem or die For wp 5,21 11 | [ EyL Fromo gy

sen, voer die Formel (25, 5,21 11) i ) p—1 [l J = Y2 = (1 o))
’ 1 Lo b r

logarithimicrt wnd po—> o2 konvergieren Jiissd,

-1 log V2=, Der Leser ke dies selbst hews-

3 — Analele Universitagii, tase. I, MATEMATICA
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) = log flay — \ log {1kt

Dann 1st, wegen (1.7},
TR |
Wle) = low e(w) + log ) — S lows 1'{)elt

nnd somit (o < v £ c0)?

(2.5} ) = low wle)'— l- log ¢ ()( ! J
-} NL

s gentiot also zu zeigen, dal unter der Vorausselzung 3) o konstant sein
1”11[3. Dazu nehme man vorerst an, @ sei fast monoton abnelimend im
Sinne von (1.3) und betrachte dic Punkte o, oy (0 0 =y <1 1

) 1oty B o= = )
v 10 Dann wired

= =
wfr,) £ Wy =
Fatsprechend  indet man

[O1H N e e
I()g_,l‘—(i log { = — ing-»—'— + 0 L
wlr, 1) ola,) Y N e WY

und durch Grenziibergang n — -} o

low w[ar.!{
o

i)
xl h. () = wlry). Der Fall ciner fast monoton zunchirenden Tunktion
it sich entsprechend  behandeln.
Der Satz 3 von Ilevrn Anastassiadis ist offenbar Spezialfall des Salzes 4.
Weeen

log /= log w | log I

[=]

und (Integrierbarkeitshedingung !)

T4l
Slog‘ wdl = \log wdi = Konstante,
T "+

kann man den Satz 4 auch folgendermalien formuliercn :

B Man vgl, etwa [3], 5. 21 1,

BLy]
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PERISITIeS DER O

Satz 3. Jede auf R- definierte reellertige positive Funktion f mit den
Eigensehaften

a) fi1) i
b Sl 4+ 1) = af(e)
¢) Der Ausdruck

bour fla) — \lnu‘_[‘:f;([[

ist fust monoion, ist gl ich der Enlerschen Ganonafunddion.
Aut cine Ubertragung des Satzes + anf die allgemeinere Funktionalgleichung

log flur 4 1) = low p(a) + log J(2)

g 0 aul Rty wird hier nicht cingeoangen werden ™!
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DEFINIREA FUNCTIEL GAMMA PRIN BCUATLA FUNCTIONALRX
A LU EULER

Rezumal

Se demonstreaza propozititle 2, 3 s1 4 dupa carc o functic pozitiva
definiti pe B care satisface condititlor 1}, ), 3) din teoremele respective
este functia gamma a fui Euler, notinnile de aproape convex §1 aproape

logaritmie convex [lind deflinte prin relatiile (1.1) si (1.2) respectiv.

3 Mun val, (e den Satg 2) {2] und (fur Wloeneine Zasammenhanee dew Aol 1

bekretTendy |-



