SUR IESPACYE DUAL DUN FSPACE LINEAIRYL A SEMI-NORMES
INLBERTIENNES

PAR

TRODOR PRECUPANU

Dans cette Note, nous metlrons cn évidence quelques propric¢tés
remarquables de Fespace dual d’un espace linéaire @ semi-normes hilber-
Liennes, comple tenu deleuy liaison avee les espaces de Hilbert (voir aussi
1} ct {8).

Parmi d autres-choses, on dtablit une condition néeessaire ct suffi-
sunle afin quune o - Lopologic sur le dual soit H-localement convexce.
Fnsuite, on fait quelques précisions pour le eas dos familles dénombra-
bles de semi-normes hilberticnnes.

$ 1. Soit X un espace lindaire sur le corps des sealaires U {le corps
1 des nombres réels ouJe corps € des nombres complexes).

Définition 1. On dit quiune topologie lindaire sur N est {I-localement
conveve, st elle peut élre engendrée par une Samille de semi-norines hilher-
tiennes. Un espace linéaire i dune topologie 11-localeinent conuvere est
appelé H-localement conzede.

Parmi les espaces [-localemenl convexes s trouvent les espaces nu-
cléaires ([3], p. 138), done a plupart des espaces qui interviennent dans
1. théoric des distributions,ctles espaces linéaires munis de topologics fai-
Lles induites par une dualité [9].

Goit K =1{]|. |a; 2 €1} une famille dirigée el separée de semi-
normes hilberticnnes, qui engendre Ja topologie I-localement convexe sur
Xet W ={<., ma;2E4d} la faraille des semi-produils scalaires cor-
respondants.

On remarque que chaque espace H-loealement convexeest isomorphe
4 un sous-cspace lindaire partout dense 'une limite projective despaces
de Hilbert ([4], p. 281). De cette maniere, le dual X* d'un cspace 1I-loca-
Jement convexe X coineide avee Je dual dune limite projective despaces
de Hilbert, done il est en correspondance anti-linéaire avee unc Ihuite
inductive d’espaces de¢ Hilbert. D’autre part, grice au théoreme de Riesz,
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il résulte que pour chague @t € Xl existe x4 el i, e X,. leks que

(1) () = 70 U T Fa ey,

~~
ot A, est le complété de Fespace séparé assoeid, Xa = X fker | . 4, done
-~ -
A, cst un espace de Hilbert, o, cst Fapplication dlimmersion de X dans
~
A, obtenue de I"application canonique  de & sur N\, et Fimmersion de

™
X, dans X, el le produil sealaire qu intervient. dans le second membre
N . . . . 8 b i
prolonge  par factorisation le semi-produit sealaire < ., g & X X,
S = ; , e LR T .
Ainsi, X* cst oreprésente par des éléments de [ Vg Paide dhune
- . g o P - aE A
surjection anti-linéatre multivoque.
Pour obteniv une injection anti-linéaire il suffit. d'introduire la re-
lation d’¢quivalence ¢ suivante:

¥, 2 07s siet sculement si = ¢y, @ > = < 94 g =g pour chaque
ye .
[a Canille de semi-normies hilberticnnes 3 est dirigée ct par suite,
. o . . ol
de la relation (1), il résulte que Tespace gquotient |J Xgfp a une structure

1R
naturclle diespace linéaire. Cette représentation du dual d'un espace H-
localement convese est étroitement lide & la notion de réunion pseudo-
topologique d'espaces de Hilbert (|3}, p. 30). On voit aisément que du
point de vue algébrigue, on a
2) U o= limind 8, = £ VN
bl “ha = 1/‘ H]

s A ae A

oit le novau N du systeme mduclil  est formé  par  les diéments @ =

- o~
¥, € N, pour lesquels il existe mye A el que
kA aE A

b (".J_-.: ;':' = ?.)1: E',\\"-H

. -~ . & o
si g = O pour B <l a,. Nous avons désigné par Qys @ X5 — Ay, 3 <y
les applications linéaives nalwelles qui déterminent le systeme inductif
il o
ct pur Oy Vélément nul de X, 21,
Les espaces lindaires de la relation (2) sont anti-isomorphes avec
A* et peuvent étre munis diune maniere naturelle aussi de topologies li

néaires induiles par les topologies des espuces de Iilbert X= Alors, on
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peut poser 1a question @ dans Ia relation (2) a-t-on aussi unc coincidence
topologique ct de plus, peub-on ¢labliv une liaison anti-isomorphe avee les
topologics induites sur X par la duahte naturelle entre X ot X*? Pour
pOUVOir répondre acefle question nous supposerons tn plus, dans e qui suit,
que X esl complet, done

-~

(3) A = lim proj ..

Théoreme 1. Chaque espice II-localement convere séparé ef complet
possede les propridiés suivantes :

17 il st semi-réflexif, done les cnsembles bornds sont faiblement rele
Heemenl compactes,

20 il est réflexif si el sculement sil est tonnelld,

3°. e dual fort est wne limite induetive despaces de Hitbert, donce il est
bornologique et tonnelld.

Démonstration. On obtient Faffirmation 17 aussitot de (3) et le ré-
cubtat connu que les Tinites projectives conservent la semi-réflexivite. Loal-
firmation 27 résulte de 1° ot des proprictds earactéristiques des cspaces

veflexif=. Dantre part, de la relation (3) on obtient
(4) X° = tim ind X%

powr la topologic de Mackey sur X Commic espace esten méme temps
cemi-réiexif, il résulte que la topologic de Mackey sur X* coincide avec
la topologic forte, done la relation (4) a lien pour la topologie forte, ce
qui enbiaine la prémiere partie de Paffirmation 37, La deuxicme partie
de 37 a licu parce que le caractére hornologique ou tonnellé d'un espace
cst conservé par les lmites inductives.

On remarque que les semi-produits sealaires déterminent les fone-
tionnelles linéaires continues sur .\ done nous pourrons géndraliser In liai-
con entre la convergence laible ol la convergenee forte déja connue pour
fes espaces préhillertiens.

Proposition 2. Si une suile ginéralisée | i1 dééments dun
espuce H-localement coneexe séparé est fuiblement convergenle vers ¥y et e
suite généralisée § |0 a1 1€ [} est converdgente vers ¥y ix POUr chague ae=1,
alors by il est convergente vers by pour {a lopologic H-localement
convewe Inittale.

Démonstration. Comme () = < 4y a cst une fonetionnelle Tinéaire
conkinue sur X, pour chaque 2 . [ i) résulle que g, gzt oo 2
= |y 2. Diaulre part, far, — 4 e E e R -2 Re <y o= «. done

vy — g la = 0, cest-i-dire @, = ry dans la topologic initiale.
§ 2. Pouwr pouvoir préciser dans quelies conditions une topologic sur
X* compatible avec la dualité naturelle est une topologic H-lo wlenment
¢convexe, nous ctablirons Ta:
Proposition 3. Si M est un ensemble de X H-convexe, horné, dquililré
et fermé alors
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(5) par (@) = sup () |
reM

est une semi-norme hilbertienne sur X°.

Démonstration. TI vésulte de [7] que la fonctionnelle de Minkovski
¢a assaciée & ensemble M est justement une nornic hilbertienne sur len-
veloppe lindane tt'v(.lll) flc l’cns(:mh}c Met M = loy ae=d(M). q,(2) <1}
paree que M oest Termdé, Parconséquent, on

) par () == sup | () |-

7yl !

Dantre part,
ar8(M) e §(MY

oit &MY est le dual de Yespace prehilbertien S(A) relativement a la
norme gy 11 résulte de ta relation (5') que py/8(M)" est la norme hilberticnhne
duale de ¢, dans (M), c'est-n-dire p, est une seminorme hilberticnne
sur X' avant conmne noyau les fonctionnelles lindaires continues sur
X qui s‘annulent sur 8(M).

Conséquence. La polaire d&'un ensemble borné  équilibré ¢l H-conuexe
d wn espace Tindaire topologlgue localement convere est aisst Il-convere.

Démonstration. On remarque que la semi-norine hilbertienne g, dé-
finic par la relation (3) est la fonctionnelle de Minkovski de ia polaire de
M. De méme, la proposition 3 est vraic dans un espace linéaire topolo-
gique arbitraire.

Définition 2. On dit que dewx familles de parties borndes de X sont
équivalentes si les topologies de convergence wuiforme engendrées sur X° sont
eoineidentes.

Définition 3. Soil o wie Jumille densembles bornés sur X ; on dit
qu'une sous-famille $< o est un systéme fondamental pour o si powr chagque
Meo il eviste S&& tel que M= S.

Théoréme 4. Une o - topologic sur X* est H-localement convere si el
seulement $'il eviste une famille o, formée par des ensembles I-converes,
équivalente & o.

Démonstration. La suffisance de la condition résulte immédiatement
de la conséquence précédente parce quiune o - lopologic sur X" est en-
gendrée par les polaires des enscmbles de 6y

Pour montrer la néeesité, nous supposerons qu'on a une ¢ - topo-
logic -localement convexe, done qui est encendrie par une famille D=
= {p} dec semi-normes hilberticnnes sur XSS, = {ar; pla) €1}
pour chaque pe, alors la o - topologic  est engencrée  par la famille
d’ensembles { S ; pego}, oft nous avons désigné par 83 la polaire de l'en-
scmble S, dans .X. Mais, nous voyons que grice i la méme conséquence
5% sont des partics H-convexes ct la famille de ces parties de X7 est égqui-
valente & o,

z
e
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=
3
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Conséquence. La topologic forle sur un cspace localoment convere ost
I-iocalement conveae sioeb sewdement si fa famitle  des cnscanbles  bornds

possede un systéme fondamental densewmbles H-converes; dans ce cas on dit

que Uespuee est dnal H-ongexe.

Remarque. Lo dual fort dun espace J-localement convexe west
pas en géndéral fl-Jocalement convese paree que, puy exemple, la topologie
faible d'un espace localement convexe queleonque osl toujours fl-loea-
lement convexe el alors il résuiterait que e dual fort de chaque espace
localement convexe est H-loealement convexe. Mais, il existe des espaces
normés avee le dual non-¢quivalent & un espace de Hithert [6].

§ 3. Dans ce qui suit, nous ferons cerlaines précisions pour e cas
particulicr des espiees sépards el complels par rappord i une fanitle dé-
nombrable de semi-normes hithertiennes. Dans ce cas, on obticnt les es-
paces de IFréehet [l-localement conveses. I résulie du thdoréme 1 que
chaque espace de Fréchet H-localement convexe ent réfiexif.

Théoreme 5. Le dual fort & un espace de Fréchet I-localement conere
est H-localement convede.

Démonstration. Grice au théoreme 1.37 il sufiit de démontrer que
chuque espace qui est une Jimite induetive dine franitle  dénombrable
despaces de ilbert est un espuce H-locaiement convexe. Comme chaque
espace quotient d'un esprace H-localement convexe est H-loealement con-
vexe 1l suffit de montrer quiune somme directe dénombrable despaces de
Hilbert est un espace H-localement convexe. Si M, n =N} est une {a-
mille d'espaces de Hilbert, alors la topologic de la sonune cirecte XIT, est

engendrée par la famille de semi-normes res
(b) | & I}‘ =R For s s
ne N
ot @ = T, (tel que Venscinble iny 2, 5= 0} soit finid, L, esi la norme

nSEN
dans Pespace de Hitbert I, ¢t n = (2,) avee 7, = 0 {voir aussl [1] et [2])-
S1 on désigne

(6) @y = (35 Ja. R,
nEN
alors | .1, sont des semi-normes hilberticnnes. D’autre part, on a les iné-
galités
(7) ezl < falh,
7' th =Nl € (S eM2(E e, R =|» Ju s Ol
n=N neN nEN

[J- = (2""2 )'-rl )

Par conséquent les semi-normes définies par fes relations (6) ct (67) sont
¢quivalentes, cest-d-dire X I, sl i espace I-localcient convexe.
nelv
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Conséquence. Lo Sfamitle des ensembles  bornds d wn espace de Fréchet
H-localement vonver:  possede un systeme fondamental d enscmbles  H-con-
vees

Kn cffel, comme Ja Lopologic jorte est H-logalemenl convese, urice
au Uiéortme +, i} résulte quiil exisle un systeme fondamental d'ensembles
bornés el I-convexes.
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AsULPRRA DUALLLUI UNUL SPATIU LINEALR CU SEMINORME
UILBERTIENE
Rezumal
Sc pun in cvidenta unele proprictiati de dualitate pentru spatiile
H-local convexe (def. 1) separate 51 complete, spatll care sc dovedesc
fi semireflexive. Printre altcle, sc dau condifii necesarc si suficiente pentru
ca dualul tare si fie H-local convex (teorcmicle 3 s1 4} In ultima parte,
§ 3, se fac precizari pentru cazul particular al spatiilor Fréchet I{-local
convexe.

RELATIONS D'EQUIVALENCE ET TOPOLOGIES ASSOUIEES
AUN MEILLEURES APPROXIMATIONS ASYMETRIQUIES
PAR

N. NEGOESCU

§ 1. qu fonctions 7' () et f et les ensembles réticulés associés por f aux
nombres irrationnels. Soient /£ ensemble des nombres irrationnels réels et
roun ¢lément fixd de E, ayvant le développement en fraction continue
infinic [ag, ty, @y ...-], ol @, est entier ei a; sont des nombres natu-
rels strictement positifs pour j=1,2, '

_ Définition 1. On appelle fonction de mcilleure approvimation asyme-
trique pour & de K Papplication T(x) définie pour chaque poinl 1 =0 connme
la borne supéricure des nombres réefs strictement positifs o pour lesquels il
eviste une infinité de fractions rationnclles plg qui .s'(:t?.\jbr'd it t’m‘;:nfiﬁ‘s:
(1) A P2t s

vt ug

1 En 91111;1()_\'&111 o méthode de 0. Perron [1], nous avons monire
dans la Note [2] que la valeur de la fonetion () dans § est donnde par
la formule

('.f) T(2) () = max [lim sup ap(), £ 1M SUP oy ESIR
on
(3) 5""(') == [“’n+h Urya ! " I_U~. yy Qpy sy “’1:'

La formule {2) devient

) Tia) (1) = max [L(2), tL,(x)]

si 'on note Ymsup py,(x) et limsup 3 par L) e i ellie ot

oo P theall) P tans (it} par Lol et L (1) respeett-
Remarque 1. Les inégalités (1), la formule (3) et les définitions de

I . : . . cae ; -
c:(;,(.r)l(.f. L,(+} montrent quion peut considérer a, (le premicr quotient in-
mplet de @) comme un entier strictement postlif. in cllet, on voil que



