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Conséquence. L famille des cnsembles  bornds i espace de Fréchet
H-localement. converr  possede un systeme Jondamental d enscmbles  H-con-
vexes

o effel. comme T lopologic forte est fi-localemienl convexe, urace
au théortme b, il résulte quil exisle un systeme fondamental d'ensembles
bornés ¢l H-convexes.
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AsSLPRA DUALLLUI UNUL SPATIU LINIAR CU SEMINORME
WILBERTIENE

Rezumal

Sc¢ pun in cvidenta uncle proprictiti de dualitate pentru spatiile
H-ocal convese (def. 1) scparatc i complete, spatii care sc dovedesce 1
{i semirellexive. Printre altcle, s dau conditii necesare i suficiente pentru
ea dualul tare si lie H-local convex (teoremele 3 st 4. In ultima parte,
§ 3, se fac precizari pentru cazul particular al spatiilor Fréchet Ii-local
convexe.

RELATIONS D'EQUIVALENCE KT TOPOLOGIES ASSOCIEES
AUNX MEILLEURLES APPROXIMATIONS ASYMETRIQUIS
PAR

N. NLEGOESCU

§ 1. Le:s fonetions 7' (.r) et [ et les ensembles rélicnlés associés puar [ aux
nombres irrationnels. Soient £ Tensemble des nombres ivrationnels réels et
xoun dément fixé de E. avant le développemenl on fraction conlinue
infinie {dag, @y, @245 O o], 0l g, st entier eloa; sont des nombres natu-
rels strictement. positifs pour 7 =1,2,... ;

) Définition 1. On appelle fonction de wmcillenre approvimation asyme-
trigue ponr a de £ Papplication T{(x) définte pour chagque poind €20 comne
la borne supérienre des nombres réels strictement posii:'/.'v‘ u powr fesquels il
eaiste wne infinité de fractions rationnelles plg qui s(:f}'.sjbfat anr inégalites

1 ) {
{1 ——.,<1—-.1 —, 20
e ug®
En {:mp]n} ant la méthode de 0. Perron [1], nous avons wontré
dans la Note [2] que la valeur de la fonction () dans t st donnde par
la formule

(2} () (t) = max [lim sup Wop(i®), LM SUP popir() s
olt
{3) 5"1:("") == [(Lra+1? Uuin 7] JT l:01 yy Uyt i H‘I}'

La formule (2) devient

) T{x) (1) = max [Ly{2), L, ()]

i Pon nole lim sup o () el Hmsup @) par L) et Ly(a) respeetl
oL 2n P tonea(®) 1 o) et Lyla) respeeti-
. _Remm'qur’ 1. Les int’:galités (1), la formule (3) et les définitions de
:(,(..l et L,(@) montrent quéon peud considérer a, (lc premier quolient in-
complet de @) comme un entier sirictement positil. ln effet, on voit que
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. o, gt ot N
les fonetions Ly, L. n 1€ dépendent pas de a, b T (1) I ) () powt
{ =0, ot & = [p, €5, a2 oo @, ,...) et que p esk un enfer strictement po-
sitif. ‘ o " - -

Le erophe de la fonchion () dans 1o plan 10T cstune ligne brisee,
formde par un segment paraliele & OF et une demi-droite dont le prolon-
sement passc par Povigine.

Te point anguleux de ce graphe, e oo dondes
L ,
== =2 ), A N
L)

Jétermine compitiement Ia fonction (). Cest Pouruoi nous consilirons

dans co quiosuii A la place  de da fonetion Tl a tonction
f définie par
5 IJU(.I) 5 ]
3 s | 20 Lg(w
) bl

ce qui fail correspondre 4 & de I e point anguleux du graphe de la
fonction T(r) de la meilleure approximation asymétrique pour &

Pour les fonctions Lo, L, et f neus avons:

Proposition 1. a) Powr toul v de 15

1 1 1 (L)

1,.(—-- Ly L =)= L) et fr=|== o Tali) )

I'\.t‘) e I(:L‘) ) \U) \Lr_it:) l

b) Poni avelr JLe) - f(y), it faud etilsulfit que L(@)y=Lo{y) et L(@)==1.y)-

¢) Pour tout v de E ef dewy nombres entiers positifs queelcongues %, ef -

o, i evisle av moins un élément Yy & I tel que
Ly} = o + Lo(2), Li(y) = oy -+ Lz) o

. o ~4-Lo()
L= [“1+Ll(w) ,

Démonstration. a) En remplagant & pav 1jw on change la parilé des
quotients partiels et ainsi on change L, avee 7., ct réciproquement ;

b) est évidente; _ ]

¢) vu que Ly(x) = linisup oa(z), alors pour tout = = 0 il existe
un nombre pair 21, tel que

xy T Lo(w)} .

(@) < Lo(w) 4 & pour 7> 1 & tan, () > Lo (@) — ¢

ensuite L, (@) = lm sup t 5, i), 1 existe un nombre impair 2n, + 1>
> 2(2ny), tel que pansr(®) < Li{z) + = pour 7t =1y et pangsa(®) > Ly(a) —¢
Kn général, il existe un nombre pair 2ny,. = 2(2n,,+ 1) tel que

tan() < Lo(i) -- € pour © = Rapdy et p.g,.,:“l(m) > Ly(z) — =
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et un nombre impair 2my,4e + 1> 22nyp4) tel que
Wonsa(®) = Ly() + € pour N> Nyp+a CF p.f..’n:,r+2+ 1 () > Ly@) — =

Si le développement en fraction continue infinic du nombre @ de K
est [dgy @y, @2 5ens D ,e], s0it y le nombre qui a les quotients incomplets
b, donnés par

a, + o pour n = 21, 1, 2ng 4 150y 2Ry 4+ 1,..
a, - o, pour 7= 2n, + 2.2+ 2. I PINE
«, pour tout aulre, H.

by =

ou a, et , sont deux hombres entiers positifs  quelconques et ny, Mgy
Tigpsyy Mopsz-r CSL UIC suite strictement croissante de nombres naturcls qui
catisfont aux conditions imposces. Pour p sulfisamment grand il suit que;

{ e ()3 %0 + Ly(x) + & pour 2 = Hapiy
23041 (4) > @0 T+ L) — =
ct
{mdﬁ<%+%@+swmw>%m,
2?‘2p+2+1(y) > -+ Lye) = =

Ces indgalités monftrent que:

lim sup weuly) = Loly) = %0 + Loy ct
lim sup () =Ialy) = = 4 L {ir).
ce qui démontre complétement la proposition 1.
Remargue 2. 11 ¥ a des nombres @ ct y de k£ différenls colre cux
tels que f(z) = fy) clest-d-dire que f n’est pas injective.

_En effet, si (@, an @ g ,.] Cst le développement ¢n fraction
continue du nombre @ de E, alors les nombres y avec le développement
on Fraction continue [by, by y-s bgs @0y @1 yfha-or Gas ....], out by, by ,... by sont
des nombres naturels quelconques, satisfont évidemment & la relation
fla) =1y

_ Remarque 3. La proposition 1 ¢) montre que ’ensemble réticulé des
points du plan 0T

{(% + L)
a; +Ly{2) ,

appartient & Tensemble E. 11 est formé avee les points d’intersection des
droites

o + Lo(w))}%e ¥

aeE N

T =La), T=1+Lf@), T= 2L,
T = Liajt, T = [1 + L@, T=1[2+ L@}

& — Analele Universitdsii, fasc. 1, MATEMATICA
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Définition 2. On appelie ensemble réticudé de type L5 (v) associd
. . o 171
aw point xr de B par f Fensemble des potnts

ot Ll |
{(__L! g+ an)'[
@y o= Ky

7+ Jo (@)

ow ky of ky sont des nombres entiers positifs ¢b py, p senl des nombres en-
tiers strictement posilifs.
I’ensemble des points

{(“__[_'(.il, %y + ],1(3;)]}_1 o
ag - Ligft) s

. . 1
. A . tienle 3 2] e .
sera nommé nun ensemble rétienlé b {z) 5"l est L9 (1' et g, by Por 1

satisfont aux conditions de la détinition 2. Avee cette définition, Uensemble
réticulé de la remarque 3 est £ (). Les propriétés évidentes de ces en-
cembles reticulds  sont donndes par la

Proposition 2 a) La séunion de deux ensembles réticulés dw méme type
west pas en général wun ensemble réticulé ; évidemment c'est un ensemble ré
ticulé du méme type seulement quand un dena est un sous-cnsemble de Uautre.

b) Llintersection de deux cnsembles réticulés dw méme type associés a
deuv nombres différents de E par f est Pensemble vide ow bicn un ensemble
réticulé dw méme type associé & un nombre de E tel que f{z) apparticnne aux

dewx ensembles réticulés.

§ 2. Les relations E°, R, R"et R d’équivalence sur E. Définition 3-
On dit que x est proprement équivalent & 1 (&, ye k) et lon note RO si x
et y ont les développements en vactions continues infinies de la forme

(6) @ = [@g, @y yeurs Cpe C1v €y C30 I, 4 = [bgy by sy Dintys oy €350 1,

o k— L' =0 (mod 2).

On dit que x est improprement équivalent a y (v, yEE) et I'on note xRy
si wet y ont les développements en fractions continues infinies de la forme (6)
on k — I =1 (mod 2}.

On dit que @ est équivalent @ y ef Pon derit xRy si x et y ont les dé-
veloppements en fractions continues infinies de la forme (6).
On démontre facilement, comme dans [3], que R AT

o+ b
{7) iy = e Loy b, deZ
) e - d
et ad — be =1,

pR1y si v et y satisfont & (7) et ad — be = — 1 ¢t
eRy st el gy satistont @ (7) et fad = be| = 1.
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o

La proposition suivante donne des propriélés  de ces trois relabions
délinies.

Proposition 3. a) La relation R est une relation déquivalence.

b) La relation R' csit symétrique, elle nWest ni réflexive, ni transitive.

¢) aRly ot yR'z = @R wRYy et yR%: = aRlz 1 a Ry et aR'z = Rz

d) La relation R' est compatible avee la relation d équivalence RY.

¢) R = R"u R“

t) R est une relation d’ équivalence.

¢) L'ensemble des nombres proprement, improprement dquivalents ow
Cquivalents a un nombre a de E est dénombrable.

h) La velation d*équivalence B est plus fine que B (K" = 7).

Démonstration. © = 2 monlre que aRw te=d=1, b=c=0). @ #

< —a pour aagk(e=—1, d =1, b= ¢=0) montre que R n'est pas
réflexive. Du fait que & = {dy — bYj(ey + a), il suit que les relations R°
et R! sont symétriques. Du lait que y == {ar &+ byler + d) et = = (a'y +
L)y + d') il résulte que = = (@@ + b (e e - d) on a’, b, e,
d" sont des nombres entiers 1 «. b, e, d, «', b, ¢ d sont des nombres
entiers, A" = 1" cl

her b\ L ._‘a’ b . la” b

: .
¢ d le' d')

A=
e od

Cette remarque montre la pransitivité de la relation RY et les résul-
tats de ¢).

R est une relation symétrigque compalible avee la relation déqui-
valence R" purce que xR'y ct wRO impliquent & Bly. en ¢erivant @' R%
¢t wRYy et employant ¢).

La définition 3 montre que £ est B U RY ct, de a), b}, c). il suit que
R est une relation d’équivatence.

Il y a autant de nombres proprement équivalents & @ de E combien
il v a de quadruples «, b, ¢, d satisfaisant a ja relation ad — be =1, ol
a. b, ¢, d sont des nombres entiers, ¢’est-a-dire Jeur ensemble est dénombrable.
Le méme résultat se maintient pour les relation R' et K.

@R% entrainc Ry, de sorte que la relation d’¢quivalence RO est
plus fine que R.

Remarque 4. Pour tout @ et y de £ nous avons:

vRYy = flw) = fy), wRYy = f@) = f]y),
eRy = flw) =fy) ow fi@) = (/).
Celte remarque suggere Fintroduction de nouvelles relations sur I
Définition 4. On dit que « et y sont en relation R (wR%y) si fla)=S(y)-
On dit que x et y sonl en relation R (0R'y) i Fla) = f(1/y)-
Enfin on dit que v ety cont en relation R (vRy) si Sty = f(y) ou
fl2) = £y o
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La proposition suivante ¢largit les proprictés des relations R°, B, B
aux nouvelles relations introduites par la définition 4.

Proposition . a) L« relation R" est unce relation d équivalence.

by La relation R est symélrique ; elle w'est pas transitive el en général
elle West pas réflexive.

c) aR'y et yR'z = 2ROy ; xRy et yR'z = Rz Ry e yR'z =
— zRz. - - - -

d) La relation B! est compatible avec la relation & équivalence R

¢) R=R"y R"

fy R est une relation & équivalence.

g) Les classes & équivalence modulo R ou R pour les mombres de L
qui ont une infinilé de quotients partiels différents de 1 ont la puissance du
continu.

h) Entre les relations d’équivalence R° et Rk il y a la relation de finesse
R c R.

N Démonsiration. a) Evidemment RO est une relation d’équivalence.

b) @Ry si ct seulement si f{x) = f(1ly) ou (Lo(a) Ly2), Le(@)) =

Ly L) done, i Lofa) = Lyy) et Lue) = Lult, les 0

0 ’

dernieres égalités entrainent L(y) = L,(1/2) et Ly) = Li(1/x), ¢’est-a-dire

L (i )

_ Lo(y) | \® , Ly
o = (28 1) =|

ce qui montre que yRw.

La relation k! est réflexive seulement pour les nombres irrationnels
réels & qui ont Fimage par f sur la droite { = 1, c’est-a-dire L(z) = Ly(x)
ou Ly(x) = Ly{1/2) et alors f(x) = f(1]x) entraine rRw.

¢) Nous allons prouver seulement le pl'emier_énoncé parce que les
autres se¢ démontrent de la méme maniere.

wRly et yR'z est équivalent a fle) = f(y) et fly) = f(1/z). La der-
niere égalité sverit f(1]y) = f(z) (parce que RY est symétrique). 11 s'ensuit
que fla) = f(2) el done ak’z. a

d) aRy el 'Rl est équivalente a 2'R el xRy donc w‘I_i_li,
cest-iv-dirc R' et RY sont compatibles. B B

¢) La délinition 4 montre gue R = ROy RL.

f) Les proprictés a, b, ¢ montrent que R ost une relation d'équi-
valence. -
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g} Soit @ = [0, @y, @2, Cn ,...] un mombre irrationne! réel de E
tel qu'il existe une infinité de quotients incomplets plus gands que 1.
Les nombres n = [0, 71, ay, dp,- 1, 1, @y @1y 1,1, ap +my—n 1o 1 o]
sont ¢quivalents modulo EY et R aaquand 2, <<iy < .o <2y oo ct
lim x, = oo. - a

W=
Soit £ un point de Iintervalle (0, 1) avee Pabscisse irrationnelle. Le
développement en fraction continue infinic de & est [0, oy, 25,0 % yeee)

et nous hotons 7, = o, Ay = 0 F %2, by = %y 4oy oo A %a e Evi-
demment Ay < Ry < hg << o TRy < et lim»x, = ». A ces valeurs
o

de la suite {»,) correspond un nombre 7. Ainsi nous avons défini une
application A : £ — 7. Nous montrerons que Lapplication of est injective,
Cest-a-dire A(E) = A(Z)=> 2 = B

Solent gy P geeees P gee les valcurs de 7 correspondantes au nombre
= A(E) et ky, Do, %, les valewrs de correspondantes aw nombre
g = A(E). Si A(&) = A(EY, du fait que le développement d’un nombre
en fraction continue régulicre infinie est unique il suit que les deux sHi-
tes () et {»,) doivent ctre identiques ct cela prouve que les dévelop-
pements cn fraction continue infinic des nombres Z et 7 sont arssi
identiques, ¢’est-a-dire que i= .

De cette discussion, il résulte que Iensemble des nombres 4 a la
méme puissance que [ensemble des nombres irrationnels de Fintervalle
(0, 1), c’est-a-dire qulelle est de la puissance du continu.

h) Du fait que #R% = xRy, il s’ensuit que R est plus fine que la
yelation R ou R® = R

§ #. Diagrammes pour les relations introduites et les décompositions
canoniques de Ia fonction f. Proposition 5. Les quatre relations d équivalence
R°, R, R°, R sont dans les relations de finesse données par le diagramme :

RCc R
n nn
R'c B
_Démonstration. On voit de la remarque #ct de la d¢finition 4 des
relations R° et R que wR% = aR% et xRy = »Ry, clest-a-dire R« R°
ot B = R. Les autres rclations de finesse sonft prouvées par les proposi-
tions 3 et 4.
Remarque 5. 11 y a des nonibres @ et i de 12 tels que +R%, *Ry, mais
@ nest pas équivalent & y par les relations d'¢équivalence R° et R. Fn
cffet les nombres @ = [dg, @y, @y sory @q 5o}, BYaNt UNC infinit¢ de a; diffé-
rents de 1, ¢t y = (1, 1, ay, ay 1, 1, ay, 4y, t5, Guy 1, b, tr e g 1,1 500]
sntisfont aux conditions données.
Proposition 6. Pour les décompositions canoniques de la fonction J par
rapport & R et R°, R°, il y a le diagranune :
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f .
f‘9"/// i ' 1
o !‘f_" 20 K

E|R*—— E[R — m s fF]

on EIR® et EIR® sont des cnsombles quotient de Ik par les relations R el R,
o' est Papplication canonigue de 1 sur B[R, " est I"application canonique
de EIR" swr EIR, LY esl Papplication bijectice assoetée o la fonction f de
E[RY sur fI ] et i est Papplivation injective canonique de f[E) dans F.

T Cela prouve yue les dewd décontpositions canoniques de la fonction S sont
fmiogveghel [=isgha ot

Remarque 6. On peut introduire la relation d’équivalence quotient

RC[RY par le diagrammie commulatil

Y o)
e ‘ T LA (AR (BYRY)
e— 1 /—“'
\\\"“—-.. l ? /“'”//
20 e b‘]{ I_{n (////

ou o est g log cb est une application bijective telle que @ = @ H?"‘

Remarque 7. La relation d’équivalence R détermine une relation &
de E & F telle qu'a tous les points de E équivalents par R, corrcspon-
dent deux points de f{k], 'un dans la bande 0 < <1 et'l’autyc dans
la région & =1. Ausel la relation d’équivalence R sur E déterminc une
relation S de E A4 F ayant la méme propri¢ié, cest-i-dire qu'a tous les
points de E équivalents par R correspondent deux points distincts ou
confondus de f{E), I'un dans la bande 0 < { < 1 et l'autre dans la région
> 1. _ _

Soicnt I, Jensemble des points de qui ont les 1mages par f dans
F, (Uintersection de 17 avee la bande 0 < < 1), By Fensemble des points
de E qui ont les images par [ dans I, (Finlerseetion de I avee la region
t =1) et f, ct [ les restrietions de la fonction J & 15 respeetivement a
E, (f, =1, ¢t fy = f1E). Dans ceeas nous uhtenons les diagrammes
commultatils:

) i

B, —————————— I, K, ————— — I,

| 1 . N

| | |
Pr1 !l 1‘ N Pk, 1 }] Iz

|

-IL ,‘17)1'.'| % l YEa, | i

T M A R AL e LB
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qui donnent les décompositions canonigues de f,et f, par rapport a Ry et
ij2 ot celles-ci sont les relations induites par R sur E, ¢t E,.

De la méme maniére on cerit les diagrammes commutatifs pour les
décompositions canoniques de f et fo par rapport & Ry et Ry et par
rapport & Rg, Ry ct R . By -

Remarque 8. Pour les relations induites par R et B sur un cnscmble
= Fily ale diagramme

i .’l .'R"?l =
tat ‘ .,

-~ ey .
[ - ., ;?'Ia
- ~.
3 .
-~ =
- ~.
- S
A . YT — |
0 - L0
| ?A Ll‘l ||
o !
i
| | 2
| ) |
+ b !
E e — ER

Proposition 7. Si P esl Fensemble des noubres quadratiques de F,
alors RS = R% et Rp = Ky

Dans ce cas les classes d équivalence conticnnent seulenent une infinité
dénombrable de points de P.

Démonstration. Les nombres quadratigues se représentent en frac-
-—'____-—. S
tions continues périodiques de la forme [dy, @y ey ], 01 C bloe de guo-
tients incowmplets {4y, @, a,) se répete toujours dans le wéme ordre.
jin infroduisant des  paires  de quoticnts incomplets éeales 1, & dis-
tances de plus en plus grandes, Ly(a) et Ly(r) ne changent pas, mais les
nomibres obtenus ne sont plus quadratiques. Si nous introduisons des quo-
lients incomplets, en laissant la fraclion continue périodique, alovs Ly(x)
¢i Ly (@) changent leurs yaleurs. Done B9 = R ct R, R,
Lo dernivre alffirmation est évidente par la. proposition 3.
Remargue . On peut obtenir des velations d'¢quivalence plus fines
que R* et moins fines que Y en faisant des partitions convenables  des
elasses d'équivalence modualo R

§ 4. Relations d'éguivalence R ,.ct R, , sur E Definition 5.
On dit que v et y sont en relation RS, -, s Dinterscction des ensembles réticulés
L9000y et L5, (y) est ensemble réticulé, ¢ est-d-dire sl exisfe un point 3
appartenant awe dewr ensembles réticulés tel que Ly, () N L oly) = L, (2)-
On dit que » et y sont en relation R, si Uintersection des ensembles réticulés
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Pty

o (x) el L%, (—]—) st un ensemble réticulé du méme type.
Y

On dit que o ety sonl en relation. R, 51 @B, Y 08 aR, Y.

Proposition 8. n) La relation RS . est une relation  d'éguivalence.

b) La relation Ry, o symétrique ; elle nest pas iransilive el, en gé-
néral, elle wWest pas réflevive.

) s 0~ TR 0 mos pJRY e )

c) d Il“)) 'Plyi el -'),h):'h-i’x' _> '?"’I.!;".l"..i'll“J P Ia)'n‘l’?ly et ?}IRPnT’I"' > I1'131%‘]"12’ m"—i"‘?)ﬂ’]y

3 =0 ] =
el yh’-,,o,,,,-. S A R '

&} La refation R, cf la relation déquivalence B, sont compaltibles.

N » )] »

¢) Ry R0 B

0y R,, est une relation  dquivalence.

v) Les classes déquivalence modulo RS ouw Ry, pour les nombres
de E ont la puissance du conlina.

) h) Ry, est plus fine que R s O g €Ly sont des mombres en-
ticrs strictement posilifs.

Démonstration. n) 1l est évident que B, est réflexive et symétrique.
SioaRY Ly et yRS oz, alors il cxiste u et v tels que

0 " — ) 0 oL p— i) Y S .

“QP-?)I("L) n ’Q‘;’ri’h(y) - Dn?:(ﬂ’) ct “Qg’npl(y) n “Bpnm("‘) - c"Qi?-'li'l(z;.)' Mais com
me 1,0 € Lo(1), 1 suib wRe ,vet donc il existe w tel que L5000
i J— 0
L “‘Q(;J:I'l('u) - "Epn'ﬂ:(w)' ) 3

Lintersection des ensembles réticulés ci-dessus nous eonduif au
fait que :

AREe ~\ n i) I — A 0 — 0 .
"Q%aﬂl(a’) ”ﬁofpl("‘) Pu’Pl(y) - "Q(;Jo?’!(u’) ct dO!‘lC ﬂnpx(a’)[ ‘Eﬂaﬂl(z) "‘QP-TH(H)’
ce qui prouve la transitivité de la relation R%.

o . : ) == < ol (a 1 -

b} Evidernment s LB (@) 0 B () = 0 o(2), alors LL(2) 0 L k) =

1 - 1 H ? ] 1 1
= pL .(2) et donc de L) 0 LY = L2 (z) il s'ensuit L1 (@)n
gt (=) clest-d-dir R o~ 1
0L (¥) = Lhplz), cest-d dive que vR} Y cntlfulne YR 2. .

¢) On prouve de Ja méme manicre a transitivité de la relation RYp, .

d) De ¢) on voit quc aRy et R entraine 2'RL 4.

¢) L'égalité est évidente par la définition 5.

) De ¢) il suit que f,,, est une relation d*équivalence.

v) Fst ¢vidente grice a Ia propri¢té ¢) de la proposition +ct du fait
que dans tout cnsemble réticulé assoeid & un pont @ il existe des ponts
qui sont des Images par S des nombires de E avant une infinit¢ de quo-
tients incomplets aussi suffisament grands,

h) Kvidemment wRS . 4 entraine AR i iy OW B €My sont des
nombres enlicrs strictement: positifs.

Remarque 10. On peut introduire la relation d’équivalence quotient

RS IR . Dar le diagramme commutatif

naPr

o
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v
B 0
R - B,
Ii 0 /__/""‘- l
@ | P |
I |
15 1
B 0 e ——
]-“/ Rmu?m min ” (EIR?ﬂnFu [ mlps)/(R%om]R?"nFo: mim

ol o, o sont les‘applicati()ns canoniques de B sur EfRY,, ct EIRY . oem
cl 0 st une application surjective. Alors il existe une application bijec-
tive U de (ibl‘liglopmmlpl)/(R%oPthgln?o'1"11’:) sur Elm

PoP1 ”
Remarque 11. Lintersection des relations RS, ., NS, ., est aussi
une relation d'équivalence dans laquelie, tous les points les plus appro-

ehds de la courbe T = max (YU + #, V2 - 41) sont équivalents.

§ 5. Topologies sur £ des relations d’équivalence introduites. Ici nous
allons faire quelques remarques sur les topologies des relations d’équiva-
Jence introduites. Pour chaque relation d’équivalence S, I'enseible vide
el foutes les réunions des classes d’dquivalence modulo 8§ forment la 1o-
pologic de la relation 8, notcée par s .

Remarque 12. On voit immédiatement que la relation de finesse cnlbre
Je topologies des velations R, R, Rv, R cst donnée par le diagramme :

T X n
A< A
7£n < Tn

Remarque 13. Soient la fonction f, Pensemble £ muni de la trace
de la topologic usuclle sur Ret f[E] muni de la trace de la topologie usuelle
sur F. Pour tout point 2, & = [dg, @ -y @y,--]y de E, dans tout voisinage
de a il v a des points équivalents modulo ¢ & un nombre abselument
arbitraire [by, by, bg 4oy Dy o). Done dans tout voisinage du point z de
E il v a des points dans lesquels la fonction f est discontinue dans tout
point de E ct clle a aussi la propri¢té que dans tout voisinage de tout
Hgint de E il v a des points de E out f prend toutes les valeurs de f[E].
Si nous maintenons sur f[#£] comme topologie Ia trace de la topologie usuelle
sur I, alors la topotogic induite sur £ par la topologic initiale sur I pour
f o comme éléments des ensembles saturés pour les applications canonigues

Il

ou réunions de classes d’équivalence modulo B Lapplication f est continue
par rapport i cette topologie sur F et & la teace de la topologie usuclle
sur f[E].

Remarque 14. Considérons les relations d’équivalenee KBS, pour tous
les nombres entiers strictement positifs. Tes topologics de ces relations
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d’équivalence donnent unc infinit¢ de topologies sur Fenserable I2 des

nombres irrationnels réels. Leur véunion et Ret n=p eost ausssi une
M Pe Popn

topologie sur £.
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RELATII DE ECHIVALENTA 81 TOPOLOGIT ASOCIATIE CELOR MATI BUXNE
APROXIMARI ASIMETRICE

Rezumat

Folosind metoda lui O. Perron [1] s-a pus in evidenti o functie
f detinita prin formula (3). In primul rind aici se demonstreaza uncle
proprietati ale functiei f, definite pe multimea ks a numerelor irationale,
necesare pentru a introduce unele relatii de echivalenta pe E.

Pentru relatiile de echivalenti cunoscute (R° si R) pentru numere
jirationale se dau opt proprietati in propozitia 3. Observatia |+ sugereazi
introducerea relatiilor de echivalenta R®si R pentiu care sc extind cele
opt proprictati. Se pun aici in evidenti deosebirile dintre cele doua tipuri
de relatii de echivalenta.

in § 3 se dau diagrame pentru relatiile introduse si descompunerile
canonice ale functiei f. Cu ajutorul laticelor de puncte, £, (x) si 2%5.00),
studiate in § 1, sc introduc relatiile de cchivalenia RS, R,y Jucrarea s¢
termini  cu citeva  observalii privitoare la topologitle pe F asoclale re-
latiilor de echivalentd R, R, R, R si RS, R

SUR UNL CONNEXION LINEAIRFE CANONIQUL DEFINTE
DANS UNE VARIETE DOUEE D'UNE f-S'l‘RUCTURE
PAR

LIS A. CORDERO

Sur une variété différentiable, donée d'une f-structure, on définit
une connexion linéaire qui caractérise son intégrabilité, et on étudie le cas
particulier olt Ja variété est hor-chresmannienne, en rapportant cette con-
nexion a la conmexion canonique introduite par Vaisman, (5]

1. Soit ¥V une varic¢té différentiable, €=, dim V =2n +m, douce
Qune f-strueture, cest a-dire, douée d'un champ £f d’endomorphismes des
espaces tangents {tenseur du type (1, 1)), tel que A4 =0

AorsQ = —f, P=1- f? sont les projecteurs dune structure pres-
que-produit fI sur V, donnée par H = P — @; le fibré tangent a la dé-
composition M =—Im@@elmP =D D1, les fibrés de D et D' étant
de dimensions 2n ¢t m. On déduit Qf = fQ = [, P=rf=20, dotun Im f C
C Im @ et s1 nous considérons & = f|p, alors 9% = — I, ce qui montre
que 4 donne unc structure complexe sur ) et Imf= .

Nous noterons par N(N,) le tenscur de Nijenbuis de fU1). Ie
tenseur N donne 1 intégrabilité de 1. D, D et fly dans la forme suivante :
v, Y étant des champs de vecteurs arbitraires sur V

1) DY oest intégrable «i et sculement si N(PX, PY) =10,

) D) est intégrable <i et seulement si PN(fX, fY) = 0.

Lorsque 1) est intégrable, fl, est une structure presque-complexe ;
quand 1) et fl, sont gimultanément intégrables, on dit que f est par-
tiellement intégrable (3). Alors

3) [ est partiellement intégrable si et seulement si N(fN, f¥Y) =0,

4} [ est intégrable si et seulement si N(X,Y) =0

Soil g une métrique riemannienne sur 1, adaptée & la structure presqnes
produit, ¢’est-d-dire :

gPX,QY) =0
et soit y la connexion de Levi-Civita de g. Nous définissons une nou-
velle coumexion y sur V par:



