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1. BURDUJAN

n lucraren [2] se caracterizeazd local loopurile Lic cu ajutorul unor
1-forme liviar independente si al operatorilor de structura. Mctoda folosita
ta folosita de Kihler si Laptev pentru studiul grupuri-

este acecasi cu metod
Jor Lie locale. Pe aceastd cale nu s-au putut obtine pini acum prei multe

rezultate, lipsa asociativitatil facindu-se puternic resimtiti.

In prezenta luerare sc regiisesc si se completeaza rezultatele obtinute
in [2], folosindu-se metoda lui Lie. Urmarindu-se tot timpul paralelismul eu
feoria grupurilor, sc ajunge si st asocicze unui leop Lic oarceare o anu-
miti algebra Lie, subalgebrd a algebrei Lie a tuturor cimpurilor de vectori
definite pc varietatea loopulul. In general aceastd algebrd nu mal este finit
dimensionala, iar in cazul cind loopul este grup, este toemai algebra Lic a
cimpurilor de vectori sting invariante ale grupului. Se demonstreaza mai
intii ca aceasti corespondenti este biunivoca, iar apoi se obtin caracteriziri
cale pentru homomorfismele si isomorlismele locale ale loopurilor, pentru
bloopuri si pentru divizorii normali. Cu ajutorul acestora s¢ obtine apoi
earacterizare a loopurilor integrabile,

§1. Reamintim mai intii cit numim loop ansamblul (Q: ../ \) unde
ste o multime oareearc jar.-, . /s GN sint operatii binare pe @ care

fac conditiile

ay fy) .y =, by gyl =y

e} (royMy = @, d) aN{v.y) =¥

¢) exista e € Q astfel ineit c. 2 =a2.¢ =2

efinitia 1. Varietatca diferentiabild r-dimensionald Q. de clasd 7. s
loop Lic dacd :



[~

108 I BLALRfAN

I § este foap
a1 aplicatille care dane strvelure e

SN R - Q

sint diferenfiabile de clusd O+,
Cind va {1 nevole sa precizam dimensiunea vom seric &, in loc de @.
Orice element a € § defineste doua difeomortisme £, si K, ale lui Q) —

nnite respeetiv branslatia stingd prin e si transiatia dreapli prin @ - prin
l,:
Seostie i orice difeomorlism f al varietitii @ induce un automorfism
S7al algebret Lie L) a tuturor cimpurilor de veetori definite pe varietatea
§. Yo nota cu 6/ (@) grupul de wtomorfisme ale lui L () wveneral de -
milia fll.co.
¥2. Fie @ un doop Lic si & € T (@) Definim eimpul de vectori v in
N pE 1
ebal armator :

(1)

o

B,ooo— .,

v— o .

NG = L %,

Orice cimp definit in acest mod il vom numi f-efmp cectorial, {-¢cimpu-
riie vectoriade sint de elasi €2,

Luind un reper By in 1 {), de vectori Z,(z = 1,2, r) si lolosind
formula (1), se pot construi, pe &, cimpuri veetoriale .\, fx =1,2,..r),
de clasa '», liniar independente. Prin urmare varietatea unui loop cste pa-
ralelizabila. @, fiind pavalelizabild L{Q) este un /(Q)-modul finit dimensio-
nal, pentru care felmpurile X; (« = 1,...,r) formeazi o baza (' (Q) este
inclol fanctiilor reale, de clasd €=, definite pe @). De accen vom spune ca

f-eimpurile X, (o = 1,....7) sint Leimpuri bazi. Rezulta imediat ci -
(2) | Yo, Xl (1) =

— (o (1) X, (1), Yu e Q.
Cy (1) sint componentele unui chmp tensorial sile vom numi funcfiile de sirue-
6 L) ) ; Junet
lird ale foopulul.
In plus, eimpurile L, X, vor fi legate de cimpurile X, prin relatii de
forma :

Vi e Q.

I;

(3) (L, X)) (a. AR, ) XNy (), Yaow = @,

u) =
cu conditia ;
(+} A% () = 35

L, fiind un antomorfism al lai L (@), cimpurile L, X, vor [i tot liniar inde-
pendente, deci 1% (u, u) sint operatori liniari nedegencrati. A% (w0, u) se vor
nunt operatori de structurd al loopulud,

Pentru a nu complica sericren, vom face conventia ca indieii o, 3,...
(literele greeesti) sa ia totdcauna valorile 1,2, ..., r,
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- A - o
3. Fie acum (b, U) o hartit tocald astlel ineit 47 () = ().‘l PESUPTHICTY
' expresiile locale ate celor Trel fimetit ce dau structura

e in aceasta hartd, ex ; .
T oni sinl vespechiv

de loop NP IR

Peste tot unde vom avea funetii f< G0’
Vo Tace s urmiitoarcle notatn:

e, e ) e )
at{u, v) = :3{ g ‘--) br{u.v) = ——— . L (iu) = =—
B cu ' o ¢
g oatu. )
e, ) » (e - =(,a( .
xbg{”’ 1") e & '1'4”3(”: ‘} - ('H"" v‘b-"(” ‘} Jub
(T

Polosind definitiile si refatiile dinive funeliife o, %% 51 o* se giseste
usor

Fii(n, 0)

B . b, 0) ‘ . ‘
(3) (i (1) = b} (1.0} | 0% (i, 0) pr b (ut, ()).
(6) G = — i (T 1) B8 ) U, 0) (R 0),

i . .o 3 i JA f . =
unde et i by am notat inversele matrieilor Loy si respeetiv by, Vom folosi
aceasti notatic si in ecle ce urmeazi . !

$1. FFolosind f-cimpurile A, introduse nl sus se poate consirut o suh-

LA{Q) a algebrei L{@) in fehul wrmitor: £ (&) va [i cea mal nuei

bra . 3 e
B sioeste myvarianti

subalgebri Lic a algebrei L (@) care contine Feimpuriie X

la actiunca grupulut G'{@). . o e e
Sc verifici usor ¢ rvepetind constructia de mal sus, pornind insd ¢

Ja un alt reper B, al lui 7, {§), vom ajunge ia acceasi algebri Lie.
Si vedem acum ce proprictiafi are :l.lg(:!.)lfl I -(Q). -
Mai intii. folosind proprietitile aplicatiei limare tangente a umu di-
feomorfismy, sc obtin urmitoarele rezultate :

(L, (L X la . bu) = A2 (b, ) 45 (b, boa) X (e bu),
HEZY Xol (a\u) = N INAND A CRANDE

Y . soqB
de prin A% am notat inversul operatorului A%,
Fie acumi X = I (), oarcearve. Vom avea :

X)) = 2x() X, (u).
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Dar afunct

(LX) {a. () Ay (a

Prin urmare, cunoscind cimpurile XX, si operatorii ‘If vom cunoaste
actiunea grupului G' (@) asupra algebrei L (Q).

Tinindu-se cont de definitia algebrei LV {§) sc giiseste usor:

Proprictatea 1 : Mgebra Lic I/(Q) este perfect determinatd de eimpurile
X, () st de operatorit A% (i, u).

Faptulea L' (@) esteoalgebra Licinvariantd la activnea grupulul 4 (@),
implica cxistenta unor relalit intre functiile de structura si operatorii de
structurdt. Aceste relatii se obtin tinind cont de (2), (3} si de faptul ¢a trans-
tattile L, sint difeomorfisme. Intr-adevar. relatin:

AL

) Xy (e u).

iy =

|1 Xa Ty Nal (0 10) = L (LY, Xa] ()
revine la
1) (NG (a0 w) A {a . v, 1)) —

e Chs () AT (a . 1, ).

A (o u) A5 uy ) Crp (. wy + A5 (u

Ak (o, AN e w) A (e 1)) =

8
Explicitind actiunea lui X, , tinind cont din nou de relatia (3) si de laptul
civ daca o siow parcurg in mod independent varictatea @ atunci si e si v au
aceeasi proprictate, gisim :
ey ) A (1) Oy (a0) + A (3, ) (X () A3(E, )
— A% n) (X5 G0 AL, w)) + N (1) A% (T, 1) — X (1) AL, w) =
Cla (1) AL (3, 1),

-y
(7)

Proprietatea 2. Relafia (7) esle v condific necesard st suficientd pentru

e sistemnld
(8) (' X)) = A2 (o, 1) X ()

s fie_complet integrabil,
n plus, identitatile lui Jacobl serise pentru cimpurile X; ne dau:

Xy Chg o+ Clhig Cly = 0.

Si vedem cum se comporti functiile de structurii si operatorii de strue-
turdi la o schimbare a [-cimpurilor bazi. Presupunem deci ci  schimbdm
l-cimpurile bazi X, cu l-eimpurile X, . Atunci, In T, ()), vom avea:

Xy (e) = Di X5 ().

(9)
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Aplicind definitia -cimpurilor gasim :
Xo () = Ly Xo (0) = LoD Xa(e)) = D3 Xaf(u).

Am dovedit astfel - _ -
Proprietatea 3:  La o schimbare a l-chnpurdor baza, funetitle de struc-
1 furd i operatorii de struetnrd se schimbd dupd formulele :

Chny = DEDSCL (n)y DY
A% @ wy = ML G ) Dy

§35. Am asociat in paragraful precedent Joopului Lie @ algebra Lic
(@), Ne interescazi acum problenr inversa - datdl algebra I (@) cu pro-
prictiiile senmalate in paragraful precedent, putem oare organiza varicta-
ten @ ca loop Lic caruia si-i corespundd prin procedeu! de mai sus chiar
algebra LH(Q) 7

Raspunsul este dat de o

Teorema fundamentald 1 : O conditic nceesard st suficientd  pentru ca
ctmpurile Xy (1) st operatorii . 1% (. 1) 83 fie respectiv 1-clmpuri baxd si opera-
tori de structurd al unud loop Lie, local de ordinul r, este ca sistenudd (8) s fie
complet integrabil, adici cimpurile X (1) st operatoric A (i, u) sd fie legall
prin relatia (7).

Demonstratia acestel tcoreme sc lace
2.6.1 din [3]. o _

Am daf astfel un raspuns la problema edsirii unei corespondente de
tipul

la fel ca demonstratia teorcmei

loop Lie «—r structura algebrich

§1 anume avein COl'CSI)OIl(lCl!ta:
(é (——}IJI 1 (el‘.l.

Corolar : Variclatea paralelizabila Q poate fi organizatd local ca loop Lie
daci si numai ducd sistemad diferential obtinut din relatia (7) tnlocuind X, cu
cimpurile care daew paralelismul si Cif e lensorul de torsiune corespunzdtor,
admite o solufic A% (%, u) care satisface condifia (4).

§6. Fic L' (®) algebra Lie nsociatd loopului @ si H o subalgebri a sa.
Oricare ar fi cimpul X = H vom considera X (u,), componenta c.impulm
X din spatiul 7%, (). Facind acest lucru pentru toate cimpurile lui H ob-
tinem subspatiul If (u4g) < T, (@). In general pentru uy # w, dim I (u).
#dim H (1,). Dim acum :

Definitia 2: Subalgebrele H pentru care dim H{(u) cste constantd le voin
numi subalgebre redulate.

Din definitin 2 rezulta ca distributia A, (1) asociati algebrei regulate
H este involutiva. In plus, dacid subalgebra H este invariantd la actiunca
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l_;'l'llplthli ! f_Q) atunci ea este o subalgebri vegulatit si Ay, (@) va li o distr
lmt!c s‘l'in;.,-' nn_m'i:ml‘u. Recinroen evident nu-i adeviraia deoarees in general
unci distributii involutive mei patem ascein o algebrd Lie o i L FQ).
§7. 1N ’h: 0, ('_1,” ui epimorlisn regulal de clasa €+ al oopulul &, pe
loopul €, . A (0) va [isi ¢l un epimorfism al Tui P (@) cu T, () unde «

o ¢ sint unitilile celor doua loopurt. Alegem un reper L, =12 0
a = n 1.0 in T.(Q) astlel incit 3, & ker 20 {0). Convenime st notam
in acest paragral, cu a. b,... (literele de la ineeputul alfubetuiui) indicit ce
PRN \:zll(')ll'lltl w4 1., sien g e peoeat e i valorile T, 2.0, 0. S8 notam
cu X, siorespecetiy X, l-cimpurile asociate vectorilor Z,st &L Cam b ocomuda
cu translatiile se gaseste asor ¢a:

(10} X, =0,

; D - ;

(1) BN, G0y = X (A (),

nnde eu X am notat eimpurite definite pe ) asociate veetorilor /' (0) &,
Rezulta atunel cii .
(1) i () = C (e Q).
(13) Alla . u w) = Af (hta) . h (1), B (ae)),
unde €}, si ,:-l} sint o parte dintre funetiile de structurd si dinlre componen-
!clcvnp(:ralm'll(.n' de strueturd ai loopului @ jar Cj si A} sint funetiile de struc
turit i respectiv operatorii de strueturi ai loopului .
Presupunens acin ¢l surjectia Bt @, — ), satisface conditiile (10)
. . 1 . S e . 5 . ’ !
(1), (13} = !’ (e) = ¢ Alunei, aplicind Ly,,— aplicatia limara tapgenta a
pranslatiei stingi prin A (¢) a loopului &, — relatiel (17), gisim

(T @ B (X, () = A7 (B (h (0}). 1 () X (Loiy U (22))) =
= A4 (e o) N (L = 1) (200,

adici Ly, ok este solutia sistemulw

(1.4} N, () = ol (au, w) X ()

ce satisfaee conditia initiali (Dona 0 B) () = N (a).

Aplicind acum 47 reladici (3) witsin
(o Ly (X, (u)) = 0 (A (a . w) Ny (e u) A ) Xy (e u)}y =
= g, ) (X (e w)) = Hla.u, ) X ((ho L) (w)),

o [)cm si tunetia fi o L, este solutic a sistemutui (14) ce satisface condifia
initiala (ko L) (¢) = h («). Prin urmare

h I‘n = ‘:'l!l)oh;

deei am dovedit rezultatele :

de loopurt
inrd ai ce

n izomorfism local al celor d
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‘Teorema 2. Aplicatia surjectivd b Q. — Q. este un_ homomorfism local
Lie dacit st momai daed intre [-cimpuerile basit si opcratorii de struc-
lor doud loopuri au loc relatiile (10), {11), (18) si in plus h ()= e
Teorema 2'. Aplicatia diferentiabild h: Q, — Q. care duce e tn ¢, esic
loud loopuri Lie, dacdi si nimai dacd intre l-cimpu-

de basd st operatorii de structurd ai celor doud Toopuri ai loe relafiile :

rile
11’) (X, () = X (h ()
(18 AL (a . u, ) = AP (b (a) . h{u), B{a))

Vom dovedi acum :

Teorema 3. Surjectia h:Q, — Q, care duce ¢ Tn ¢ este un homomorfism

local al looprilor Lie Q si Q dacd §i i daed an loe relagiile

PN =0, B(X () = Xk ()
Ab (1) = A7 (b (), b (20)).

Necesitatea se dovedeste la fel en necesitatea din tecorema 2. Pentru a do-
vedi ci aceste conditii ¢int suliciente obscrvam ca atit Ln o hcitsi heL,
sint solutii ale sistemului

W (X, () = 47 (@, b () X; @)
si ¢a in plus
(tha}nh) {e) = (he L) () = h (a).

Teorema 3. Aplicafia diferenfiabila. I @, = Q. carc duce ¢ in €' esie
wn izomorfism local al {oopurilor Lic Q s Q' atunci si nwmai atienci cind intre
L-cimpurile bazd i operatorii de structurd ale celor doud loopuri au loc relafiile :

B (Ko () = Xo (i), A5 (u,0) = Ao (b (@), b (W)

§8. Fie H,_, un subloop Lie al loopului Lic Q.. El va avea r—n l-cim-
puri baza X, care pot fi prelungite la l-cimpuri ale lui Q. Cimpurile obtinute
in acest mod le vom nota tot cu X, . Alegem apoi alle l-cimpuri X, astfel incit
ansamblul X, , X, sa fie format din r l-cimpuri liniar independente pe Q.

Cimpurile X, determind pe H o distribugie involutiva, invarianta la
translatiile la stinga prin elementele lui H. Prin urmare, pe H vom avea:

(X,,X,])(h)=— C& (h) X4 (), (Ly X,)(g. k)= A2(g. k1) X, (g h), Vg, h=H.
"Avem deci:
(15) Ciy(h) =0, AL(g.hh) =0, Vg h e H.

~ Reciproc, presupuncm i pe varietatea H,_, ce trece prin ¢ sint sa-
tisfacute conditiile (13). lile ne spun ci distributia definita pe H de restric-
title cimpurilor X, este involutivd pe H si invariantd la translatiile stingi

§ — Analele Univ. lasi — MATEMATICA
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prin clementele lui /. Deci odatd eu H si all va 1 solutic a acestei distri-
butii, ovieare ar fi ¢ = [l. Cum « < i n all rewalld ¢ H = all, orieare
ar fi ¢ = I, adica H este inchisa la operatia de loop. Cam ¢ & H, rezulth
ed f1 ¢ un grupoid Lic cu unitate, deci este un subloop Lie local al lui Q. Am
obtinut astfel :

Teorema 4 : Conditic necesard §0 suficientd ca subvarictatea H, ) ce
trece prin e si fie subloop Lic (local) al loopulii Q, este ca sit aiba loc relatia (15).

Vo dovedi acum :

Teorema 5. Condifia necesara i suficienta ca varigtdlea I ocu r — n
dimensiuni H ce trece prin ¢ sd fie subloop Lie (local) al loopului § este ca

(16) W(h) =0, Aj(gh) =0, Yehell

Necesitatea se dovedeste a fel ¢ neeesitatea teoremici 4. Pentru a do-
vedr sulicienta, vom incerca sa aplicim teorema 1. De aceea, dacd in (7)
consideriim cii w, u € H si trecem z ina, 3 in b, v in d, gisim ¢a pe H are
loc relatia:

— g (2, 1) AY (1, 1) CF () + A7 (0, 20) (X, (w) A% (@, 0)) — A (@, )
(X () AG (u, 1) + Xg () A5 (@, 1) — N, () AL (5, 0) = — €5 (1) AL (1, )

unde, conform conventici facute anterior, toti indicit iau valori de la n + 1
la r. Conform teoremei 1, I poate [i organizat ca loop Lic loeal avind C(x)
(1t = f) ca functii de structura, X, ca L-elmpuri bazi si A2 (7, ) (v, u & )
ca operatori de struelurda. Dar si in conditiile teoremei 4, I poate fi orpani-
zatd ca subloop al lui @ avind aceleasi /i-cimpuri baza X, si acciasi operatori
de structurd A} {(u,u), (v, u = H). Conform tcoremei 8 restrictia la H a
aplicatiei id, este un izomorfism local, deci cele doua structuri de loop ale
lui H coineid.

§9. In cazul cind €3, (1) = O si 4] (%, ) = 0 oricare ar fi u, n < §,
distributia determinata pe @ de cimpurile X, va fi involutiva si sting inva-
riantd. Atuncl inseamna ca daci H cste varietatea integrald ce contine pe
e, atunci oH va fi tot o varietate integrald a acestei distributii, oricare ar
fi # = Q. Rezulta atunci ci orice doua varietati #H si yH sint sau disjuncte,
sau_comncid. In plus eum «. bH si ab. H sint varietati integrale ale distri-
butiei si ab € a. bH n ab. H resulti ci cele doud varietiti coincid.

Prin urmare, conditiile impuse sint suliciente pentru ca clasele aH
asociate loopului H si ne conduci la o partitic a loopului @ invarianta la
grupul de difeomorfisme generat de translatiile stingi ale lui Q. Reciproc,
presupunem ci pentru subloopul I clusele @H dau o partitie a lui @ nva-
riantdi la grupul de difeomorfisme gencrat de translatiile stingi ale lut Q.
Consideram distributia determinati de cimpurile X, , prelungirile la Q ale
unor L-cimpuri bazi ale lui I, Cum 2H = L, (II) rezulti ci spatiul tangent
in v la @l este imaginea prin L; a spatiului tangent in e lo H si deei, daca
el apartine distributiei determinate de I-cimpurile X,. Daci z = aH,
rezulta ed zH = xH i prin acelasi rationament ca mai sus gasim ci spatiul
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arietatea ol apartine distributici determinate de
bitrar in alf, rezulti ca all cste o varietate
nteorali a distributiei determinate de [-cimpurile X, . I‘?d']‘tdss(t]?n;:;t:::&:;
in @ si deci prin orice punct al Tui R trece o \':‘11'1n;'t_:1tclui c?l?ﬁtgl I l-(-iﬁlpu-
maximi a distributiei de mal sus. D_cc:,1 distributia de .9;111‘11(’; \ ,(V” o
vile X, este involutivii. Aceasta implica :Amu‘iarcn funclt.u Fl [ alu E-?;L digtributi;;
Dar invarianta partitici la ‘trans]atl_ﬂe stingi conduce la 11{ u (}(‘;vc(].it qgti‘é] :
oote siosting invavianta, adicil Ap {w, 1) =0 (Y, u E.Q): .(m wed ;'?'(f('t('i!i[c

“Peorema 6. Fie H,_, un subloop Lie el loopulu? Lfc W, | ; ]n{u(( peldfile
oI condue la o partitic a lui Q invarianti T translafiile stingi (ale Tui Q)

of numai alunct cind:
(17) CL(w) =0, Ai(u,n) =0, Vu,u € Q.

fangent in z € alf Ja
leimpurile X, . Cupy 2 era ar

todati am dovedit si _ o R
$§0rema 6 : Fic H._, un subloop Lie al loopulut Lie Q, . Subuvarictitile

oI conduc la o partitie a i Q atunci st numai aunci cind
(17"} L{u)y =0 Y = Q.
N 'l male ale unui loop Lic Q.
§10. Ne¢ vom ocupa acam de subloopurile normale 1 1

. sap
Definitia 3. Spunem ei subloopul H al fooptdui Q este divizor normal

davit si wunai dacd el este nuclew al e lomomarfism, T oot
'Sa edasim mai iutii condiblile necesare :a_un__suhloop ,1(3]\ l(li nolmm--

fic @ i fie divizor normal. Presupuncin dect ci If este nue (lu ]-mt o

f;€1|111111i L@, — &, (de clasi C®). Vom alege cimpurile fundamintale A,

R s ]
ale lui @, asa el ineit s avem
WA =0
(X () = X ()

Se stic ca ker B’ este un ideal al algebrei Lie L l((% ) 1n\'£1;1'1ax}t‘lr:r?:l§i;~

ne shie S 8 ibutie involutivi sting in ,
: ra corespunde o distributic involutiva 1

Al R ' i de bazia. Cum ea

(0 =n +1,.,7)
(i =1,2,.,n =dmk (R} < s)h

1ica grupu B et :
o r — n dimensiuni, pentru care efmpurile X, sint cimput

covespunde unui ideal vom avea:
[X,, X (u) = — 4, (1) X (u)
X, X () = — Cla (w) X, ()
(Ly X,) (v.uw) = 45 (v . u, w X, (v.w), Yo,u = Q.

Deei pentru un divizor normal vom avea indeplinite conditiile:

(18) Cl, () =0, 4i(w,u) =0, Vi, u € }.

i suficiente pentru ca H sa

. edim acum ca aceste conditii sint § P )
Sia dovedim a ¢ au loc relatiile (18). A fiind

fie divizor normal al lui Q. Presupunem decl cd
homomorfism, vom avea:
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Cii (1) = Cfi (R (w))
A, ) = A7 (h(a) (1), h(u))

unde C% si A} sint componente ale functiilor de structura si respectiv ale
operatorilor de structurda ai loopului @, . De aici rezulta ca Cp si A} sint
constante pe clasele xff, oricarc ar fi @ € Q.

Daca In rclatia (9) trecem 2 in @, 8 in i,y inj si A o k&, vom gasi:

(19) X,Ch =0,

ceea ce este de fapt o noua verificare a faptului ¢a Cf sint constante pe cla-
sele «H.

Cum X, dau distributia tangentd subvavietatidor oIl si cum A} sint
constante pe aceste subvarietati, rezulti ci :

(20) X, (u) A (u, 1) =0, X, () A (w,u) = 0.

Dacd acam, in (7) trecem = in 7, 5 in j si ¢ in = gisim

— A7 (T, ) A (@, ) Chy () + AL (W, 1) (X () A (@ ) —
(21) A7 (u, w) (X () A7 (o, u))+.X () AF (0, w) =X (1) Af (u,00) =
= — C¥; (u) A% (u, u).

Cum_distributia determinata de cimpurile X, este involuliva, putem
alege pe @, in o vecinitate a lui ¢ un sistem de coordonate (w!, u®) astfel
incit varietitile integrale #H sa aiba ecuatiile :

.ul —— ka,

unde %' sint constante (ele sint chiar primele n componente ale punctului
2z iIn harta aleasi),

n acest sistem de coordonate vom avea:

‘Ya (LL) = Xﬂ (u)-a-f;

X, (u) = Xi(u) < +X¢ (u)i,
3’ 248

Dar 3/du, formeazi o bazi pentru distributia tangenti varietitii zH.

Decei vom avea

ua

) .
(X“, @) -2 )A‘; (@, 1) = 0, (X‘;(u) 9 4t (@, u) = 0.
d ou?
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Prin urmare relatia (21) se poate SCile: o ot (@0
o G ) AT (i 10) G () AT (T u)(x,,. @ 2L
T
DY LY ST () R N, (.-!,-_(u,_u)_ o
(22) R TR ) (,\ LA i-'ﬁ’ ) FXL () =
— X () _Q‘ir:_(i 11— o (u) AR (G, v
2

!

(1) trebuic sd satisfaca un sistem
onstanti pe clasele M. Dect %1 so-
asele +H. Prin ununare, putem

Punind aici = = 0, vom .gﬁs? ¢ Al
ulgcbric, linia_r+ _ai carul cng_flclen’g sntnt ce X
lutiile acestul sistem vor i constantc D
coilst1'l|i funetitle : | o )

A @, 0y = A ), "t (i) = Cii (1), A.j (20) = \Jl (Hij-. .
at clasa clementului 2. Fie b : @ — QH defimta prin ~t-

S, ut) - ! adici : b {nf )=

unde cu e am not
ales avem @l

- 2. In gistermul de cooardonate

= U

‘Relatia (22) va putea [i serisd :
A (@, ) AT G, 1) Chy GO) o+ A (. w0) (X () AT (1)) =
— Ay ? 4 . . o . B
AT (@, ) (X () AT () X () A7 (e u)
! ! - . o . - _-_ .
X () 4F (@, 0) = — o () A% (U, ), |

d Relatia (23} ne

. O/ de componente X (u). Relatia (28) n¢

"::;chl‘i organizati local ca loop Lic pentru care

i sid elurd. Se
{7 (. u) sint operatorii sal de structuri
j ute conditiile :

A (e, u) = A (R (@), B Q)

n homomorfism al care!

(29)

unde X (1) sint cimpurile 1
spunc ¢ varictatea Q/H po
X (1) sint [-cimpuri, 1av
vede usor cii, in harta aleas

RAX, () =0, WX, ) = X (e ()

Aplicind teorema 3 rezultd ci apl‘lca’gilz? {Llﬁ?t(ﬁ) u
nucleu este . Deci H este divizor normal o .
Am dovedit astfel:
Teorema 7. Condifia necesar 3i i
IOGPUU?IT:llﬁllﬁ‘ié‘2 IS ?(1(33 gi?rzf;x?gqglis;csi;ta loopului Lie @ (i?lz‘}s;:um\rzi?fb‘; E
. ¢ 4 [ 8 A | . - v - . \ ;
Lic [L'(Q),L (a)] gcne?ata de multimea {IA,I){]I(:‘}',(&) i cstjc' o olgebrs
bra Lic este jpvarianti Ja actiunea grupuiit Q) doct S8 © angentd
Tie © 5 Daca distributia asociata este toemal Gl i e
Llc" 1‘?&‘_1.!"1(1 il-‘ t ‘11:(,‘: [L; {Q) L7 (Q)} coincide cu I_J' Q) 9 hm?“jt'l:‘:wq uru};u—
Vzii_ﬁit;tlin g:;w‘,lcl(;ntmr. m:u:{ algebra este un ideal ln\'ﬁ;‘m;uw{l (.&c,l,)le ca(r e
lui G (Q) deci ii va corespunde un divizor normal @Y a

i, avem satisfac

i ; Lie H al
1 st icientd pentri €@ .s_lfbloopul
e sufiet aifﬁ loc relajitle (18).
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numi subloop derivat al loopului Q. Presupunind ca distributia asociatid are
r — n dimensiuni alegem I-cimpurile bazy X, pentru @ in aga fel incit X,
s fie elmpuri bazi pentru @,

Rezultd ¢ in accasta situatic vom avea :

(24) Cia{n) =0 Aiu,u) =0, VYu,u = Q.

Deci conform teoremci 7, QU este divizor normal,
RIQ(1) are funcliile de structura Cli (4) = Cii (n) =0,

Dacii @ este distinet, de 6, atunei puteni considera loopul san deri-
vat QF care se va numi al doilen loop derivat al lui Q, saim.d. Obtinem
astfel sirul loopurilor derivate

(25) Qo Qo> 5 @Y 5 L

Deoarcce sirul r, r, 7, ..., r, ... este descrescitor, sirul (25) trebuic si
fie finit. Prin urmare, sau de la un loe incolo toti Q7+ coincid cu Q) # [
(unde prin £ am notat subloopul format numai din {€}), sau existd un indice
pentru care @ = I, In acest ultim caz spunem ca sirul (25} se intrerupe,
iar loopul @ sc numeste integrabil. Mai obscrvam ci daci R = [, atunci
R are functiile de structura nule.

Din definitic rezulta imediat urmatoarcle proprietiti ale loopurilor
integrabile :

1°. Orice subloop Lie al unui loop integrabil este inteorabil.

2% Daca loopul derivat al unui loop este integrabil, atunci si loopul
dat este integrabil.

3°. Dimensiunea loopului derivat al unui
decit dimensiunea loopului dat.

In plus loopul cit

loop este efeetiv mai mieca

4%, Orice loop abeclian este integrabil (deoarece [X,, Xl = 0, deci
Qw = 1),

Fie acum @, un loop integrahil i Xo l-clmpuri bazit ale algebrei Lie
L' (Q) astfel incit X, si fie L-eimpuri bazi pentru L' (M), Considerim
cimpurile X,,.., X, . Ele¢ definese o distributic A, | involutiva. Tn plis

f‘\-l ) ‘Ya'] = - Cf;,l Xa ('7" = 2, 3., J‘).

Decei crosetul oricirui cimp ce apartine distributici tangente A, ecu
un eimp cc apartine distributici A,_; apartine distributici A,_, . Vom spunc
In acest caz ¢d A,_, cste invarianta in A,. Considerind acum cimpurile B
.-, X, obtinem o noud distributic involtiva A._, invaviantd in A,_| s.aum.d.
Urmeazd ed o conditic necesari pentru ca un loop si fie integrabil este
ca si existe un sir de distributii involutive,

(26) A od DA, 5. DA,

astfel incit fiecare A, si fie invarianta in AT
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i ] i € r) avem:
In plus pentru ficcare i{1 < 1< r) av
Afu) = L.{Ade));
istributiei inclus in T, (Q). »
lanul distributiel n T, (¢ .
o 1?1 e existi sirul (26) pe varietatea Q Co‘n)cliu:gﬂc
alege I-(-impl‘u-il(- bazit X, astlel incit ‘cmA[
Hbatic este invariantd I 4,, re

deei [L1(Q). LH(R)]

(27)

. ‘u)
unde cu AL
Reciproe, presupunt
« asigura ¢ii putem . 1
L %"1%‘;1 1]?11%211;1 distributici A, Cum A N
i S apall S L . S . ‘
, 11:.‘.“‘(:-'; crosetele {X.. Xg] apartin distributietr A,
rultin  ca 3 :
pu caineide cu L1{Q).
se dovedeste usor i
deserescitor, deel ( cste in
T i oadifia neve _ 1
Feorema 8. Condil At e o
. e i exviste siral (26) ee satisface (m}dt,illit :-(in(]) cimpurile b s
csfe f‘;“l()sind functiile de  structurd s .}CI:\, feimpupls ¥
e hartini Tui A, soa.m.dl, @ :
tfel ineil X, si aparfind lui A, XX Tal By s
as

P ] : =7 4+ 1 ... 7).
=0(h=],‘2....,i;1f=].!....,1+1.m i

Ul H b “ll! l”(! AT I (I(l]l | l( IR A RISH VAT up s

¢ nensil l 0 alg ¥ Cit

&

(”lclhll. ‘\]" d“\((l t d(( 17 [

LI 88 f { N Wy ‘e niesdra ¢
el 8L SHf g e ¢ HH !f [} S !“ } ’( ! b

m

i mnta i : aceste
. A, este invarianta in A, (l'lm-lm- et
r 1). nrmeazi ¢l 100purtl\: lnt(,l: '.
ii bazei asa ineit si avem:

Aiei am exprimal i'u]')tul &
i (e qp oriee (1 1< F —
atii aun loc pentt ' <) 1), e
1‘?111}(_ arncterizate local prin posibilitatea ajes
51 car

mo— 0 n = max (b, 1) AL =0

C
N . i itiei (271, 1i putem aso-
() arcam ci distributiel A, din cauza m-)n(ll‘,]'t-l(‘c:*(;S;;-;[fl d]e o nile
Remarein lata LY{@) st anume algebra Lie genel de cimpurt®
e e n i‘ ) “I ic inteerabil @ i putem asocia o HILITAre :
1 Iar oop Lic o
Prin urmare unil T e
X‘B1~ci Lic LY(Q) prin subalgebre vegulate -
. ‘ ! 5 ... =1 = 0,
(29) L(Q) = Li(Q) o L(Q) = L Q) k.
. i i L aiei indieele
fel incit fiecare Li(Q) este ideal al 1\11(1.; L (]). (e
stfel inecit { Li{ 6 ste |
f;qtc dimensiunea distributiel induse pe Q)
Avem dec . o
‘Teorema §'. Loopul Q, estentedy r;zjac
trave (29) a algebrei Lic LY Q) care ing

laht?“ 18 afnet o« l”d ¢ ILSI(J Of]j}'
{’ lhgt} lb”il‘! ce Sa“»‘jﬂ(‘ (O‘n—dltl” (_J .

I,... l e 1] s1 jl : (1()1 V17 4 l nu au n co-

m 1 al llll (Q care 1<
(]l 01 1107 11a H 1 o

&' 4 e T I.JO] 1 [ 1 )dli Helua R un d]‘ 12010 NOTINE
1 1 .
mun dcl’"lt l.lcnl( lltl I 1 llt l S W 1l

1! e & ll 2 'S [)]“l{’ n C e n 11 i -'\ R, § d](l)t ! -
Tpl e 1 ...
r [SH1 I[ & [\
a+ m dl 11 ( . l 1 1 ™ ’ 1{’ I'

. v .  H, 1 kG romEts
CimE'u(l;Ih;m;)I I‘H(YHH),"‘—-——{‘8"}'+ llim i H,,T- fiind divizori normali rezulti cd
c:‘i w 4 L) = B .

¥ n L (HY (1) =12, cytt’ 3
[Xl H ‘Ya] = C{’a ‘\}' _ Cli'a ‘K'b e U’ ([le) ( )

’
a,b=m+1,..,m+m ).

Deci vom avea . .
i, =0 (=0

id
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Consideram  cimpurile X, ,.., X, Xoi1 e Xy 51 X un ciinp
oarecarce pe Q. Atunci (X, X| e L' (IT,) si [X,, X] = L'(H ). Distributia
generati de cele s 4+ m’ chimpuri este involutiva si sting invarianta. Varie-
tatea Integrali a acestei distributii, ce trece prin ¢, va fi ehiar un divizor
normal al lai @, deoareee ansamblul N X, N e, X gene-
reazi un ideal sting invariant al aleebrei L(Q). Tn cazal c¢ind m + ' =7,
R, este produsul diveel al lui 11, st fT. sioavem

Ch =0, = =0, =0
Ap = =0,
Un divizor normal al lui R, s¢ numeste maximal daca ol nu este in-
clus in niei un alt divizor normal al lui Q..

Daci un loop este neintegrabil, atunci el poate si admita sau nu
divizori normali integrabili. Daci nu admite asemenca divizori vom spunc
cd @ este un loop semisimplu.

Dacid un loop este neintegrabil si nu ¢ semisimplu atunci el admite
divizori normali integrabili. Sc poate demonstra cid daca I si K sint
dot divizori normali integrabili, atunci cel mai mic divizor normal care
le contine va (i tot integrabil. Intr-adevar putem alege I- eimpurile X, ...,
. CIIND. (TN, (R Xovwer ooy Xppwome liniar independente,  in
felul urmator :

a) Xy, Xo s Xt ooy Xppoow 88 fic l-eimpuri  bazi pentru  Hf
iar X, o, Xoow, Koem s 150 Xmpmiseme SA lic l-cimpurile bazd pentru K.

b) distributiile A{l1 < 7 < n + m’) determinate de cimpurile X, .. X
satisfac conditiile teoremei §;

¢) l-cimpurile X,,, ..+, soos Xpprm SNk cimpurile bazi ale alge-
brei L'(K), serise in ordinea in care intervin in sirul de distributii asociat
lui

?

(27)

In acest caz sirul de distributit
% — -
A Gidy o o Ay At = vee = A

unde fiecare distributic Al < i< m + m’ + m”) este determinata  de
cimpurile X, ..., X,, satisface conditiile teoremei 8, deci loopul corespun-
zitor distributiei A,.,.,,. este inteorabil, Faptul ca el este divizor nor-
mal se dovedeste Ia fel cum s-a dovedit la inceputul acestui paragraf ca
H,,, este divizor normal. Deei ducd divizorii normali H si K sint inte-
grabili, atunci si cel mai mic divizor normal care le contine cste integrabil.
Aceasta nc permite sit construim un divizor normal I, integrabil, de ordin
maxim al Jui @ carc nu va fi continut in niei un alt divizor normal inte-
grabil. Subloopul R se numeste radicalul lut §,. Loopul factor Q/R este
atunei semisimplu. Intr-adevar, daci De QR este nucleul homomorfismului
g:QIR— Q', atunci goh: Q- Q' cste uir homomorlism al eirui nucleu
este tocmal contraimaginea prin h a lui ). Deei h=1(D) este un divizor
normal care-l include pe K. Rimine de aratat eq dachi D este integrabil
si A=1{D) cste integrabil.

MEm’ +m a
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Consideriun sirul : )
Do DO o .o DEo DEED =1

i ih-! it vom
i ului A-YD) 1t
| loopurilor derivate ale Toopuiui D, Atunci, subloop (
0 (18] *
asocia sirul de subloopurt

=y = ATHDMY oo
vom alege Leimpurile bazi ale lui h

= h-YDW) = R o> RD 5 ... > R = 1.

(D) in felul urmator:

Y A‘.j . i]. fiC l—ClmpurilC bazﬂ a](ﬁ lui. R,

RERrTIILY] - 5 |
I A ﬁ XI« B LHE fie l—('lml)ul‘i‘c b 21 a]C ]ul h l(D(P))!
)u-,-_,..--, Fe3y = k"-i-l’..., g 3 ) aZ. . | - N . o

. - - -1 Du))
_ i fie I-cimpurile bazi ale Tui A=Y .
gy S0 fie l-cimp

500 no00g + A B K ilcl" 11!]]) 11110 baZd. dlL ]l.ll [ D .

\ A— Lo 'Ry 3 c U ( )
9a &

SE I ? 8 7. 2

$e constatii usor cii:
. 1 = LAY DY ,..
(TR ), LAf DY) = Lk (C [}I)(R .
Aceasta ar contrazice insid maximalitatea lui

1 . i 3 t_
abil se poate prezenta into
simplu.

L LAY DY), Ligh=t (D*I)] =

.

i - 1))} este inteorabil. _
eci ™Y ) 1 i
(Ji? Deei se poate spune ca unloop 1“3_11“{-’,111 sl
- atorul unui loop integrabil s1 al un
deauna cu ajutorul 1 ; g
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 VECTEURS
SUR L'ALGEBRE DE LIE DES CHAMPS DIl VECTEUR
D'UN LOOP DE LIE

Résumé

ie a l'al s opérateurs
On caractérise locallement Jes loops de Lic a laalde ccl;: .lu.qctél.isc
et des fonctions de structure Cgfu). On cars s
ops distingucs, les loops
mi-simples.

o -
e structure Ap{w, u) . )
: ] 505 S0US-10
ussi les sous-loops d’un loop d('., Lie, scstsou(:nsé
grables et les loops nonintégrables ¢t n



