18 TUDORA EUCHIAN, GH. RADU

14

CiTEvVA 1’ROPRII:)T.-"!‘I ALE CATEGORIEI INFLELOR SLABL
Ilezumat

Inelele slabe, introduse de AL Climescu in [1], [2] au fos

studiate de T. Luchian in citeva note, printre carc [4], [5]. Inl
prezenta Notd autorii demonstreazii citeva proprictiti ale categorici § a

inclclor slabe, dintre care citim:

& are produse fibrate (Th. 7). In & existia produsul direct pentru
orice familic de obiecte (Th. 8). Categoria § arc limite proiective. &
o categorie cu limite inductive pseudofiltrante conexc (Th. 11).
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Analele stiintifice ale Universitigii JAL L Clugt — Togl

Seetia [ o Malemalics. Lo XX, 1974

LIES R-ESPACES SIMPLIS
I'AR

THOAN 1. VRABIL

I surprenant les propri¢iés les plus géndrales des cspuces pré-topo-
logiques, topologiques. de proximité faible, de proximité, guasi-unifor-
mes et uniformes, M. Hacque introduit dans [1] comme une générali-
sation de ces espaces la notion de T-cspaee. Un 7-cespace simple est un
ensemble X, structuré a laide d'unc application ¢ RX) =H(X) (ot
(X) est Vensemble des filtres sur X)), vérifiant les conditions :

7)) ol @) = P(X) (le filtre impropre sur X))
T.) 7 = ofA) implique 4 = Z.
Ty) ol v Ay) = o{dy) noplddy).

La modélation mathématique de divers phénomenes physigues, chi-
miques, biologiques, linguistiques nous a amenés a considérer des strue-
tures typologiques pavetlles & celles rappeldes ci-dessus, mais pour lesquelles
cette association cnscmble-filtre est considérée dans uwn cadre plus large.

Notammeni, il sagit de la définitton d'une structure plus générale
que les structures pré-uniformes de J. Chacron [3] et de Iétude
des propriétés topologiques qui peuvent étre posdes dans ce cadre : sépara-
tion, continuité, compacité.

Dans le premier paragraphc nous avons introduit la notion de R-
espace simplc et nous avons donné quelques définitions ¢quivalentes (le
lemme 1.11, le lemme 1.17).

Dans le deuxiéme paragraphe nous avons introduit la notion de
f-espacc simple ponctuel, la notion de (¥, X) quasi-adhérence et nous
avons ¢étudié¢ la liaison entre ces deux notions (le lemme 2.4).

. Les propriétés de séparation T, et T, sont étudides dans le  troi-
sleme paragraphe et la quasi-compacité & droite, dans le quatritme para-
- graphe. Dans le cinquitme paragraphc nous avons introduit et étudié les
'. morphismes continus entre deux R-espaces simples.
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La catégoric des R-cspaces simples est Fobjet du sixitme paragraphe.
Le réoultat central de cette partic de notre travail est la construction
des foncteurs I, :kns — €, (de Ens dans la catdgoric des R-espaces
stmples), foncteurs pleins et fideles (la proposition 6.5).

Tes R-espaces sont introduits dans le septicme paragraphe. linfin,
nous avons montré que les structures  pré-uniformes de J. Chacron
{3] sont des R-cspaces, résultat qui peut &tre considéré une justification
(parmis beaucoup d'autres) de ce travail,

Dans le huititme paragraphe nous avons construit des exemples
pour justificr quelques définitions ct rcmarques.

T auteur exprime ses trés respectucux remerciements au Professeur
0. Costinescu, pour Paide trés efficace, pour les suggestions et les con-
seils qu'elle a bien voulw oifrir.

§1. L'intreduction des R-espaces simples. Soicnt X, Y dcux ensem-
bles ct soit ${Y) Pensemble des filfres sur Y.

Définition 1.1 : Une R-application de X dans Y est une application
o1 PUX) = H(Y) vérifiant les conditions :

R) o(X) ={Y}
R, @ = pld) est équivalent ¢ A = @,
Ry} pldd, v u) = plehy) 0 pledy).

Remarques 1.2 a) Pour tout A = P(X), A # &, p{4) est un fil-
tre propre sur Y. b) p(@) = B(Y). ¢) Toute T -application [1] de X
dans X est une R-application. d) Liensemble R(X, Y) des B -applica-
tions de X dans Y cst particllement ordonné par la velation :

e < o' e VA & P, old) < p'(A).

Déiinition 1.3 : Un R-espace simple swr un couple ordonné d’ensemn-
bles (X, Y) est un triplet (X, Y, p} ok p est unc R-applicaiion de X dans Y.

Remarque 1.4 @ Puisque tout T-cspace simple {11 est un R-espace
simple, il résulte que les espaces pré-topologiques, topologiques, de proxi-
mii¢ faible et de proximit¢ sont des E-espaces simples.

Définition ©.5: Une (Y, XY relation de proximité swr le couple or-
donné (X, ¥) est unc relation 3 = P(Y) x B (X) vérifiant les conditions :

P)) BSA impliqgue B # @ et A4 # @&.

P) VA e BX), A # G, IB = P(Y) tel que B34 et
vB e PY), B # @, 34 = B(X) tel que B34,

Py (B, u B)8A est équivalent a B84 ou B,3A.

P)) B(d, u A, est équivalent & B34, ou B3,

Détinition 1.6 : Un espace de (Y, X) proximiié sur le couple ordonné
Pensembles (X, Y) est un triplet (X, Y, 8), oit § est une (Y, X) relation
de proximité.

1
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Remarques 1.7 1 a) Puisque toute relation de proximité aun  sens
de M. Ilacqgue [1] sur X cst une (X, X) relation de proximité il
].(:sl}]gc que toute relation de  proximité au sens de Efremovic-
Smirnoy sur ‘\' est une (X, .Y) relation de proximité, b L ensenible
DX, Y) des (Y, X) relations de proximité sur le couple ordonnd (X, ¥)
est particllement ordonné par la relation : -

< & 3 cd.

Propesition L.3: 57 § € DX, Y), alors §' € (Y, X). La dé
stration est évidente. , () S e gl
Définition 1.9 :  Une relation 0 = P(V) Y) es
] * . » X - e‘s” ' , =
connexion, si elle satisfait aur conditions : A e X
CHYBSPY), Beg, My ={4; 4=73Q), BUL # & et
, @ &M,
Co) Vel = PX), 4 # G, Ny =1{B; BePY), BOA # & ck
2 &N,
Proposition 1.18 2 Soient (X, 8,) et (Y, 8,) dewr es e proxi
- o . , 8, v oespaces de proxi-
mité an sens de ,M' . Hacque [1] ef 0 wne (Y, X} connevion. Alors il ]izmista
zém tesg)ace de (Y, X) proximité, (X, Y, 8) uniquement determiné par $
et &,
I)f‘ma’ns_tl:_'atio‘n : Soit & la relation définic par Iégalité : § = 8,0 00 §,.
0{1 peut vérificr facilement que § est une (¥, X) rclation de pruo.\:imité
L’unicité cst due & la construction. .
Lemme L1l :  Entre Uensemble R(X, Y) et Uensen ]
‘ L . se X, semble DX, V)
existe une bijection canonique caractérisée par la condition : )

2) B3A = (¥ — B) & o(4).

Démonstration : Soit o un élément quel 4 i
D 3k ’ leongue  de 2 ;
3 définie par Ia condition o. ! ! Rl

B34 <« (Y — B} & o(4) implique B # ¢ ct 4 # &.
VB e::‘B(Y), B # @, BSX (parce-que o(X) = { Y} ¢t comme ¥ — B #
# YV il cn résulte (V — B) & o(X)).
VAe B(X), A+ @, BSA pour tout Be 5(4). Comme i ré
i< PLY), . o(A). A)# i résult
qu'il existe B & P(Y) tel que BIA. sl
(B, U B) b[ (Y - B u By &G a(d) (Y — B) n(¥Y — B,) d
?gfj) = (Y — B) EEp(A) ou (Y — B} &= o(4) « B34 ou B,84.
B, 0 ) = (V= 1) & olidy U ) = (Y — ) o) 0 o)
(Y — B) & o(,) ou (¥ — B) g s(A,) = BS4, ou BdA,.

\J , ’ . - .
Nous avons démontré que § satisfait aux conditions de la définition 1.5.

1
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queleongne de P(.L). Notons par s(-1) I classce:

(B B e WYY, (Y - B) $4 1. It est facile de vérilier que

o) ={B; B = PY), (VY — B) X} = {V ] {parccque les conditions
P, Py de détinition 1.5 assurent dque, pour out 1, B = BY),
B# @, B3X)

@ spldyes@ s{B;B= PY), (Y — B34} = ¥Y8d = 4 =@.
(parce-que les conditions P7;, I’ assurent quc: Vod = A = @)

St uds) = L5 B = B, (V= BBk U ) = 185 B = B

(Y — B) 34} n {B; B s PY), (Y — B)3dy} = o(A,) n glAs). Nous
avons démontré que p satisfait aux conditions de la définition 1.1.

ment par la bijection dablic dans le lemme 1.11 sont dits ass0cies.

que pour towt R-espuce (X, Y, p) il cxiste un R-espace simple (Y, X, oY)
nniquement deterinind par e, wommé le dual du R-cspace simple (X, Y,p)-
~ous avons noté par p~! la R-application associée & fa (X, Y) rclation
de proximité 371, oll S est la (Y, .X) relation de proximit¢ associée & la
R-application ¢.

celle du théoreme 2 de [2]. En offet le lemme 1.11 est unc cxtenston na-
turelle du résultat formulé dans le théoreme 2 de [2) et du résultat |
formulé dans la propesition 1.1.k de [1].

(X, Y) est un relation <c PX) > P(Y) vérifiant les conditions:

est une (X, X)) structure topogene, il résulte que toute structure topo- |
gene symdétrique sur X cst une (X, X) structure topogine. b) I’ensemble i
F(X, ¥) des (X, Y) stvuctures topogenes sur le couple ordonné (X, ¥y #
est partieliement ordonndé par inclusion.

cxiste une bijection canonique caractérisée par la relation :

o]
. . [P N
définic par la condition 3.

d-BeBegd),d+*p=>B# @.

Soit 3 un dlément gueleonque de DX, Y) et soit .1 un ¢lément fjoeAdA <B cB=BoB =
o S BB 2 B <p(d') < p(d) =>4 < B (il est faci
: st facile de

montrer que toute R-application est antiisotone).

_JBeeldnd) 2 o(4)]
s lB’E P(“I nA’ ) q*
= BnanB esdnd)=an 4B B ]

1.1 = B el /‘-,". J’}’ ¢>B = p(/{) ct B’E p(/lr)

ha

bi<Bet <B eBepd)ct B e gmr)=>{13 U B e o))

1 PR ' B U B = A’ K
jpu 5= *’éi‘f"lp‘f”=> ByBapdud)ysdy £ < Bp(u ﬁrl Nou
‘ero"[i'l'?xlll})m]cll'b S;i?:n?l ?;llle cﬁ:nﬁ Et(X’ Y)'. Soit < un_élément (]ue].conqu:
B classc : ent queleonque de 9 X). Notons par p(d)

Définition 1.12: Les élémenls o ot 8 qui se correspondent réciproque:

Corollaire 1.13: De la proposition 1.5 ¢t du lemme VAL il enrésulte W B; B = PY), 4< B}. Il est faci
;  ; , 4= B} acile de montrer que p est 1
ation de P(X) dans H(Y).o(X) = {¥ }. (Cela résulte sle 1a u:;(())ng})tll)éln

BT, de la définition 1.15). - )
. 1A=¢. 5) g =¢(d)>@ e€{B; Be PY), A<B «
S p(“h pdy)ed v d, = B= ]":1 < Bl o B e od) np(A \
A, a2l
(dyu Ay) = pl4y) 0 pld,). : < Bl

_ A, < By
< po{d) n (1 L =
p{dy) 1 e(1y) = A, < BJ( =S A 0 4dy, < BeBegd y od).

Remarque f.14: La démonstration du lemme 1.11 est calquée sur onC

Détinition 1.15 ¢ Une (X, Y) structure topogéne sur le couple ordonné |
®onc p(A,) n p(dy) € pld, n 4,). N ;
. - 1 . INOus av s - s
a d(i)n}?.ns‘tl"atlon du lemme ]122{ est acl‘lgi:g“demommque P S AL Y)
éfinition 1.18 : B .

e b"' 1,: 18 ) Les éléments o et < qui se correspondent réciprog

gﬂl‘ﬂ"l' Uef ;?)u (m[],)lm dans le lemme 1.17 sont dits associés ‘ne
aire 1.19: Un R-espace simpl AT : o
X . 1 fi-cspace simple défini sur le ¢ . :
| %’} 1:;3ut‘ lctl_c caractérisé par une R-application de ti_oudglﬁlorydonn(,
6 ’%_le ation de proximité ou par une (X, Y) Struc‘; ‘ s Y, par
RIS éléments étant associés. ’ ‘ ure  topogene,
ema . ; _

rque 1.20: La démonstration du lemme 1.17 cst calquée sur

lle du th(:OI‘énl(‘. 1 d "
¢ 2 . ]‘4!’1
re”e d]-l th("OI‘(“In“ I (]C[ Edl‘ cff(:‘t ]C lcmnlf,‘ 1.][ e‘SL une CXtellSiOn na-

T) ¢ <@, X<V, X <B impligue B =Y.

Ty d<B, A# @ impliqgue B # ¢

T)Acd <K cB implique A < B.

Py A< Bet A B impligue A n A" <B 0 B
Ty A< B el A < B dimplique Ay A" < Bu I

Remarques 1.16 @ a) Puisque toute structurc topogene sur X [2]

- 82, Les espaces avec asi-adlérenc e
teation p de Xpdan.s* ¥ E?;-(L(l:;i;:l ;::l::tl::’ll;; 'Si]:)c;zn/;;":l 02-1(; Une R-ap-
] Définitiﬁ]l 2,2 Une (1)’ Y) _{[U(wi'adl I i ae.lp l )I 0

B(Y) dans P(X) vérifiant les concle'tz‘onsl?wma est wune application «
Q) «(F) = @, o(Y) = X.
@) a(B)) no(B,) = @ implique B, n B, = &
Q) 2B,y B,) = o(B,) U «(B,). ' : '

Lemme 1.17 ¢ fintre  Uensemble RX, Y) et Pensemble T(X, Y) il 1

d<B = B € g(d).

Démonstration : Soit g un ¢lément quelconque de R, ¥). Soit < ¢

I est facile de vérifier que: @ <@, X <Y et X < B=B =Y.
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Remarques 2.3 1) Ya condition @, nous assurc que (B} = @
= = @. b) Parceque toute pré-adhérence sur X est une (X, X)
quasi-adhérence, il en résulte que toute adhdrence sur X est une (X, X)
quasi-adhérence. ¢) Toute (Y, X) quasi-adhérence est isotonne.

Soit R, (X, ¥) ensemble des R-applications ponetuclles de X dans
Vet soit Q(Y, V) Vensemble des (Y, X} quasi-adhérences.

femme 2.4:  Latre Uensemble R, (X, Y) et Pensemble QX, ¥)
cviste une bijection canonique caractérisé par la relation :

<) B3A = «(B) n A # @ (onv § est la (Y, X) relation de proximité
associde & ¢}

Démonstration © Soit g un ¢iément queleonque de R, (Y, 17). Consi
dérons 'applieation définic par I'égalité : :

W) =v; 2= X, B3z},
w(B) = o v e, (Y — B) & p(a). 1l est facile de montrer qu
(@) =@ et a(Y) = X.
2(B,) n 2(B,) = @. Supposons que B, nB,=08;#+@.

Pour B, # @, (B3 # @, parce que si a(By) = @ alors {o; a0

(Y — B,) & gla)} = @ « pour tout € X, (Y — By) = p(2)
(Y — Bg)e Nolr) « (Y — By) = (X)) = By=¢ — absurde! Donc a{B)
reX p

# @ . Mais comme By n B, = B, # @, il résulte quiil existe = By ¢
< B8r, relation quimplique B3¢ et B3
Done a < a(B)) n By # @ — absurde.
On peut aflirmer que: a(B,) n o(B,) = ¢ implique B,nB,=¢g
B, v B, =B 2(B,). Cette ¢galité résulte immediatement. Do
» e X, Y).
Soit o un ¢(lément quelconque de QX Y. Soit § la relation défy
nie par la condition =
B3d e o(Byn.t# @ eB+3ct A4 # @
VB e PV, B # @, B3xD) etvd € PX), 4 # ¢,Y 4.
(B, 0 BYSA e B, 0 B) N A% B =B U a(B) 0 A#D
s alB) 0 # @ oou 213} 0 A # @ = B8 ou B.34.
B(A,u A =B n Ay A) # @ =a(B) nd, #@ ou (D) n
# ¢ < B34, ou B8, On peut dire done que 8§ = DX, Y).
o(4) = {B; B = BY), (¥ - BsAr = {B; BEBY) WY — B) n4d
= @} = Q4B 68 B, @ gl = B} = ) el |

Mais Uégalité o() = (@) est équivalente a la relation p & R, (X, ¥

e
Q.E.D.

=1
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Srinition 2.5 I7 ) Y - .
‘ _Dérinition 2.5 : Un Ii-e._?g)aw simple (X, Y, o) est naturel xi la (¥, X)
relation de proximité 8 associée & o satisfail awr conditions

NyVA e PAX), {y: ye ¥, yddl = g <« =g
N) VB ePY), {fo: =X, Blaj = @ B =g.

Lemme 2.6 : Soit (X, Y, ¢) un R-espace simple naturel.
Hors < (1) les applications » » BY) = PLY).

a (B) = fey v e X, B8} 2yt BLY) - BY)

i o aA) = {y; y €Y, ydd} sont des quast-adhérences el

(il) les applications o, o @, 7, %, sont des pré-adhérences sur Yoot sur XL
Démonstration : La  démonstration de (i) est analtogue & celle du

Lemme 2.4

(ii) Soit o, = 2,2 a;. H est évident qgue: w (@) =@ et o,(X) =X

() = 2y (2 (A)).

Mais, pour tout @ € A, ay(¥) # @ <3y = a,(0) = y = ay{A4) = 2,(d)3r <
o (A) 2 A ] i

2oy U o) = 2oy U 2L)) = oy (o (cdy) U 2o (As)) = o (1) U ER e AL

] Nous avons montré done que z, satisfail anx conditions d'une pre-
adhérence [1].
La démonstration pour «, = z,0° ¢, cst identique. Q.E.D.
) P a -, - 7 3 -
Proposition 2.7 : Soit (Y, o) un espuce uvec pré-adhérence (1] X un
ensemble, f: X = Y une application telle que:

a(flX)) = Y.

Jlor;s- Fapplication 8 : B(X) - B(Y), Bd) = al f(4)) est une (X, V) quasi-
adhérence.
Démonstration : On vérifie d'une manicre banale B =
) ) anicre bant gque plE) = @,
8(X) = Y. Soient A,, A,  P(X) tels que B(4,) n Bld,) = rQ(.J Supﬁ)-
sons que A, N oAy, = Ay #F & .
11 en résulte fldy) # @ et du fait que f(-4,) = f(A43) [l 2 flds)
. X . - Sy = Jda), fAate) = gls
il 1':sultc 2 (1)) 2 o f(dy), a(fld:)) 2 af(4d3) ce quimphque  3(d4) Sﬂ
n 801, 2 pd,) # @ — absurde. Done () 0 B(Ad,) = @ implique A, n
0y = . Bl U A = 2 fA, U ) = a(f(A)) U al Ao} = B U
U B(4,). "
Donc 8 est une (X, ¥) quasi-adhérence. Q. L. 1)
,l'm_pnsi!io!l 2.8: Soit (X, Y, ¢) un R-espace simple ponctuel. Soil 3
la (Y, X) quasi-adhérence associde & @. Alors 1 x € o B) si et sewlement si
quel que soit Ve p(@), V n B+ @.
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Démonstration : v = x2(B) < B3z < (Y — B)d g(a) < il existe un ul-
trafilive 2 sur ¥ tel que Y>> ofa) et B & A « pour tout V = p(2), V n B
£ ¢. Q. 1 D

Remarque 2.9 Le Lemme 2.6 nous assurc que powr tout R-espacc
simple naturel (X, ¥, p) il existe un R-espace pré-topologique (X, «,)
et un espace pré-topologique (Y, «,) déterminds par p.

§3. Les R-cspaces simples séparés T, et T, Soit (X, ¥,p) un
R-cspace simple ¢t s: X = Y une application donnce.

Définition 3.8 ¢ Le  R-espace simple (X, Y, p) est séparé T, par
Papplication s, si quels que solent w, v € X, w # v, il existe V = p(u)
et W e glv) tel que s(v) g 17 et s(redzlV.

Définition 3.2 : Soit (X, Y, p) un R-espace simple ponctuel. On
dit que s: X — Y est compatible avee la (V, X) quasi-adhérence « BY) -
- BN si quel que soit B e PY), B # @ A existe v = 2(B), tel que
s(a) = 1.

Remarque 3.3 @ Pour les espaces pré-topologiques [1], Pidentité est
compatible avee les pré-adhérences.

Proposition 3.4 ¢ Soit (X, Y, ¢) un R-espace simple naturel. Alors,
il eviste s : X » Y compatible avec la (Y, X) quasi-adhérence «: P(Y) -P(X)
tel que (X, Y, p) soit séparé T, par Uapplication s, si el seulement si la
réstriction «|Y de o a Y est injective ¢f quel que soit y= Y, ofY{{y}) con-
tHent un seul élément.

Démonsiration : La condition est ndcessaire. Supposons qu’il existe
s: X - Y compatible avee 2 et que (X, ¥, ¢} est séparé¢ T’y par s. Soit
y un dlément quelconque de Y. Parce-que «({ y })# @ ctsest compatible
avee # il résuite quiil existe # € af{y }) tel que s{u) = y. Supposons qu’il
existe v = a{{y}), v # w. (X, Y, p) ¢tant séparé I'; par s, ccla impli-
que: IV = p(ae) et W & (o) tel que s(u)EW ct s(v) &= V. Mais s(u) =
=y W est équivalente & la condition: {y} n IV = @. Maiy (cf.
prop. 2.8).v € a({yl) e VW & o), {y) n W £ @ — absurde.

Done «({y}) contient un seul ¢iément. Supposons que la restrie-
tion de o & Y, «fY n'est pas injective. Soient y,, 4, € ¥V, y; # ¥y, tels
que a({y, }) = o{{y.}) = {n}.

Puisque s est compatible avee « il vésulte que

s(u) = ¥, ct s(u) = y, — absurde.

_ La condition est sulfisante. Si e est injective sur ¥ ct a({y}) con-
tient un seul élément, alors de Uhypothése que (XX, Y, g) est naturel
il résulte que pour tout @ € X il existe y = Y, tel que a({y}) = {®].

Done «/Y : ¥ - X cst une bijection.
Soit 8 = «—1/¥ : X = ¥. On vérifie facilement que (X, Y, p) est
séparé¢ 7T'; par 5. Q. E. D.
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Sait (X, Y, g) un R-espace naturel. S «/Y esl
x({y 1) contient wn seul élément, alors (X’,_ AR
par iden-

Propositien 3.5 :
injective et pouwr tout y & Y, h ' dment, «
(Y, a,) (remarque 2.9) sont des T-espaces simples scpares 1ty
tité. La démonstration est evidente. N .
H Définition 3.6+ Un R-espace simple (X, Y, ¢) st séparé Ty, st pour
ot eto & X, # vl existe V e oluy et W = g{v), lels que V on W ='¢.

Détinition 3.7 : On dit que x, & X ost o point limile pour le filtre
| & s Y osioplay) < 5. . o o |
' Proposition 3.8: Pour les R-espaces simples séparéds Ty la limale pow
wn filtre sur Y, si elle exisle, est waque.

" la démonstration est immdidiate. ’ '

Remargue 3.9 ¢ 1L est utile i }’Oi_l‘ que I propri¢té :!c S(f[?ﬂj‘{}tl()}l}
7, n'implique pas, dans cc cad’rc, I'existence d;unc application s . Y—> )
compatible avee la quasi-adhdrence associce & s, tlelle que (X, Y, ¢
coit séparé¢ T, par s. {vorr Pexemple 8.2). .

Soit (X, Y, ) un R-espace stmple  ponctuel,
2{{ y 1) contient un sent élément.
a4 celle de la néeessitée de fa pro-

Proposition 3.10: \
séparé Ty, Alors pour tout y = Y,
T.n démonstration est analogue
position 3.4 | ’ el
Proposition 3.11 : Soit (X, Y, ¢) un R-es’pacef ’s‘t-mpla rz_rtlirlufl séparé
T, Si oY est injeclive, alors (X, Y, p) est séparé T, par :-1.
¥ L démonstration est dvidente (ef. prop. 3.4, ot prop. 8.10).

§4. Les R-espaces simples guasi-compacts _:‘L droite ot Yﬂqnfiei-f’-nmpact:n

Délinition 4.1 : On dit que le  R-espace simple natwrel (X, Y, p) est
quasi-compact & droite st (Y, @,) cst quasi-compact. ) I

Détinition 4.2 : On dit que le R-espace si.mplc’(X, Y, p) est Y-quasi-
compact si tout filtre sur Y, aun point quafz-adhercnt sur X (Audrement
dit V% e H(Y), 3¢ = X, lel que v = §, I'8x). .

Proposition 4.3 ¢ Soit (X, Y, ) un R-espace sun]?h: 'n_a!.m'('l. Alors
si (XN, Y, ¢) st Y -quasi-compact il est quast compact dm.zt_cf. )

Démonstration © Soit § un [iltre sur Y. DPuisque (X, 1’,_;‘) est
Y quasi-compact 1l résulte : 31, X, tel que a{fxy 1) 0 F %o
quel que soit I & F. Soit y, = a(fwg}) 1 : .

Parce-que |y} ¥ ) ¢t S {w, }, il vésulte [ 3, {yy, ) pour Loy
F e G (ond, estla (Y, Y) relation de proximité détermince  pay %,)-
Q. K. D. ‘ ) . -

Remarque 4.£: On peut introduire (!c'la‘ méme maniére fes nohlm'l.x
de X-quasi-compacité et de quas compacitc u cauche et on peut ¢ta-
blir un résultat analoguc i la proposition k3. .

§3. Morphismes continnus. Soient (1}', }','? o), (X', Y, ¢) il(.‘l{:\'
R-espaces simples, Soient (X, Y, 8), (X, Y, 8') les espaces de (¥, .X)
proximité¢ associés aux  cspaces (X, ¥, ¢l (X', Y, o). Soient:
p: X X' ct &:Y — ¥’ deux applications.
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Détinition 5.1 : On dit que la paire (o 9) = [ est compalible avee
la (Y7, X°) relation de provomité 8, si:
Vol e PX) A # @. 3B = DY) tel que (B ¥old) e ¥VB = PY)
B2 g, 30 = PNY fed que $(B) 3 o).
Pouwr loute puive (o, ¥), o:X - X U SR
velation de proximité §', o relation  [[*(3")]
(Y,.X) relation de

Proposition 5.2 :
compatible avee la (Y, X
définic par: B [[(3)} A= LB} 8 o{A) est une
proximité. ‘

Démonstration © 11 est facile de vérifier que [f*(37)]
conditions dune (Y. X) relation de proximitc.

Bl A W) Sel )= B # ¢ et A4+ @.
Parce-que (9, ) est compatible avee 5 il vésulte que [f(37)] satisfait
a la condition 2, b est facile & voir gue les autres deux conditions de
la définition 1.5 sout satislaites,

Remargue 5.3 1 Dans le cas des T-espaces simples, quelle que soit
Fapplication [ (X, 8) = (X, &), la paire (f, f) est compatible avece 3.

La relation [f1(8)] est nommée Fimage réciproque

satisfait aux

Définition 5.4 :
de 8 par (¢, &) = [

Définition 5.5+ La  R-application [f'(¢")] associde a [ (Y, X) rela-
tion de proxiwité |[*(8")] est nommée Pimage réciproque de o' par (g, by = f.
(oit o' est la R-application associée a §').

Détinition 5.6 3 Soient (X, Y, 5), (X', Y, ¢) dewx R-cspaces sun-
ples, @ : X - X7, & ¥V = 17, dewe applications, {9, ¥} = f— compatibles
avee 8. On dit que [ est un morphisme continu dans &, < X st [f (o))<

SRR

Détinition 5.7 1 On dit que [ est un morphisme contine sur (X, V¥, ¢)
sis [[(e)1< e

Proposition 3.8: f = (o, 4) @ (X, ¥V, 0}~ (X7, ¥, o) est continu
sur (X, Y, o) si et seulement si: VI = P(YY, v = BA) qui salisfont
i la condition B3A, on a G(I3) 8e(A).

Démonstration © 11 est facile demontrer que f est compatible avee
5 — la (Y, X') relation de proximité associde 2 o' —ct que :[f(3)} = 8.

Mais Ia condition [f(8)] = § est ¢quivalente ila condition :
Lf(eD< e

Théoréme 5.9 : Soient (X, V),
deux morphismes continus @ (9, ;) s
Y’, ¢"). Alors, la paire (o;° ¢y 91°92)
wun morphisme continu sur (X, Y, g).

Démonstration : Du fait que (g, y,) st continu sur (X, Y, 9)
il résulte conformément 2 la  proposition 5.8 que: ¥B = B(Y) v &

e P(X) avee B3A = d,(B) ¥ o). Mais (o, &) cst aussi continu,
ce quimplique ; yB = P(Y), v €P(X), avee B3 = Ua(9,(1))8" 04 dh(4))

Q.15.D.

[504) =0 o0 5 [EIR-A ey ver '
o) T (AT, ¥, 0 TN (XY, Y 67)
(‘X: Y, P)} ((P_:!JHJz) St¥ (‘X ;
(X, ¥, o) (X", Y7, ¢") est

M N—

11 LES Z-ESPACHS SIMDPLES o0y

Conformément & la proposition 5.8 il résulic que (90, gpovs) est un
morphisme continu sur (X, ¥V, ). Q.

{%11)

Remarque 5.10: 8P (X, Y, g) =" (X'}, ¢') X, Yy
et (o, &) est continu dans g, (94, 9,) st continu dans @ (a,) & X,
il ne résulte pas ncéeessairement (@0 gy 0 ) continu dans @y = XL

Ce résuttal s’explique par le fait que quoique {5y, ¢) cst compa-
tible avee 87, (@4 ) est compatible avee 8, la paire (@20, Hedy)
powrrait ne pas Ctee compatible avee 870 I est evident (el th. 5.9}
gquune condition suffisnnte pour que {p, @, by o 9,) S0Ik compatible

i ' e .l o r .
avee 87 estoque (g0 9)) soit continie sur (N3 o) el que (g, 9,)) soit
continu sur (X', ¥, &%)

Remarque 5.11: D¢ la délinition de ka continuité ponctuclle on
globale, 1l 1'(-§:ull‘c que dans le cas des T-ospaces simples e des paires de
Ia forme {(f, [}, la notion de continuitd coineide avee  la notion connue.
(voir {1].

6. La Catégorie Gy . Ddsignons par Gy la calégorie des Rees-
paces simples dont les morphismes sont es morphismes continus.

Désignons  par R le R-cspace (X, Y, 3) ct par R, le duale de
R, (¥, X, p~1) (voir 1.13).

_ Désignons par Homy (A, R) =0 = (o, 5):
Si [ = (¢, V), désignons par f; la paire (b, o
Proposition. G.1: L’application  Q

N = A S eontinugg.

' )
1 %, définit un Toncteur
F,: Gls— Chs isomorphisme de catégories.

Démonstration : le fait que £, cst une
@0, est évident.

Il faut montrer que quel que soit [ € Honge (N, 1) [y & Homypgg
(R, R'). Pour cela il sulfit & monkrer que [ f2(8'—1)] = [/(8}] —'. Soient
Ade BN, B e PY). LB Beold)y14(B) = 2(B) do{d) =
e B3] d < Al f(8)]18. Puisque [ st continun  sur R il résulte
que 8 [f(8)] = 87 = [fi(3 =) = Ji oot continu sur A, .

Il est évident maintenant que F, est un leneleur
morphisme de catégories. Q. k. D,

Corollaire 6.2: Soient (X, 5} (X'.8) denx N-espaces simples
[1] et f: (X, 8) = (X', 8") une application. Alors, f est continuc sur
(X, 5) si ct sculement si f est continue sur (X, 31}

(f: (X, 8=1) = (X7, &"0).

Proposition 6.3 : L’application (X. Y, 8) = (X, &) définit un fone-
teur covariant ¥, de la sous-eatdégoric €%y — des R-espaces simples
natuvcls, dans la catégoric des Q-cspaces simples. (Nous avons désignd
Par 3, la (X, X) velation de proximité associde & z, — voir prop. 2.9).

Démonstration : 11 sulfic de montrer que o : X — X’ est continue sur
(X, 8,) [1]si (9. 0): (X, V.2~ (X", ¥V, &) est un morphisme continu.

bijection sur les objets de

covariant 1so-



S0 IQAN 1. VRABIE 12

1l cst facile & véritier «que 3, est définic par la relation s A3, A e
e dred, Jye), " e A tel que
( 21 et 1S L
fyysfa) et {yidia

Puisque (o, ) est un morplisme continu il résulte que pour toul
A et B pour lesquels on a B34 onaaussi B [f* (3] A Mais A4 8, A" = Ju = A,
eV, 3 ed il que {3} et {yp 8 {wt= )] e} et {y}
L% (8] {a'} = 8 < [o7 (3%)] Q.ED.

Proposition 6.3 : Pour tout cnsemble de puissance 1, {a}, Tapplication
X = (X, {a}, p) (éfinit un foncteur plein, fidéle, I, Iins — Qs .

Démonstration : Nest utile & voir que pour la paire (X, {a}) il Wexiste
quune seule R-application o dont la ({at. X) relation de proximité asso-
cic 8 cb définic par la condition :

fa}8d ed #g.

11 résulte done, que quels-que soient deux E-espaeccs simples (X, fal, )
et (X7, {al, ¢} et quelle-gue soit Iapplication f: X=X’ la paire (f, 1;,, ) est
un morphisme continu sur (X, {a}, p). Be plus les paires {f. 1¢,) sont les

seuls morphisimes continus sur (X, {a}, ¢}-

e fait que ¥, cst plein ct fidele est evident. Q.E.D.

Remarques 6.6 : a) Pour tout cnsemble de puissnce 1, {a}, il existe
une sous-catégoric pleine de Gfs isomorphe a Kns. b) Tous les foncteurs I,
sont isomorphes. ¢) lins peut-étre identifice & unc sous-catégoric pleine de
Shs-
§7. 1’introduction des R-espaces. Péfinition 7.1 : Une R-base sur le
couple ordonné d'ensembles (X, Y) est un ensemble filtrant & droite des R-appli-
cations de X dans Y. {voir rémarque 1.2).

Remarques 7.2 a) Iensemble B(X, Y7) des R-bases sur le couple
ordonné d’ensembles (X, V) est pré-ordonné par la relation i r <2 ' s Vo =7,
3" =1 tel que o= g
b) La relation de pré-ordre définie sur B (X, ¥) détermine une relation d’équi-
valence sur B(X, Y) caractérisée par la condition : ry== 9, < ry <ryetr, <7y

Définition 7.3: Un R-systéme sur le couple ordonné d’ensembles (X, Y)
est une classe d’équivalence s, s = G(X,Y) =B (X, Y)/~.

Remarque 7.4.: Tensemble G (X, V) des R-systemes sur (X, Y) cst
ordonné.

Délinition 7.5 1 Un Respuce sur le couple-ordonné d’ensembles (X, Y) est
un triplet (X, Y,s) oiv s est un R-systeme,

Définition 7.6 : Une R-base r, sur le couple ordonné (X, Y) est simple
st son cardinal est 1.

Définition 7.7 : Un R-systéme, sur le couple ordonné (X, Y) est simple
s'il contient une R-base simple.
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Remarques 7.5 : a) Un R-systtme simple contient unc scule R-base.
1) Les R-espaces simples de § 1 sont les R-cspaces dont les I2-systemes sont
simples.
Détinition 7.9 Un R-espace est ponetwel {nalivel) si son R-systéme s,
contient une R-base formée seulement des R-applications ponctuelles (naturelles).
Proposition 7.10: Sis & S(X, Y) dalors:
(i} powr ot r=s, g, =u 5, o = ALY, Y)
& Er
(i1) quels que soicnl vy, r. €. g, = .-
Démonstrution = (i) csl évident conformément & Péquivalence. (i) est
dvident de Ta définition 1.1 b de 1o définition 7.1,
Détinition 7.11 ¢ Un R-espuce nalurel est fermd si son I-sysiéme s con
tient wne R-base r, telle que o = ) ¢’ soit une R-application naturelle,
pEr

Pour garder 'unité de Vexposition, il faut maintenant rappeler une
définition de J. Chaciron [3[

Définition 7.12 : Une structure pré-uniforme (U, R) sur le produit X 0 Y
est un couple formé d'une velation R = X » Y et dune classe de parties de
N« Y wérifiant les propriétés .

PUY R=R'24, ¢ RB'-R2)],.

PU, A est un filtre sur X V.

PU)  Pour tout Ve, Rcl.

PU)Y  Pour tout 'V e ¥, il eviste W & A 1 que

Wo W-1:1F < V.

Proposition 7.13 ¢ Pour toule structure pré-uniforme (U, R sur le pro-
dg{itRX Y, il eviste un R-espace nmaturel fermé, uniquement déiérminé par
(%, B).
Démonstration - Tout. V e U, 17 est unc (Y. V) connexion. Soit 3, In
relation définie par B 8, 4 <« Jv = .1, Iy = B tel que (v, ) € V. On pent
vérifier facilement que 8y est une (Y, X)rclation de proximité. 11 est évi-
dent que {3}y ost un ensemble filtrant & sauche de (Y, .X) relation

de proximit¢, et que {9"}1'611 est un enscmble filtrant A droite de R-appli-

cations.

Soit s le R-systeme détermind parla R-base {gv} oy Evidemment
= |J v est natureile (il en résulte lacilement cf. PU, déf. 7.12).

Vel

Done nous avons construit un R-espacc naturel fermé a partir d’unc
ructure pré-uniforme. Q.15.D,

Remarque 7.14: 1l est utile & voir que les R-espaces sont des struc-
res plus géndérales que les strucntres pré-uniformes. Iexemple 8.1 met
€vidence ce fait.
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§8. Exemples. Applicaticus, Exemple 8.1 : 50t X = fa, bt ; ¥ =] — o0,
+ o] =Ria, e R Désignons par g, Fapplication définie par les conditions :
a(fa}) = {d: M =R - B, Card (B) — finij: ¢ () = {8} (@) = B ()

et s {{a, B}) = {R}.

il est facile A voir que p est unc R-application de {a, b} dans R. Aussi
on peut vérificr que pour tout & < B, {«) 3 {b} ct pour tout & & B, {z} b {a}.
Done lapplication o n'est ni ponctuclle, ni naturelle. Cet cxemple miet en
&idenee le fait que Ja définition 2.1 west pas banale et aussi le fait qu’il
existe des R-cspaces simples qui ne sont pas déterminés par des structures
pré-uniformes. Done les R-espaces sont des structures plus géndrales que
les structures pré-unifornies. (voir 7.13).

Exemple 8.2: Soit X = fa,b}; ¥ =]— 00 + @ [ = R, v, & B D¢-
signons par p Papplication définie par les conditions 1 o (fa) = {4 4 = R,
roe Al o (fb)) = (R, B — fogld o ({a, b)) ={B}. o (@) =P (R). Kvidemment
($a, b}, It, ¢) cst un R-cspace  simple séparé T, 1l est utile i voir que
(la. b}, R,p) cst naturel, Fn cffet: {al 3 {e} = 3 9 — ultrafiltre sur R,
tel que o = W g ({a}) =@ =Tos fab § {0} = U — ultrafiltre sur E, tel
que @ € U= o({0}) = # 2y Puisque la restriction de la quasi-adh¢-
rence ¢ B (R~ B {a, b}, A R west pas injeetive, il résulte que pour le
R-espace  simple ({e, b}, R, 5) il nexiste aucunc application §: 14, bl — I,
compatible avee %, tel que ({a, b}, R, p) soit séparé T par (voir 3.9)

Evemple 8.4: Soit X, ¥ deux ensembles non-vides 0 = X X Y, tels
que Vo0 12 Ay cb 0" lo 0 2 Ay .

Dérinition : Une § quasi-métrique sur le couple ardonné (X, ¥} est une
application I N V-0, + ool vérifiant les condilions .

QM) h(u.y) =0 =@y =0
QM) pour loutes (&, g, (zo) 0, bix, o) = (= y)-

Soit ./ = X, B = Y deux cnsembles. On définit Ia distance entre A
et 3, désigndée par d (A, B), Fapplication,

d:B(X) w PY)— [0, + 2 [, dA,DB)y= inf I {4

{r ) EAXE

Proposition :  Soit 0cX x¥, 0072 4,, 071024, ct
WX xVY—=[0,+0cwl,k vérifiant Q).

Alors la velation 8 € B(¥) x B (X) définic par:

BS A ed(d, ) =0 cst unc (¥, X) rclation de proximité.

La démonstration est evidente.

Exemple 8.4 Soit € (Ja, b)) = {f+ [ila, b= | — oo, + @, f con-
tinuc} (¢, b €] — o0, + ol, a < b). Soit
b6 {a, b)) X]—w, + @ [~ ]0, + | définie par la condifion A (f,o) =

]

= m {sup f, @) (n — cst la métrique usuelle sur ] — o, + @ [
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Si 0 est la relation définie par la condition :
fOz<=supf =2, alors on vérifie facilement que 2 est unc 0 quasi-
mctrique.
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R-SPATIHLE SIMPLE
Rezamal

Obiectivul principal al luevirit consta in definirea si studierca unei
sirueturi mai generale deeit strueturile pre-uniforme introduse de J. Cha-
cron [8] si decit T-spatiile introduse de M. Hacque [1}, structurd
pumita R-spatiu st obfinuta prin asoeicrea oricarel submultiti a unei mul-
timi date X, a unei clase de filtre pe o multime data Y, asocicre ce salisface
anumite conditii. Pentru noua structura introducen si studiem notiuni ana-
loge unor notiuni din topologie ca: aderentd, proximitate, continuitate,
compacitate.

Exemplele date in ultimul pavagral al lucrarii pun jn evidenta con-
sistenta definitiilor date, cit si gradul de generalitate a not iunilor introduse.
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