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Finally, we ean conclude that the Almansi-Michell’s problem for visco-
elastic heams has the solution (3.1) where: A, (0), a; (), j =1,2,3,4, are
given by (+17) — (120), (4.26) — (+.29), k(1) is the solution of the equa-
tion (5.4), ®(,1) is the solution of the problem (£.16), & (2, 1) is given by

(5.1) and vy (¥, 0), « = 1,2 is the solution of the plane viscoelastic problem
(+.4), (L.10).
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ASUPRA PROBLEMEI LUI ALMANSI-MICHBELL PENTRU BARL
VISCOELASTICE

Rezumat

Se considerd problema lui Almansi-Michell pentrit hare cilindrice visco-
clastice, ecuatiile constitutive pentru mediul viscoelastic fiind date de(1.1).
Solutia problemei este dati de (3.1).

Analele stiintitice ale Universitalii ,,AlL 1. Guza* —Iagi
Secetia 1 a. Matemalicd, tom XX, 197§

LA DEFORMATION DES COQUES ELASTIQUES MICROPOLAIRES
PAR :

CRISTIAN CONSTANDA

L= dévcloppement de fa théoric des coques ¢lastiques comme unc
branche spéciale de la théorie de PPélasticité est di non seulement i son importan-
cepour la pratique, mais encore 2 la possihilité de réduire le probleme tridi-
mensionnel a Tun en deux variables. Les recherches dans ce domaine ont
¢té commencées apres 1830, avee les travaux de Kivehhotf {1} sur les
plaques élastiques minees ct de Love [2]sur les coques élastiques minces.
Plus tard, au début de notre siecle, Pattention des auteurs s'est dirigée encore
sur les coques épaisses ou d’épaisseur moyenne. Les nombreuses théories
développées au XX-eme sicele répondent cn grande partic aux uceessités
applicatives, parce qu'elles proposent des formules ¢t des schémas approxi-
matives destinées a simplifier les caleules. Mals la réalisation de ce désidérat
o influencé d’une maniére négative presque chaque fois la rigueur de Das-
pect mathématique et mécanique du probleme : les théories mentionnées
présentent des incompatibilités mathématiques et ne sont pas soumises aux
principes mécaniques fondamentaux.

Dans ce qui suit on construit une théoric des coques élastiques micro-
polaires qui contribue a ¢limination de ces inconvénients. Elle peut justifier
quelques résultats antérieurs obtenus par des méthodes sans support théo-
rique et, par des particularisations convenables, elle permet de retrouver
heaucoup de théories déja connues dans la littérature de spécialité.

Parmi les auteurs roumains qui ont amdlioré la thdorie des plaques
et des coques élastiques nous citons M. Baimovieci |8],[4¢},V. Manca
{3], M. Misicu [6], P. P. Teodorescu [7] ete

On considére un corp élastique occupant un domaine D born¢ d’une
surface § dans P'espace cuclidien tridimensionnel. On fait les notations sui-
vantes :

f+ — Analele Univ. lagi — MATEMATICA
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t¥ — les composantes du tenseur des tensions ;

m* — les composantes du tenseur des nmiicromoments ;
;; . :
¥ % — les composantes des facteurs de la. déformation ;
u; — les composantes du vecteur du déplacement ;

¢; — les composantes du vecteur de la microrotation ;

St — les composantes du vecteur des forces de masse ;

4" — les composantes dn vecteur des micromoments de masse ;
Aijkt

Bukt L — les coefficients élastiques du matériel.

CUJH

On appelle état d’équilibre élastique le n-ouple :
= i i . ot 3o o
5 - U: ], m j: eij: “ifs Uy CP.':j'J g b t‘: 'mis Uy, q)i):

si ces quantités satisfont aux dquations :

(1a) g +f=0 dans D,

(1h) ?{L_‘.‘; + e BF 4 g =0 dans D,

{2 a) = A% e, + BUM 4

(3 a) €y = Wy — & P,

(8 1b) Rig = Psii N

(4 a) u; =u, surS,, ¢, =@, surd,, ~

(4 b) t=tn =tsurs,, m =wm'n =m sur S,,
ol :

(5) AUH — Ak“j, Ci].l'i _— ‘AHJ’

Sy, S, 8., S, sont des partics de la surface & telles que:
§=808=8uS8,,8n8=8nS8,=0,

et n, sont les composantes du vecteur unitaire de la normale extérieure & §.
Pour la déduction des équations de la théorie des coques élastiques
micropolaires, on utilise le principe variationnel suivant, démontré par He I-
linger [8] e¢ Reissner [9] et généralisé par 1. Hlavacek et
M. Hlavacek [10] pour Pélasticité micropolaire :
& est un état d’dquilibre élastique si, et seulement si, pour des varia-
tions indépendantes des quantités :

i .
tj: md; eij) xij: Uy, @
on a:

(6) 8 = 0,
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= R{ the; — mY oy + Wiey, wg)+ 87 (1, — 259 + mY gy, —
b

—ftu,— ¢ e} dv"gti {u; ) da —‘S mt (@, — F“I;r) da —

Sy SQ’

——§ tu, da — S?ﬂ‘ o, da,
5, £

W (e, , ) étant la forme quadratique :
(8) 2W (e, #y) = AU e e + 2B ¢ vy + C7% 3wy
On note par 3+, 37, >, S respectivement la face supérieure, la face

inféricure, la surface moyenne et la surface latérale de la coque, et soit y =

=3 n ¥. Dans un systéme normal de coordonndes on considére a* (« = 1, 2)
sur > et 3 sur la normale & Y. Si & est I'épaisscur de la coque, ona | a* | < Af2
ct Yon suppose k<< 2| Rmin| # 0, pour ¢liminer les points singuliers, Rmin étant
le rayon minime de courbure de la surface. Dans ce qui suit on suppose que
3,y sont assez lisses et les fonctions qui interviennent dans les calcules sont
autant de dérivées qu’on a besoin. . ‘

On introduit quelques notations. Si ¢ est une fonction scalaire et o
o*® sont des fonctions tensorielles de 2!, 2% a® on considére les opérateurs :

+hfz
w Lo =R (x%)* poda®,

—hi2

-H?"-’-

(9) 0 Lo 9% = \(ws)' i @ da?,

—h2

Ry
o 1og 0% = g(ﬂf’)‘ ppy ug o= dad,

—w2

e = 8 — % ba, p = det (uz),

b.s étant les coefficients de la seconde forme fondamentale de la surface 3.
On note maintenant :



212 ' T TCRISTIAN CONSTANDA 4

i B 4 i3 "
Ny = iy 1Y, NG = 18,

10 - : b ,
(10) ME = G IBwr, ME = ) Im?,
3 : 3 ;
(11) I‘(gu = -;f‘(, 1";n = 4./
Go = Iy g, Gu=wld,
oy g . At sy syl
(12) Ly = (%) wul 8500, Ly = | (%) w5

B " B + 2 ] v aqHhfe
Ry = [(@?) ppe m® [ Doz, By = {(2%) o] e
Pour simplifier les ealeuls on considere un matériel ayant 2?7 = const.
comune surface de symétrie clastique.
La seule hypothise [aite ¢ priori est Pexpression polynomiale par rap-
port & a¥ des composantes du déplacement ct de la microrotation :

w; () = ST uh (@F) (%),
(]3) L=t

n

2 () = 390 @) (),

f=1

ot quelques fonctions u® , ¢ peuvent Ctre nulles, mais au moins une des
fonctions ™, o/ est non nulle.

Vu la lindarité de la théoric et les rélations entre les composantes d'un
tenseur dans Pespace cuclidien tridimensionnel et ses composantes dans
Pespace de la coque [11], on suppose les facteurs de la déformation ¢, %,
ayant la forme:

n y o
e = wp ST () (),
iimQ

ey = I (a%) (@), -
(14) k=t
%ip = Up Y W (%) (@),
k=0
no= O AR () (%)
fom i}

La surface S qui horne le domaine D de la coque est composée de 34,
¥=, N Si da, doy, do._, do,dssont respectivement les éléments d’aire sur S,
T+ =7, 5, 3, alors on a les relations :
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da g+ = de, = u (2%, + #/2) de.

(15) da oo = de= = u{+*. — h2) ds.

i

ds wds da®,

Il

da g
ob ds est Pélement dare sur v. Lélément de volume est e
de = pde dr'.

On suppose que sur =5 37 sont (_lmm(-ﬁ les. -off'n?'lu fltr l—h.!])c
B, — hj2), mPae + Ry, mti(as, — b2y Fn ntl’hsnni‘ Iv:: ()1ml11 e {(
dérivation covariante dans Uespace de la coque (nolde par o .) el en ;n (g
grant apres @@ entre —h|2 et +h/"2_. on_trouve pour . H c..\ll‘)u(_\s.slon.:t(]?;i_,
en appliquant (6), on obtient ]qs équations (l'othl?rc, les rela l::nlv. ((.m.ldi.
tutives, les relations entre les déformations et les déplacements ct les ¢

tions aux limites de la théoric:

N — e NGy — ENG_ 1y + Py A = 0.
NS« + b NG — KNG+ F + Liy = 0,
My — b8 M — kMG + < (s Niern =

(16) — NI + Ny + Gy + Ry =0,

M e + bu MG — My + e (N — b Niy) +

-+ G:(’;;) + R?}c) =0;

: k ) K 3 =D
kav) = usall)a - bvm “.gi + o sapa T ba G s

& k % (& B k) A (h—1)
Y = 1:5; + bl - efe — b

i {11) p (R
Y = (k + 1), N

2 k1)
T8 (k1) uf™Y,
(17) L *
. (1:: = c"?fr‘l,)u - bva (P(i Il
* i RS
AX = o+ bh el

\ -kl
Bk 1) Y

AR = (k + 1) 8T
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i
av avy® Ty av33 7
o =2 kam L i ¥y avyd 4 (h) 30,
h-O( (k+ky 10 + d(k+}.) P33 4 @(k%'u AYS -+ (B:fzkv+h) Aéa) ,
3 k3
NG = ad¥3 k) 336 Tk
ik} Ay 10 s 1) adye 4 (k) 3
2_0 (Awinl'ys + of wanm Tsg + Betn Aye + @&ﬂ) Ag;’),
3 n
N Ve 3wl LY 3v30
1) Arom D+ oA Sl vyl At v ;
go ( i Las oA & +h) Fﬂﬂ + CBMH‘!J ATO + (B(: vh) Ag;; ),
33 =
j\Ttk' = (dQSGv I-\Ik: RHKK! i 9.3 o
b vitm Vay + Aisi o + B iy 3330 4 (h)
(18) e Boim Moy + Buom Aso'),
n
BV ™ YIow iRy T h
(k) RBeirat T vav k) avyl A 23
=0 (Botio Tys + Bty Iy + €57 Ay + €l ASY),
a n
M = Y023 ik} 3323 ik
k) B 1 Jad a3y$ 4 (W) 330
e (Boe+m I've + Buin sz + Qerm Ays + Clinny AR),
3 n
M v = Y83 ih) 333 i3
k) Biam T v 8vaZ o B 3vi0 , (h
Pyt (Biesm Tve + Bueom Tas' + €55 A’ + [Chpnh A:tie)):
a3 -
Me = @333 ik 333 3y
{£) Biem I : i 33vz 4 il 3333
= (Berm Las + Busn Ty + €y A + @555, AW,

ot 'on a noté :

(19)

A"
Of?i?m
oty
B

3
By

@30‘(?

()

33v3
@(i)

€
(2
€

alyv
£1]

«3vd
(}

3032
(¢}

= ];g AGBYS}
=i IAasYa B
= 1$2 A ;
= (i} 13 S

3
= w3 B¥7

333
=“')IB i ’

Il

a3l i)
Of{i) LT n Iﬂ Aaaaa
33 A 3
d(t; = () I'Y Aa B

3333
d(x‘) e (i}IASS:ss

93'(15:)‘33 =l B

o I;g ans, @2«%33 ~ 0 ]2 R
@tsf:;:m — I:Z B
» Ig; foaadl i Qr&(;ss . Ig (259
wICPP @i = B

10 323 23:
I O, @Ry = 1™

b

H

Ed

a3y 0
? @(i; = () I-:ﬁ BGBS?,

1

L]

r

E

S
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K ~th & ik
(20 a) w® |y, =ul, cpi)le=qJ4“,
o ~‘
(20 b) N?kt) Ve L7y = Nl.‘k] 3 ‘[M?;] Va |Tm = M:k) )

osantes du veecteur unitaire de la normale extérieure 4 v

uy ¢tant les comp
déformation ¢lastique sur Punité de sur-

Si Pon définit I'énergie de
face moyenne par:
F R

W= \p,n'(e,.,., L w,)) dad,

—hp2

(21)

on trouve pour W l'expression suivante:

2W = (N Y+ ML, AR,

h=0

(22)

et en remplagant N, M, de (18), on observe que W= W (¥, A
est une forme guadratique en TP, A

On voit que les dquations d’¢quilibre (16) coincident avee celles trou-
vées par Misicu [6], quilesa obtenu en mwultipliant les équations d’équi-
libre ¢lastique tridimensionnet avee certains facteurs ct en intégrant aprés
23 entre —h/2 et +7/2. De cetle manicre on peut déduire les équations de

mouvement de la théorie :

n
Piwy = 2 As h);“':rh: ’
r=0
(23) )
(p-'il.: = 2 Q:tg-m. c?‘.!';-;

h=%

ol 'on a noté:

{24 a)

(24 1) Qi =

Ay = wles
i I,

(o, I’* étant respectivement la densité et le tenscur des moments d’inertie),
et (Pl Ry, sont respectivement les premicrs membres des ¢guations (16).
Analysons quelques cas particuliers plus importants:
1° Supposons les développements suivants :
] : 1 0
g = 1) (@9) + %) (@B), = uf” (a%),
LT (©)

¢a = 9 (7). (w?).

(25)

oy = 93

Supposons encore la distribution dc la tension :
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, 1 % Y2
(26) ol = .(1—(’)]Nﬁ

hie hi2

Tat] B 4 A 1
et soient £, m® n’gligeables par rapport aux autres composantes des ten-
sions ct des micromoments. Compte tenn de toutes ces hypothises dans le
caleul de la fonctionnelle (7). on obtient unc théorie approximative dont
les équations permetie +déterminer NG NGNS N M - Mai

q p(tm(lln.m de (Ic.!u.mfnm ,\I,O). NI NGy M@, M Mais
nous ne pouvons avoir pas des informations sur la composante %

e HRes ments (23 . dt¢ ubilisds nar Fori ‘

. ‘,. . ‘(It)[)p[ nients (_\.)) ont ¢k utilisés par Eringen [12) pourles
plaques isotropes et homogénes of par Manolachi [18] (avee ¥ =0
ct aVCC,'()lnl"s‘H'IOII de Teffet de 1 et m®). En particularisant le procédé au
cas de lCla'Stlclh‘ classique, nous trouvons les ¢quations de la théorie o¢nd-
rale exposée par Naghdi [11]. B

s : . N . .
2 911 peut obtenir un systeme d'informations sur toutes les compo-
santes N7, M avee les développements :

0 s i i
Uy = 'll; (JCB) + b3 '1!(;)(;1’,'3 ) + (_1,.1)‘_’ by -:. (1'6 ) .

(0 B 3,000 B
uy =ty () +xus' (27,

(27) ) a (&%)
2 =00 (@) + 2° 91 (&),

03 =9% (") + 2 ¢ (2°) .

’ M r ’ ’ . .
Des équations résultées nous pouvons déterminer les quantités : NE‘(,B, i f‘{;,
z\raﬁ X} ad a3 3x 3 33 i) :
2} » N'O): N(lu N(2:: Nru;, N(IT, N{UJ,Jl/IfliJ:ﬂ/I?lﬂl N o M3 MY, ME

. {0) » (1);1 (0y s <M

- . . . . .
8 On obtient aussi un systeme d’informations sur les résultantes avee
le développement :

1y = 'y (%) + w30y (2P

ny=u'y (.’Ca) + a'u 3“:(,1,5) o+ (@) ) |

0x = 9 () + a® ¢ (2P,

o3 =94 (2%) + 2" o3 (2% .

On trouve toutes les quantités spéeifi¢es au cas précédent, sauf M3}, mais
iel on peut déterminer M,

_ Dans le cas de 1'élasticité classique ce développement a été utilisé par
Reissner [14]
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DEFORMAREA PLACILOR ELASTICE MICROPOLARL
Rezumat

Se construieste o teorie a plicilor clastice micropolare presupunind
forma {(18) pentru expresiile deplasarilor st microrotatilor. Se discuta pe
seurt citeva cazuri particulare mai importante.



