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Introduction. Dans ectte Note nous nous proposens de presenter la notion de stroe-
ture dapproximation sur un ensemble. intenduile comme un instrument convenable dans
Fetude des realisations nmumeriques des methodes dapproximation. Générlement dans I'étude
des methades diapproximation. on suppose gqie Pespaee dans lequel est tormule e probléme
exacl ot les espaces ulilisés pour la réalisation pumérique de Papproxinmbtion sont otganises
au puint de vue alpebrique ot topulogique d'une maniére commune et que tes  opératears de
projection ou d'extension utilises jouissent e proprietes de régularite. On peul voir, par
exeniple, les sehemas dapproximation ulilises par B Jo Stetter [5R 00 Po Aubin
[, W, V. Petryshin [6] ete.

Dans la réadisalion numeeique suroun ealeudateur, i fael tenie comple du caractére
fini de Pensemble des nombres  representis. soit en virgule fixe soit «n virgule [lottante,
siple on doulde precision. Soil 5 R—@ Fopératear de representation machine et la relation

el Coquin afenee
w o~ yeesz() ()

Fn tenant comple du earactére monotone de = (qui réalise yue projection par arrondi on
tronguature). les elasses déquivalence sont des intervalles, Les opérations arithmcétiques suar
£ ue sonl pas conservees par Fopérateur 7, [ H.

On note aussi quiun mode naturel d'introduire une topologie sur & est celui - d'espace

fcteur dont Fapplication canonique est 7. Comple tenu que pour celte topologic les ensen-
Bles ouverls sont en correspondence biunivorque avee les ouverls satures pat rapport FE
(|2] pag. 31) il résulte quiune base pour la topulogic sur ¢ st formdée par les ensembics

de Ia forme
10, s Gy 0 L =41 s — e Oh
i g sonl des Clements representables: ::(f,rj)=q..
I i
Considérons les applications f: R—R realisées i Pade des applications continues fm:

W = par le sehdma

!
114 —— I
Q

One sait (2] chap, § § 5.0, proposition 6) que pour fa continuite de f, # est névessaire ot

sulfisant gque fo f 0= ~0il continic. Supposons que foest contine, Soient v=8 ¢t l'(fm(u'))
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une voisinage de f e dans R Ogqin conlivnt seulement fm(.r} conne clement repreésentable.
Soit f (=0, Comple tenu e L continuite de f e, il existe (). voisinage de o dans
. tel que

J e g ()

™ it

el par snite onoa f (00 F (g f ) ponr tous les 4, represeitables, gy
Done a elasse dapplications contimtes réadisubles dans un systeme de ealeul ost trés
limitée.
Sioon prend I topologic diseréte sur @, cvidemment la projection de representation

machine = west pas continue, Compte tenu de ces observations nous  inlroduisons  dans e
paragraphe suivant une strueture plus géndérale pour mesurer e dege¢ dapproximations des
Aéments dans an ensemble.
§ 1. Espaces a structure drapproxinution. Soient X el (1 deax ensembles o R{ LX)
I onille des relations bincaires 2 = 1 - X,
Béfinition 1.1, Cne relation dapprovimation swr X par rapport o 1 est un sonsen-
semble

e X Rme o X)) s e

(1.1} Yres X Fe=R{(-1 N) (e wp= gl

Un espace o structure dapprovionation est v bripdet [ X0 gL,
Dans ec qui suit nous wtiliscrons la lerminologie suivante
— la Fanuille

(1.2) Alrl={ z=mil, X)) (e a)=g). s X,

est Papproximante de
- e sonsensemble de X :

(1.3} Qla

el

(e 2=}

est le domaine  approximation de b orcelalion binaire 2o G4, X).

Soit poane colleetiom de sousenseinbles de X On désigne par
T el 1K cX: IHay, Mo K]
le prefiltee engendec par . Pour 2= LX) el a0 on bole
(1.5} Mo o=1z=X: {(n 2)s2} <X el
(1.5) luh=| = wdia=s 11|

Si (e owlo ¢l Tensemble
hES ER R (A7) L= N TE R

sl nonne le support dapproxumation de o par 2 ke prefiltre ={ad defing dans (1.6) ot
le support pretiltral drapproximation de o par 2. Soit (L une elasse de modes de represen-
tation machine des nombres réels {en svirgule lixe, Cloltanie. simple ou double précision)

considerée comme dirigeante de Papproximation. Considérons les relations binaires sur .1 R

(1.7} 2=a, vy R Qug SR afwg)=ry wle)=nla)).
La relation d’approximation machine sera

a,,, = i@, @) r dehnie dans (L7) ot Vesod sz, o))
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Définition 1.2, 87 5 et 30 soal tews velations d approximation s X par rvapport o A

w13 respectivement, alors on dit qre fa relation & est plus fine que o osi

i1.8) vreXN Yasdlr] JEediel: (@) s =l=)

Soient | N. @, 0V sh B} deux espaces 2 structure dapprosimation ot g: N=Y

une application de X daps Y. Pour x@ K. XN) nolons

(1.49) %, D, sy 0 Y izega) fa, mpE &1V

Définition 1.3, Lapplicatione g : X =Y est (gl J) approvimante ~i

(1.10) Yea X ¥x= Ale] BRI =B wlx)

.

Strueture  d approrinedion initinle. Soien X oan ensemble nonvide, [ Y0 &y M‘I r'-.=-l
ane Tamille despaces a straeture dapprosimation ot P P A XN} ‘HJEI' une famille d'appli-
cations de X dans Y ie '

Pour i f et =X considiérons L fwmille de relations hinaires de R, X)

.’B;| pp=t B! M CNND RRUP, us Xy = Yoy, = S0
i uysii) s

St ool g B i
) E I. . . r . T . "
Proposition 1.1, L relafion dapprocimation A sue X opur rapport a o définie por

Lye S Xyia oy te il

(1.11) Al

appartiont 4 T elusse des moins fines velations dapprocimation sar X felles que Toutes fes appli-
eations [ svient (. & J-approdinanles.
Démonstration. Soit 2= dle] gueleonque et i@ T fixé, Compte tenu de (1.11) on a un

z : a1
B Ly A L appartenant i la somne direete 2. Comne (f’j_"‘]f'.“ By, ot :(lh )= U=l ),

itresulle Yo= X, Vxs Gl 33“.‘ &, )0k =t L - :(1}, )o ¢est-i-dire toute f.. est (8, &)

approxinente, ) ) ) o
Seit & une relation dapproxination sur X pour Lagquelle toutes les applications

sont (. ©,)  approximantes, el est-a-dire

viel, YeolX, ¥YysgEhel 33 @@ (S40]: =B —.(-;h)

1

Fan)

. " ] . B il
ol par suite onoa une famille § iu’.'}iel telle que Yr(®; YT riy). Pour ==&, 3, ° nous avons

g . - . o ) . " . . -
=iz} C=(v). dune da refativn dapproxination A définie par (1.31) est moins fine que @,

La structure dapproximation { X, &, 1) definie par (117} est In stracture dappro-
LY, & Bohigr Widier

Liwites projectives d'espuees & struciure d eapprovimation. Soit Y, & ) I iitiier
{ Lensemble preordonné) une famille projective drespaces o struceture d um':roxlnmtlon. .\'Ul‘l
X la limite projective de la famitle { V7 iyt est-it-dire Fensemble X cIiY, dont les éle

wimnnlion initiale sur X engendrée par les families

ments jouissent de la propricte
YeeEX: prl.(m)=fl_l(|lrj(.l')) Yi, ji<j.

Nous supposons  que X est non-vide (voir [2]. pag. 1B0 - 195). Compte tenu de l“. propo-
sition 1.1 la structure dapproximation limite projective sur X dont toutes les projections

2= Matematica
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canoniques @ X— ¥, sont (. g-upproximantes w pour dirigeante A= f2, - (] cbl pour
zeX

(1.12) clade s (A, Y )

((b.-.‘ i), z)eio e
LR U L T R TR ]
pr (=) _"”(prj(:)), i<jh

irns les paragraphies soivants nows presentons quelques structures drupproximation parti
culitres on lisicon avee certaines siruelures topologiques généralisees,

2. Opératenrs d'adhérenee géndralists. Nous sppelerons opérateur dadberenee géne-
pulisé (OAG)H une aoplication ' G(X) ~4(X), ¥(X) clant la fomille des sousenscmbles de
Y. Remargquons daburd qui chagque relation dapproximation ¢ sur X on peuat associcr un

optratewr Cadlirenee gendealisé défini par

(2.1) TNy EX: (1, DEQ Sla)= M} M eX.

Reciproquenent, sioon donne J 0 o (X =<0 i1y a0 une Gunillle de relations Jappro-
xinsbion sur N qui cngendre P par (2.1) Retenons de celle Gunille eclles dont 1 est aui-
ponetucl. Pour cetle elasse de relations d'approximation on peut établic une correspondence
binniveque entre (A, X} (4§ a }) b S(X), Nous identificrons a= R{{ « |, NV} avee S{x)C
<X ebalors la relation d'approxinmiion @ sur X, avee o uniponctuel, attachee a0 est définic

par
(22) Ayt @) e IS
©
Une classe particubiere d'opieatenrs dadhérenee généralisés est forée par les opératear

dadbicrence de ITam mer [3] qui ~ont des opdriteurs expansils, cest-a-dite : aj) monotone
(M N (M) © JIN)) et by amplificateurs (V. © X0 MW < J{M)).
Une refation dapproximation sur X engendre par (2.0} une OAG monotone si

(SAM) Sl Sh=ad e A Bh % BE&RG A);

cette relalion scra nommde arione de monelenic pour la structure dapproximalion sur X
1OAG ,_'J'a engendré par @ cst amplifieateur si

(SAA) rESas e med,  reN 2= G0, X).

Celte relation sera designée par aadente dPamplifieation, Une fanille particuliere d'adlicrences
Hamier est eclle des adhérences topologiques qui satisfent encore anx conditiens

) JHBUC) S By O sous-additivité) 5 ) J(EZ) ;o) JE= LT

I'our les stenctures dapprosimalion qui engendrend les adhérences topologiques. oi i
les trois relations suivanles:

(SASADD) A'l=u gl el =]y &'E)

{yue nous appelerons a vivine de sous-additivité, ot 2y B est prise dans le sens de la wounion de
sousensensemblies de A« X}

(3.A0) (v, x)=d =sa# 0,
{teinme de consestence de Papproximation)

(SAD) Al - @1 &led),

ou

us B4 2}

M e

PR —

e
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(2.3) Ala] 1% 'Lzl

(aricmme didempotence de e stracture & approvimation).
Praposition 2.1. Les aviones (SAMY, (So0A4), (SASADD) (SAC) of (SAT) sonl inde-
pencants 51 X o au moins trois fléments.
Démonstration. Soit X— Lo, w,, @} et U 1 «}. Soient a, (e, 2} @102, 3 les Eléments
de 12 X et

oty Py {u‘} (F=1.2 3); =z {ﬂ‘, f!j} (o =1, 2, 3, 0 # )y oy |y gy}

i
les clements de @, X).

1. Considérons la structure d’approximation ¢, X< &1, X) qui est monotone, am-
plilicatrice, sous-additive et idempotente. Mais cette structure n'est pas consistente puisque
I.r". zn)eam, Vi,

2@y AL L g (g )y (e 2) boest une relation consistente.
p= il (o mgd Copomgh G mgh G mpde (0 mphe (e ) (i 1)

est une relation amplificatrice, sous-additive, consistente, idempotente, Llte n'est pas mono-
tone puisque Slog]—{ o)} C 8 agpl= {r. o, L miais

d;|112| fage g b oot Q|- X
3, Suit
Aa= g (g ) e 2p) (e 29)0 (0 xay)e (o 1121)‘ e 2ah Lo 2yaph 3o

On vérific fuciloment les axiomes (SAM) (SASADD), (SAC) ¢t (SAD). Cette relation
nwest pas amplificatrice paree que
iy S| s & Al g iy
L Soit
Ay Ayl we)e Gy myh Gy 2y (g agh (g b Girge ap)e Grge 2pghe (4 2gg) B

On o (SAM), (8.0A), (8AC) (SAT)
onsidérons les relations N wepeelles RIS - R
-( un:u érons les r(l:uons 2y 2y ot 2y, pour lesquclles nows avons syy=aq %, ¢b a: [E|
X. @] Ly ) @) (gl
3. La relation  dlapproximation = & (0, 2) est monotone, sous-additive, ampli.
ficatrice e consistente mais, compte tenu de

fra b done &, n'est pas sous-additive,

» oo r
a5‘12] {ree g b @al2g) 2 ﬂ;l 2y = XL
il suit que @; nlest pas idempotente.
Proposition 2.2, 87 X J o wy boef o est un cusemble non vide yueleaniue, foute relos

fiwn o' approximation sur X monotone, amplificaivice of consistente est idempolente of sons-additive,
Démonstration. Considérons ln déeomposition de

. &1, X)=C Uy t,u,.
il
Com{ i ) Ci—={aeAxX: S} i)} (=1, 2);
Cpprfas =X S(2)=X }.

Soit. ¢l une relation d’approximation sur X monotone, consistente ¢f amplilicatrice. Notons,
pour k=1, 2, {12)
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9 fasl: Qlal=¥ )
('ii .i:z_E('A:dli_]-{.J" FEIE ¢ P
('}._'-3 Lo’_E('k:ﬂlx] X }

Compte tene e o condition de consistenee w(f5) . vl el cmdibion damplification,
on a

(2.1 (2=(1l=Cl

Sion hmpose In condition de monotonie, fes scules relations drapproximation ponr leagueiles
(2.1} o liem sonl:

a[:(':z ('g &, Ay el=ck

C
Ays Cl=C3=00, Q5 CR=CE=0,

Nutons
HA,) - (2= @CL X):geel, (o 9=,

On a

aldy) - Gutiu Byl

e(da) - CUECRU U
cl

=13, o, o [
ajlsel—1 aatg Aale ) 8 2= (=158
X o | :r.é;('::, (}:} PN S SN

¢'est-a-dire
Vaw ol @) éllate Q3] (i1, 2)

done ¢, et @, sont idempolentes.
Pour les relations Gy ol @, on a la decomposition
."‘II L"I:;) (In y Ii': u C-}g:U (‘ﬁ-

@)= Uy iyl

ct
s ze (Y - Gy %=,
.‘ o ° - clalz]E .
HE] {_\, et [, S T i
done
Q] Q) A g2l Vasp(dg)
ct
o o= Cy g=1070
Ajlel =3 Lo ) P T aa=f i xS iml
X 2= Cis 2e )

done

FTRUCCTURES IFAPPROXIMAT N ]

Qb Q)d, {21 ¥ 2= 2(d,):

Par conséguent toutes les relations é’[l.(i 1. 2, 8. 4} sont idempotentes,

Lo sons-additivite des redations A resulte immidgdiatemend en observanl que ;s i) e
Camilles sonl  ferinees par rapport a0 Lo réunion des sous-ensembles de of Nooh) et ot
Ba(, =y =y i) Vel o2 30 b 2=0, peC—>ai«ly aipl-\.

Compte lenn de ces deux propositions on o le résultat principal din paragraphe foriul
dans a

Proposition 2.3, Les relations (2.10) ef (2.2) réulisent wne correspondence binnivogue enire
I famille des QG el da famille des relations dapprovimation uniponctuellenent divigées sur X,
Les opérateurs o adbérence Hunaner sent cn correspondence biunivoque par (2.1) el (2.2) avee
les relations {Capprovimalion wmonolones (SAM) el amplificedrices (S:14) swr les ensembles X
yeei contiennent au muins deie éléments. Les opérateurs d adliérence topologique (Kurato wski)
sant en correspondence binnivoque avee les relalions dapprovimations monotones, amplificatriees.
consistenles, idempotentes el sous-wdditives wnipoictuellement irigdes sur les ensembles X qui con-
Hewnent au moins frois éléments,

§ 3. Structures syntopogénes cengendrées par des relations d*approximation. Une générali-
sation des stractures lopologigues appartient a Csasznr 3] qui o infraduit les straetares
synbopoutnes, NOUs BOUs  propusons d'établir Tes conditions afin qulune structure. d'appro-
vimation eorendre une steucture svolopogine,

Définition 3.1, Soit X wn ensenbie won vide quelcongue. Un o ordre semilopogine sur
N esi un sousensembie

G EX) 2 9(X)

el e .
) (v, =G (X, N)=5;
[3.2) GScr il M tcBacXN),
(EX)) YoBEorcl.

On note que (3.3) vent dire:
(1, C AN Ay Be SV, © Bl=l.1, 1ny=E.

Nelons par X)) da famille de préfiltres suv X
Définition 3.2, {ine application senilopegine suy X est une applicadion 6 2 8(N) = TI(X)

telle que

3 A2 =9(X), o(X)AD ;

(3.53) sy L1 5

(3.6} Ay I-_—xc(.f Jca{.1).
Proposition 3.1. Les relafions

{3.7) o= { BC X (1, B)=3}, AcX,

{3.8) o Lt Iea(X) e R(N) . Begl)l

Clablissent une correspondence biuniveque entre les ordres semitopogines of les applications semi-
topogines sur Pensemble X,
Définition 3.3, Un ordre semitopogine sur X ost topogine si

(B0 (L BESIAWLL, B)aG) (AN CLEN e S Ay A, BUR)=E).

Proposition 3.2, Une application semitopogene sur X définil par (3.8) wn ordre fopn-
st sur X osi
E
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ERTL VAC Nl tpe F Ny R(X) L,

(3.11) VA, A'cX: ol Na(A)catAy A},

{F£(X) est In famille des filtres propres sur X).
Démeanstration. Soient (1, By G, (1. ') e G, c'est-a-dire Beg( 1), B og (') Compte

tenude (6)on ag( o IN.) ct s( ) AN A ) el onapar (.10 BN B so( AN 47) c'est-

d-dire ((LINA) (BAB)= S, Commie ald) ot o{ A7) sont des filtres, on 0 By W @ a(4), By
B was( ). On a par (8.01) B B os(A}Ne(1)Cal( 1y . 1) done (AYL) (By )= S

Définition 3.4. Une application semitopogene 6 pour laquetle (3.10), (3.11) ont liew sappefle
applicativn topogene sur X.

Remarque. On a unc correspondence biunivoque entre fa Famille des ordres topogénes
et Il famille Eapplication topogenes etablie par (3.7} (8.8).

Définition 3.5, |8). Une siructure syntopogene sur X est une famille & 56‘:1? wli) dor-
res topogénes sur X lelle gque :

¥8,G,w818,« G=6,C6, 6,6,
VG316 « 86cG 0B

Seit g une rtelation d"approximation sur X por rapport A .l Notons par

(3.12)

(3.13)

AlMHj=lasR(1. X)) a=g|r] YesM} Mc X

et considérons lu famille d'applications
G, BX)=1I(X) aw.d,
défiies par

(.14 r;“(.\l}r-:i[ iz ) as @M} Mc X, avd]}

Proposition 3.8, Soit & wune relation d’approvimation sur X telle que

(.13) YMCX YesdlM] Ya=d: MCr(z a)

($.16) alx)#c.

<Uors les applications g définies par (3.14) sonl semitopogenes sur X.

Démanstration. La rtelation binaire vide de <X n’a pas d'éléments approximes, Fa
efict, si nons avons N# - tel que [ =G| N] alors par (3.13) il résulte Nor(@, )= @ Ya« 1.
Done & (X)=[[L]]Co, (5 ) Yu= A, ¢est-d-dite la premitre partic de la condition (3.4). Compte
tenu de (8.16) on a g {X)#. " et pur (3.15) il résulte que 6, (X)={ X} Va=.1.

Soit MC N et K=o (N), done on a x@ g[V] tel que r{a, @)C K. Mais si 2 @[N] on
a4 2= @[ M] et par suite Ke=g (M) done g (N)Co (M) Vo A, cest-d-dire (3.6). La condition
(3.5) résulte immédiatement par (3.13)

Propesition 3.4. Lex applications o
(3.16) et:

définfes par (3.14) sont lopogénes si on a (3.14),

%= QM3 =, =alM]:

Hx,, aySrla, @) Nrle, o),

1 Ya=.4 YIUCX, Yo,
(3.17) 1

| Yasd YMEX Ve =aIM] YMCX,

\ Za, @ AV, Y M,):

Vo, & ¢l 3]

r(aq, ayc (al, “)Uf(%- a).

(3.18)

e P

S
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¢l M|} oest une base de Lltee sar

‘]3(,‘-'). (111} r¢-

Démenstration, Par (3.17) o resulte que (r(o, w) @ oo
X, done g (M)S(FE(X) Va1, VI @ et pour M
sulte de (3.18).
Proposition 3.

ks AVOns c‘(
¢

5. Soit ¢l wne velalion dapprocimation s N pour lequelle i g (3.15),

(3.36), (3.17). (3.18) o
Va, e, =4, Jag@d, YMCX, Vo=@ M| Vo =ali),
{3.14) J=,= &M -
(r(au, uo)c HE ul))V(J‘(au, ”U)C"(“z’ w,)) ;
[ Vasd geed YMCX Vo= g[M] 3a'c (M|
(.20

l 3 e =&z, a)f sl @) Cr{xa).
Mors lu famille dapplications| oz a4 A | définies par (111} engendre par (3.5} nne struc-
ture syntopogene sur X,
Démonstration. Compte lenu de D proposition 3.0 ot de la remargque 1, les ordres
61 définis par (3.8) sont lopogines. Nous montrerons que les conditions (3.12) et (3.14) sont
v cifides.
Soient 6'.‘ et 6“' deux ordres lopogénes engendres par o, , et %y

1 » -\) EG.;. U 6u,¢
(Hz, a)CN: o, =Q[MPV (e, a,)C.N:

N cd’(;l'l) U aﬂ_(J!)-::-
z, = alM))
el comple tenu de (3.19) 3 = A3 %, = GIRNE

r(ao, an)C N done .-\'Eaau(.lij c-est-n-dive (M, N)= 6,

Soit un ordre topogénc 6« engendré par g, a €A el (M, .\;eeno.\ =g, (M )er{o,u)C
C N ao {fM]. Compte tenu de (3.20) on a «' = .1 et les relations binaires = g[M], 2”@
ir(e’, a)] telles que r{a”, @')Cr(a, @) Soit Derla’, a’). On a rla, a)Ss,(D) c'est-a-dire
NZa (1) et Deg, (MM, D)=sG,. (D, N)aG, done (M. NG, o G,

Soit maintenant §={ 6'1' = I} unc strueture syntopogene sur X et o, 0051} la tamille
des applications topogenes définies par (3.7).

Considérons la strueture d’approximmation sur X définie par

@-21)  Vae (I, X); VISl ra, HeoMean gl M| My

Proposition 3.6, La structure d’approximation | X, a-. 1} définie par (3.21) & laide
dune structure synlopogene § vérifie les conditivns (4. 15). (1 16), (3. 17), (3.18), (5.1, (3.20)
avee - f. La démonstration est immédiate.

Proposition 3.7. Soit § une structure syntopogéne sur X, | X, ﬂs, | fe structure dappro-

simation congtruite par (3.21) et § la structure synfopogiene constriife par (3.8) (5.14) pour

aha\.;. Alors §=8§'.
Démonstration. Compte tenu de la proposition 3.6 la struclure I} vérifie

(3.14)

X ag
les conditions de la proposition 3.3 done la colkection ,6;:‘” I} obtenue par (3.8)

esl une slructure syntopogiene sur X.
Suit ioel fixé et (M, \N)« 6!-. ol KCG‘.“(JI). On a par (3.21) une o= a.%l-‘” telle que

Ne=r{z, io) ct par (3.14) .\"‘cs;n dune (M, .\’)56;.:.
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SO(M, N }EG;. alors ,\"'.-;rs_:(.ll'), elesten-dre Jae ds(;ll) telle que oz, j)e N° et

par (3.21), compte tenu de ba propricte prefiltrale de o (M), i vésulte N UJ.(.U') oun {3,

N)e G, Dove G, S, Vi,
On peut. démontrer aiséient que dans b famille des relations drapproximation cn-
sendrant par (.8) (314 une struclure synlopogene & sur XL structure ¢1ﬂ.¢-mwl:mh

par (8.21) est Ly mwins fine,
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STRUCTURI SINTOMOGENT

Ltezumat

In aceastd Notd se introduce notiunea de structurii de aproximare pe 0 multime X,
in raport eu dirijanta ., ca o submulfime a produsului eartezian X R(.1, X), in care
A, X) este multimea tuturor 2 . f A XL

in primul paragraf sint studiate structurile initiale $i linitele proiective de spatii cu
strueturi de aproximare.

in al doilea paragral se stabileste, prin propozitia 2.3, legilura dintre structurile de
aproximare unipunctual dirijate si operatorii de inchidere gencralizati.

Se stabilese, de asemenea, in ullimul paragraf, fegiturile intre structurile de aproximare
si cele sintopogene.

T
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OPERNVIORS AND FUNCTIONALS ON BANACIE SPACES TIIAT ARDE
TOPOLOGICALLY INVARIANT UNDER TIHE ACTION OF A a-COMPACT
UNIMODULAR ANMENABLE
Groure
BY
JEANPAUL PIER

§ 1. Topologically invariant operators. Let X be a locally compuet space endowed
with a bounded positive measure »oamd let E(X) be o complex Banach subspace cither off
the space @(X} of hounded complex continuous (unctions defined on X or of LP(X} = LP(X )
1< p<oo. Suppose further that, Q0 feE(X}, then fe B(X) and [ f1=EIX) By KX, ELX)
will be denoted the convex set of all positive linear {eonlinuous) operators on J{X)" sucl
hat [T <1, In case E(X)}contains the constunt functions, asswne that T(10= 1,5 henee

P11, In the same manner, K(R(A)) will be Lhe convex set of all positive linear {eon-
=1, [n ease B(X) conlains the conslant fune-

tinuons) functionals Loon KX} sueh Lhat |0
Lions, assume again that Lois normadized § henee K(E{X)) will then be the sel of allb the
menns on K

Definition 1.1..1 topolagical group G s said o acl on X with respeel to (X} if there
ervisty @ measurable mapping (v, 2y=a% from G2 X to X sueh that., if 1 J(E)= fLZy for f= F(X)
varli, 2=X, then

ti) for every wv=G, f—.1,f brlongs to K(E(X), E(X),

(i) for every f=IX) and all v, el el (Lef)=lep £

(K1 b ix Tapiriant by the astion of G i o, for every f=F{X) anid every e am G () = 1)

Inn the sequel. ¢ will always be o locally compact group with TTaar measure denated by
woor dey LG je=LNG) s 520, bopladde =11

The following lemmas ean be readily proved:

Lemma 1.2, Let G act on X seith respect to E(X). If [ = E(X), 5o LYGY, then ), rg(.r)f(.r’::)
de exists for almost all 2 X Put 9o f(Z) ol pla) f(2) dv for almost all g=X If felr{(X)]1s
=p= o, one has me fELMX) md e flv, = 2l Shxw

Lemma 1.3, If, for zome [feL#(X) l=p=w, oOne has
also mv f=f. for cvery o =L5{G).

Definition 1.4, KX i sedd to be tepologically  invariant i for the action of ) if, for
every f=R(X) and cvery @@ LIG), 5+ Jo B(X). We then say thal an vperidor Te K(EX)
X)) i lopologivally invariant (for the action of G), of. for eoery fo B{X) and coery -;aeI,L((,'j.
Tl w fy="Tif}; o funclional Lo Kik(X)) is setid do be topologically dwvariant. for the  action
of G) if, for every JE RN} ant ceery o L) Iz f) - Lif).

By Ko ilX)L B will be denoted Lhe set of ol topologically invarianl. operators
i K(EX). X)) s K (RAY will bhe the sel of atl topologieally invariant functionals in
K{FE(X)).

1 f=f Jor cvery v G, then



