R 1)) P. 8. KAMALA 6

Example 3.1. Consider the cquations

1]

s 1 :
a:l_ 3.7-1 -+ A .Jlgéﬂ, rz,r.ﬂ
:
, 2 1}
—1a
z, :‘”c_, b, 2 (0y=0, x,0)

Applving theorem 2.1, corollary 2.1 and the theory ol differential inequalities, the estimate
on the solution of above equations is given by
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FORMULA VARIATIEL CONSTANTELOR (IN CAZUL NELINIAR)
SI O INEGALLTATE FUNCTIONALR
Rezamat

Se econsiderd sisteinul neliniar (2.1) unde matricea A1) de tipul #oxon este asa fol
incit “; Opentruizj, a, =C1, R), ”o‘ To], lo:;u iar p(u) si Rt «) sint vectori n-dimen-
sionali, compunentele lui g(#) satistacind conditiile g(# }>0 pentruw =40, A(0) 0. In prima
parte a luerarii se demonstreazd cii o solutic o(f) o sistemului (2.1) se poate  exprima suly,
forma (2.2). In partea a dous a lueririi, plecind de la inegalitatea funclionali (3.1), se¢ sta-
bileste evaluarea (3.2), eare in particutar contine cunvscuta inegalitate o lui Bellman-Gron-
wall.
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UBER UNGLEICHUNGEN VON POLYA IN DER TUEORIE DER GANZEN
FUNKTIONEN
VON
L. VOLKMAXNN

Einlcitung, Sci f(z) cine ganze Funklion, 1s bescichne s, ) dic Anzabl der Null-
stellen von £z b Krews | 2 e und M(e)=M{r, [} das Maximum des absoluten Betrages dieser
Funktion auf denn Krels |z =1 Mil

log Tog 3 + A
2 b g log I(r_) Dot il log log M(r)
reet lovr 1 F-sox Tog v

werden die Ordmng Bew, die untere Ordnung ven f(z) bezeichnoet.

Fiir ganze Funktionen der Ordnung &, sind seit 1923 (olgende Ungleichungen von
te. Polya |7] bekannt:
nir, 0 SINTY T
tn lim ) = . fir A<,
r=x log M(r) L=
() lim _-n(r, 0

row log M(r)
1Me Ungleichung (2) warde 1901 von 8. M. Shah {8} dureh

(%) lim iraf) 5y
rorm doge Mr)
verschiieft, wobei
= lim log a(r, )
reo  logr

hedeatet und p gpgn gill.
Die Ungleichung (1) soll in dicser Avheit dureh den folgemden Satz erweiterl wenlon
_ Satz. L. Sei fiz) eine gunze Funltion der unteren Ordnuny <2 1, dewn gilt fiir jedes p,
mit p<gLmingz, 1),

, 0
%) lim nir, 0) =
rvo log MM(r) T

sin 7

Mit der gleichen Beweismethode kann auch der néchste Satz bewiesen werden,

) Satz 2. Sei f(z) eine ganze Funktion der unferen Ordnung p-<1, mil reellen negativen
Nullstellen, dann gilt fir fedes p, mil p<p<min(i, 1),
[} lim e _0) = Mnzp
r+m log M(r) =
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Sale 2 bedeutet unter den cinscheinkenden Vormassetzungen cing Verbesserung der
Ungleichung (2) und zam Beispicl i Fall Gy o 21 aueh cine Verbesserung der Unglei-
chung (29, Aus beiden Sitzen zusinen ergibt sich sofort die

Folgerung, Sed fiz) eine ganze Funltion ter wnferen Ordwung u< i,
ven Nullstellen, wnd es cvistiore

mil recifen negeafi-

nir, )
T L.

reem log MH{r)
sin
Den gilt o= wnd L .

1. [ berdas Wachsium reetler Funktionen. Der folgende Hillssalz, der seinen Ursprung
in der eben genannters Arheit von G Polya (|71 8. 170, Salz L1} besitzl uned spater vor
allens dureh A, Fdrei. W, IL 0 Fucehs and Do 1o Shea ifHL (200 (3] und [9]))
weiler enbwickell wurde, spicll beine Beweds der Sitze cine wesentliche Rolle,

Hilfssatz. Set G fir £ 21,0 eine reellwertige, stetige. positive. monotone wied anbeschrantit
wachsende Funktion. Man bezeichne dwrch

w5 I i)
7 Hin loy G) [IPATSN w=lim g Gl
j—=x  logt Pewe lugt

die Ovdnang hve. die wutere Ovdiang vone G, dann gilt
a) B evistieren su jeden endlichen o wit w05, cine Folge (r ) {eine Folge von Polya
peakes erster it der Oveneng 2) wndd el Folgen ()} and (), it

. . ol .ot
limg o, = lim =22 — g, LI * g,

B ] Moe>r [ l|->mr"

so duss glelehseitig die beiden Ungleiehngen

(e i1--0{l}) (—f ]; G(r,) (e 2N a,si= Ak
ry '

(3)
; -t . T
fl(f)"_ [,. } " (l(i'._t) (‘JU =l E u‘”}
N
gelten.

1) Es cvistieren swe jedem cudlichen omil posg =5, eine Folge (r)) {cine Folde von Polya
peaks sweiter Al der Ovdieng 2 wnd ziced Folgen () o (1) mil ohigen Eigenschaften, so
dass die Ungleichwn g

. - 4 i e - -
() Gty = {1 -nil)) E Gir,) (o0, o =t= .I")

pitt.
i cinen Beweis divses i ssalzes vergleiche mian AL
und S, Hellerstein und J, Williamson [35].
2 Beweis von Satz Do lis Kawn ohne Besehrankung <der Allgemeinheit f(0) -1 and
2. >0 vorausgeselsl woerden, und o5 kann angenommen wervden, dal

Lidbrei {8, 1. 10 Shea |4

n(r, o)
(7 lim H< oo
e lug M(r)
wilt, da im Fall n=ce nichts 20 beweisen wire. Nun o gilt (vgl, A

Kdrei [2], 5 1)

(%) log | fiz) = log Tl

bylgh

(1 :)' 1Sz ),

Iy

wobci &), by... die Nullstellen von f(z} bodeaten,

R UBEKE UNGLEICHUNGEN VUN POLYA IN DEIR THEOKRIE DER I?A_N?.E.\' !‘II'I\'IH"I'](I.\'.I-‘..\' EL

s =2 L
o)

Round Sz M) =1¢ . Ti2Ry wilt.
R”

Fiir dic Nevanlinnaselie charakieristische Funktion  7(r)
Tir, f1=log Mir, f)

2200wl somit folgt aus (8)

T(r, £} #ilt hekanntlich

(vgl. K. Nevanlinna

151, .

I [
.0
) s M(r) =;rg”_“ D ot n( . n)S T e D o gy,
- r) HE vr) n
1] I

Nun o gilt

o

- N2, 0 .

(R, u)g T YR D) 2rrem D<o Doy srezn,

HE-r) loygr 2 It n @

I
wobed
(3
. s alf, 0
.\(r’, 1) 5 ﬂ )rﬂ
!

ilic: Nevanlinnasehe  Anzalilfunktion der Nudlstellen bedentet, Danit ermibd sich sus (9

B
(1) togr JI(J):’-_;rS HE O s og MG2ER).
He 1) P
0

Wegen (7) existiert zu jedein g2 cin 4 =1,(g) >0, so daf fir alle 21, gilt wgt, B <gloy M
(+g) Damit erhalt man aus (10)

1
= lor ,‘l
1) lug M{r)=r(u -+-S)S = (”df T loge M(2R)+K(1))
t+r) it ’

“U])Cl_’\((li Cill'c e von g abliangize Konstante ist. Nun wende man Teil a) des Hiltssatzes
mf die Funktion G(2) =loe M8} an und wihle a, so, daf} fie alle n>n,

roa =l und .I'l =R

silt, Setzd man (G dicse n

roor uml =R _--!—.'l s
* n 3 "

danm lolgt was (11) fie alle e, und alle endlichen 2, wmil ez2=7,

Al
log M(r )< + ) (1 +o(1)) log .u(r,.)g(i); ( 4y i
ranl Hibry

¥y [2A VY i ry Fa
F(n+z) log .‘!(r")g( ] 5 dr-16 " log MR LK)
- Fn Lt ra) Ry

I = Madawosding
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Mit ¢ir, =y crgibt sich darans liie p>0. n>nr=, und np—1>0
-1
log M(r, )= (0 b g) (14 a(1)) log M(r) ( T ds+

- Nt

.
celiog Mir, 0367 lop V2R,

Hi

Da bekanntlich fir 0<g=1 {val. A Dinghbas (1], 3. 179)

r_ et ?}_‘,-in

aus (12) tir alie n>n, pss=r und 0<p<l
L5 log M{2R,
Le1) T 4162 IR MR | ).
sl =p Ity log M(ry)

ill, falpt

) H] 1= (n-+e)(d

s demn 1lilfssatz und  der Delinition von 1y untd R, crkennt man, dafi

r o Agye-l
1o P los MERGY o o)) (—'i] =o(1)
fty log M(ry) Ty

oy gill. Daher Tolgt ans (13} mit #—co und z—0 vl der Definition von «
gilt. 1

n{r, )
fin Ed
rew log MO} I

litr
- sin #g

FTR i L = i h Liir jedes p, mit p<p<mind2, 1)
fii  jeder 3, mit p<ao<k und 01 wned damit anch ) 5 9 : !
! 3. Beweis vlon f’s‘atz 2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte f{O) 1, dunn gilt

wis lee (8) und da die Nullstellen von f{z) negativ sind, olgt aus (8)

&
s n(t, 0) r 9l
: log M(r);r\ = dl— 1k — log M(2IR),
O - AN R
i)
Nun gelle @ oy as b, Wepen (2) wilt
] nir. U}

i log V(1)

umit folgt, wie bem Beweis des Satzes 1, aus (11 lLir jedes g=0 und {=f,=1(c)

Tag ey S L

und =
H
lonr MY r .
5 log Mirizr{vr—c = — 1t - log M(2R).
(15) og Mirj=r )S T “

1

i - 7 cender a i 3 = jchts mehr zu bewcisen sk, Nun
Hier kann ¢=>0 vorausgeselzt werden, da im !:;11 g={) ni¢ ] ] ey
wende man ‘Teil b) des Hilfssatzes aul.die Funktion G(t)=1log M(l) an und (.,I-‘h.l'“» (-ldllu'lj alin
lich wie Dbeim Beweis des Satzes 1, fiir alle n>ng und alle p, mit pgp=r, s (13

-1 f“
log M{ry)= (0 —g) (1+o(1)) g M(r )_S LY T m—1a T log MR
5 'y ) 2 —_ . ) i3

K l w) HELra} ity

"n

—

3 PNBER UNGLEICHUNGEN VON POLYA TN DER TUHEORIE DER GANZEN FUNKTIONEN ;

=0 oder =1, In

Daraus ergigt sich 1) genauso wic bheim Beweis von Satz 1. Nun welte
Schluliweise cinen

dicsenm Falb macht man dic Annshme ¢>0 und erhalt dann dureh obig
Widerspruch und damit die Ungleichung (4},

4. Bemerkungen. Viir ganze Funktionen f{z} der Ordnung 2<<1, wit negativen reellen
Nullstellen und f{0) =1, #ilt bekanntlich

x
ton
(1) low Mir)==1 SHL'-I ) i,
ff+r)

fval, K. C. Titehmarsh |10, 5. 271).

1} Geht man von (16} aus und benutat, dholich wie beim Heweis von Sate 1, emen
cinfachen Hilfssate dber Pélva peaks (vl A Kdrei und W, I . Fuehs [#, S
237), so erhilt man filr ganze Funktionen der Ordneng 2 b die Uogleielhung (1) von G, P 6 -
by,

2) Setzt man i Satz 2 2<1 voraus, so kann der Beweis dieses Satzes sehon mil
ililte von (16) gefihrt werden, Beim Beweis kann acel aut (2°) und (2) verzichtet werden,
dav sich aus (16) solort

e lim utr, 0) =
r—m tog Mr)

nir, 0) - 1

i =
e o WY log 2

< 00
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ASUPRA UNORR INEGALITATE ALK LUL POLYA IN TEORIA FUNCTIHLOWR
INTREGI

Rezamat

Se generalizeaziv inggalitdtile (1) & (2) prin inegalitatite (3) §i (+). valabile pentru

fonetii inteegi de  ordin <l 4 pentru orice p carc satisface relatia u< o= min (%, 1)



