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§ . Dans les Notes [1] et (2] nous avons montré que dans le cadre de la théorie gé-
nérale des structurss syntopogénes on peut traiter d'une maniére plus unitaire les principales
classes de structures quasi-topologiques.

Dans cette note nous allons démontrer que dans ee eadre général on peut présenter
aussi quelques classes d’espaces i séparation, iniroduites par A, 1), Wallace dans [6].

Pour Ia terminologic et les notations, nous renveyons le lecteur & [3] et & [

Dans [0], Wallace a défini de la maniere suivante une séparation sur un ensemble:

Définition 1.1. On dit qu'une relation & sur 28 est une séparation sur Uensemble I, si
elle satisfail aux axiomes swivanis;

(S1) XcE= 05X,
(S,) x&y=vSx,

(Sa) XS¥V=Xn Y= 0,
() XcX, Xdév=xdr.

On observe que si & % O, alors une séparation ne peut pas étre un ordre semi-to-
pogtne, L'étude des séparations a ¢été continuée par P, C. Hammer dans [3]. Dans sa

note, il a associé a une relation quelconque & sur 2F les fonctions suivantes;
(1.1) WX =0 feV; YEX}, sX=n{Y; X3V}

(r.2) wX=n{wy; X8V}, vX=n{oy; ¥YéX)

(1.8) WX =N {a'Y; YEX), X =n{wY; XSV

A deux fonctions arbitraires f, g: 2F — 2, Hammer associc la relation RS, g) sur 2E,
par

(1.4) B, @y= {(X, ¥Y); fXng¥= O}

Compte tenu qu'un ordre semi-topogéne < est une relation sur 2&, il résulte qu'a
cet ordre on peut assoeier les fonctions w, %, "™, v, v°, v** définjes ¢i-dessus et qu'on nomme
fonetions de Wallace-Hammer de {'ordre < . Dans le § 2 nous étudions quelques propriétés des
fonetions Wallace-Hammer associées & un ordre semi-topogine; nous caractérisons par ces
fonctions quelques classes d'ordres semi-topogines et ¢tablissons eertaines relations entre les
ordres semi-topogines et les relations définies par {1.4). Dans le § 8 nous caractérisons quel-
ques classes de séparations A Uaide des ordres semi-topogenes.

§ 2. Le théoréme 1 dans [5] peut étre complété pour des ordres semi-topogénes de la
maniére suivante.

Théoréme 2.1. Si < est un ordre semi-topogéne sur E, alors

(8))] vX = Gel "X = E pour toul X CE,
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(2) cwX = {r; v< X}

(8) La fonction cv est unt t-fonztion contractive of la fonction 0 est wne -fonclion expunsive.

Démemsiration. (1) Parce que X < Y impligue X C e eb parce que X < B, il ré-
sulte e o X = ¢ pour tout X € Puiy, o = {evY; Y < Xb=1 pour tout X &, [
(Par [ sigaz [J oa iundique la lin d’une démonstration).

(2) Compte tenu de la difinition (1.1), la relntion & SaeX impligue qulil ya 37 < X
tel que @ = Y omuis de ¢ & ¥ < X i résulte que o < X, done coX & Jv; @ < X} D'autre
part, si @ < X, alors il est évident que a € cwX et done coX = {v; a < X} pour tout
Xc k1]

(3) e (2) et du fait que & < X unplique & = X, il visuite U'égalité ow O = O, done
oo est une f-fonetion, Paree que ¥ < Ximplique ¥ < X on obtient coX = U {¥; ¥ < X}<
cyiy; Yc X}= X, done cw est une fonction contractive, Puis, si o c 2, alors cwed
= {r; e< A} {o; a< B = coB paree que r< 4 c B implique @< 8, donc cw ost
ane lonction isotone. On a done monteé que oo esb une t-fonetion contractive. Nous dé-
montrons maintenant que w* esl une #-fonction expansive, On nw* O =1 {ewY; O < Yic
e evid= O, done w' este une f-lonetion. 51 A C Dot @€ co*fl, Mors il existe Yo F

tel que 8 < Y, 2= wY; puisque A< B < Y implique 4 < Y, on déduit @ & cw'd, done’

eo'ld o a0t ot e est une fonction isotune, 1du théordme 1 de [5] il résulle que =" est
extensive et done w* est une t-fonction cxpansive. O

1on utilisant la fonetion w assoeide & un ordre semi-topogiae, on démontre fe thio-
réme snivant de carackérisation d'un ordre semi-topogine parfait.

Théoreme 2.2. (1} Un ordre scai-topogéne < est parfait si et seilement si pour lout
Xc kK on a cwX < X.

(2). Si < est un ordre semi-topogéne paifuc’, alors on a U égalité < = U {<eox,x: X C E}.

Démonstration. (1), Soit < un ordre semi-topogéne purfait et w lafonction Wallace
Hammer associée 4 Pordre <. Compte tenu de la définition d’un ordre semi-topogéne porfait
et du fait que & < X pour pout X ¢ &, il résulte que coX = U {V; ¥ < X} < X, Réei-
proquement, on suppose que < est un ordre semi-topogtne ayant la propricté que la fone-
tion Wallace-Hammer sssociée w0, satisfait & la condition de (1). §i A < B, alors de coB < B
ot 4 ¢ cwd il suit que cwf? est le sursnsemble maxima! de lensemble A qui satisfait & I
condition ewB < 2. Compte tenu du théoréme 3 de [4], il résulte que < est un ordre semi-
topogene parfait, (J

(2). Puisqu'on a ewX < X, il résulte que <gpr.x oste un ordre tapnzine Clémen-
taire. La relation 4 < B entraine 4 € cwB < B, donc A <cpp:p <cwkB Ii et par consé-
quent A4 <’ B, o <'= U {<epx-x; XC E} Réciproquement, si A < * B, alors il existe
Xc Etel que Ac ewX < XC B; mais, pur hypothess on n coX < X et par consequent
A < B. Les inclusions <’ © < et < C <’ catrainent I'égalité < = <’ .{J

$i < est un ordre semi-topogéne, alors la fonelion Wallace-Hammer associée & Lordre
semi-topogene complémentaire <¢, este definie par wcX = N {¥; X < Y} En notant u=
= w,¢ et en tenant compte du théoréme 2.2 on obtient le théoréme suivant de caractéri-
sation d'un ordre scmi-topogtne coparfait.

Théordme 2.3. (1) Un ordre semi-topogéne < esi coparfait si el sculement si pour tout
N B oona X<uX. [

(2) Si < est un ordre semi-topogéne coparfait, alors on o < = U{<x.ux; _X:c £3.0

On tire des théortmes 2.1 et 2.2 le théoréme suivant de caractérisation d'un ordre
topogéne biparfait.

Théoreme 2.4. (1) Un ordre semi-lopogine < est un ordre topogénc biparfail si el scu-
lement si pour toul X C E, on a

X < X < uX.
(2). §i < est un ordre lopogénc biparfail, alors
< =U {<ewxrx U<pwr; X, YCEL DO

Soit < un ordre semi-topogéne ct w, w* les fonctions VWallace-Hammer associées 2

Iordre < . Dans ce cas on considére les relations Riw*, w), Re, w), R, v*), (»Q.(?»'ﬂ) et 2
{w, ¢} définies par (1.4)- Dans le théoréme suivant nous demontrons quelques proprictés de ces

relations.
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Théoréme ‘.!.) Si < esi un ordre semi-topogéne el w©, w*, v, v° sont les fonclions Wal-
lace-Iammer associées, alors;

(1) B v,v) =B, e) = 2E x 2F,

{2) F < cB(w, ¢} entratne E= i},

(8) R(o", w) est un ordre semi-fopogine ot R (e, w) est un ordre semi-fopogéne parfail.

De plus, < o Bet, w) e, w), Ble. w)= <1,

(4). Un ordre semi-topogéne < est parfait si et sewlement sioom o = Ple, w).
Démonstration. (1) Fn vertn du théoréme 2.1—(1), on a les équivalences suivanles;

NP, YW X NU'Y - U ONK= T cXNY = (J; d'iei on déduit les  égalitées

de (1). 1]
(4) est evident, O

() Compte tenu de (1) et (2) el du thioreme T de []. il résnlte < cBw*, w)c
c (R{e, w). Les velations O < (5, J2 < I et tes inelnsions ci-dessus montrent aqv'on a O (w*
) (0, ROt ) et O (B (e, w) O, FB(e, w)b. Si .t @e*, w) B, ¢ estededire si w' ANwD = U:
alors i.l ré:‘._ull\: dc IEJ" A - ee3c 1, dont A £ Puis, les relations ol A‘@(w‘, w3'C
o B impliquent les incluzions J o o' wel' @ e C ecBC B, d'oit on ubtient w'.d ¢
C Wt C ol ¢lest-ddire 4RGSR Par consduent, (Bw*, w) estun ordre semi-topo-
gine. On démontre de la wdéme fagon que ’,Q:t', () est un ordre semi-topogtne. FHnfin. si
AfRie, B, i & I, alors H résulle sucewsivanent ; A el U i ceaeh, ( U _h) 2le, w)D ;

ier el

done (%2 {e, w) est un ordre scmi-topogéf:c parfait. Il reste & montrer que <pr=0R (e, w)
Pour établir I'égalité <2 = (& (¢, w), il suffit de démontrer que 'ordre semi-topogéne parfait
(2 (e, w) est moins [in que Uordre semi-topogene parfait <2, Si AR (e, w)B, ¢ est-d-dire si
Aol alors il suit que @ € 0@ ed! oentroine In relation w << 12, d'elt on obtient
A <r 3, done<< C(Q(ﬂ, wy o<t ]

(4) Comme Pordre scmi-topogéne < est parfait si et seulement si <= <7, il résulle
cn vertu de ‘{:}), que < est parfait si ct seulement si on a < - Ble, w).[]

§ 5. Si < est un ordre topogéne parfuit idempotent sur un ensemble E, alors la to-
pologic associte & < est Ti-séparfe, si < satisfait 4 la condiiion suivante ;.
(T,) o, yeEl a3 y=ao << K~y

On observe que ln condition (T,) peut &tre formulée peur tout ordre semi-topogeéne,
¢t done on peut donner la définition suivante.

Définition 3.1, On dit g un ordre senvi-topogéne < est T -sépard 4l satisfait @ U axiome
(7)) el-dessus,

Dans le théoréme suivant on associe un ordre sumi-topogene parfait 3 une séparation
sur un enscinble.

Théordme 3.1. (1} Si & est une séparalion sur un ensemble E, alors la rclativn <J
définie par
8.1) < I e c{r; r8cB)

esl un ordre scwni-topogéne parfuil sur I
(2) Si la séparation & satisfait @ 'axiome
{S;) 2, ¥y I, :r:;éy=>a:3y,
r - . 3 g
alors Uordre semi-topogéne parfait <4 défini par (3.1) est T, — séparé.

N .I?émorzstr(a!i«)n. (1) Lin vertu de axiome (Sg), il résulte que la relation Y& entraine
Pégalit¢ Y = @ ot done U {2; ade O} = &, ccst-i-dire & <g &. En utilisant les axio-
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mes (5;) et (3;) on obtient {3 wScE} = {r; rS 0} e B, done K < E ol parconséquent,
‘:‘;s vérifie Uaxiome () d'un oridre semi-topogine. On observe aisément que <c5 esl moins
fin que 1a relation dinclusion, done = est une relation prétepegiéne sur E. Ensuile, si -lC
{v; el fa: eB8al = {r; adeB},
done A <<:SH {en vertu de (S8;} et (5.))- On a démontré par conséuent que <._‘ﬁ est un

cA <dB’ cB, alers Ac A'C [ rdel)

ordre semi-topogine. Si oy <r_§B‘ {= I oalors Jy c {28eB), i & I, d'on il résulte que b
iel
c{r; xdcn}, done U <5 B et par suite < est parfait. O
el

(2) Siax, ye B, vy, slors en vertu de Vaxiome ($;) on a :rcsy, ¢’ est-ddire, n'Jrcy
et de (3.1} ilrésultc que <g F ~ . Par conséquent, <4 satisfait U'axiome (7). [

Réeiproquement, on 3 Ie théoréme suivant.

Thégréme 3.2. (1) Si < esf un ordre semi-lopogine, alors la relation S définic par

(3.2) AS<B =a(< N <eB

est un séparalion .

(2) Si < est un ordre semi-topogéne parfuil, alors la séparation & < satisfail & ! caiome
(Sg) Si AC {w; 2B ot Bc{z; «S-d)}, alors AS <B.

(8) Si<est unordre semi-topegéne T -sepavd, alors la séparation & <vérifie I ariome (5,).

Démonstration. (1) La symétrie de la relation & < résulte en vertu de la symétrie de
Vordre < M <¢. Puisque pour tout X C ¥ on a@{< 0 <€) cX, il suit que 08 X, done
& < vérifie 'axiome (8,). Si X &V, alors il résulte que X(< N <)Y, doi1 Xn Y — (.
done & « vérific I'axiome (8,). Les relations X, C X, X8 <Y impliquent les relations X, C
c X, X(< N <ok, d’ot on ebtient X (< N <)Y, done XIJqY, ¢’ est-i-dire que I'axiome
{S,) est lui aussi vérifié. [F

(2) Soit 4. B tels que .ic{r; #8<B} ot BC{x; adA}. De 8 =B il résulte
(< N<)eB, dott < ¢B, done A C{r; v < cB}; parce que < est parfait, il résulte
que 4 < ¢B. De fagon analogue, on voit sisément que B < e, Les relations A < el? et
B < ¢A entrainent évidemment que A(< N <)cB, ¢ est-d-dire que AS<B.[]

(3) Siax yek, x#y, alors en verta de I'axiome (T,), il résulte successivement; & <
<E—goty<E—n;a<E—yetage I—y; 7(< N<eE — y ct par (3.2) on a
ad<y. O

Sur Uensemble ) des stparations Wallace quisatisfont aux axiomes (5;) et (Sg), con-
sidérons la relation d'inclusion et les opérations d'intersection et de réunion. Le lemme
suivant est démontré aisément:

Lemme 3.1. L'ensemble W) muni de Uordre © est un treillis complel, vit le plus petil
élément est la relation Spp= (( 0. X), (X, ). (e, y); XCF, »y= £, x £y}, le phes
grand élément est la relalion Sp= (X, Y); X, YcFk, XNY = (3} el pour un ensemble
de séparations {Si; i = I} on a inf {&;; i« I}= ﬂIJ; et supiSy; i€} est I intersection

i€

de toules les séparations Wallace plus fines que la relation | &5 . [
iel
Nous considérons Uensemble 2, des tous les ordres semi-topogénes parfaits T -sé-
parés et les fonetions s Py, v (Pr= R astiniées par 1 ($) = < S et yi<l=8<.
Dans ces conditions on déduit 1o théordme suivant de caraclérisation d’une séparction Wallace.

Théoréme 3. 3. Les fonctions 2 el v sont bijections fnverses U'une a U aulre. L application
5. est un isomorphisme du lreillis complet W sur le treiliis complet P,.

r

ORDRES SEMI-TOFOGENES ET SEPARATIONS WALLACE 23

Démonstration. 5i &« W), alors en vertu du théoréme 3.1, il résulte que I'ordre <<‘5
est porfait et T-séparé, done ).(J)= <dE(P" Réciproquement, si < est un ordre semi-

topogtne parfait 'T'j-séparé,alors lc théoréme 3.2 montre que In relation & < est une sépara.
tion Wallnee qui satistait aux axiomes (S;) et (8;). Soit maintenant & - <4} < =S

nous nilons démontrer que si < = <d’ alors &« = &, De A& < Bil résulte suceessivement;
A< N eB; A(<dn<°cs)eB (parce que < = <d); Ac {x; .1‘58} et Bo{e; 3'5;1}
{ef. 3.1} AR en vertu de Vaviome (Sg); Secd

1) autre part, si ASR, alors on déduit suceessivement; o © {x; adBY ¢t Bo {v;
adat} (ef. (8;) ot (S4)); <c5c13 ct B<csc.~1 {ef. (1)) A < 2L et B <Zcd en vertu de
la Jéfinition (3.2) et on a par suite Scd«. Lesinclusions d< © & et o &< hnpliquent

&= Se.

Inversement, soicnt < — Se; S <g ct en supposant que & =& <, nous montrons

que < ¢ = <. 80 A4 <c5 B, alors on déduit successivement ; A < {®; aden) = {x; :ré«:B},
dcir; w{< N <BYc{e; v < B, A< B parce que < est parfait, <gC <. Réei-
proquement, si A < B, alors on obtient A C {a; @< B} Puisque pour x € A4 ¢t y = ¢l
on a a £y, il résulte de I'axiome (T,) que y < K — a, doi e < K — 2z, done x < ¢0;
par suite on a A€ {a; <t Blet dc{v; < B, dest-andire L {@; o< N <) Bl =
s P o ci3}. 'ar (3.1) en a A <CSIE, done < C <c§' De <CSC< et < <<:5 , il ré-
sulte I'égalité <=<5-

Par conséquent, les fonctions 2 ot g sont inverses I'une de Uautre ot done ¢ = »71.

.Enfin, si & 8 cgze 70, & Ctgg. alors la relation . <c5‘B entraine AC {@; .TJﬂ:B}C

c {x; adgclt), done 4 < I? ot on a par suite < . €< .
R S, ’ 6, <oy U
Fn ce ¢ui concerne les ordres topogénes < de 7D, on peut dirc;

Théoréeme 3.4. Par I'isomorphisme %, les orires topegines e (P, se correspondent avec
séparations Wallace & de T qui satisfont & Uaziome suivan! ;
{S4) X,8Y, X,8Y =>(X,y X Y.

Démonstration. Soit < un ordre topogene de P, et & =8« =1wY<). 8i<estun
ordre topogene, slors < ¢ est aussi un ordre topogine, dene < N << est un ordre topogeéne.
Compte tenu de ces observations et de (8.2), on déduit que les relations XIJ<Y, X8
entrainent X, (< N<feY et X{< N<eeY, dod on a (X, U X){(< N <)Y, uutrement
dit, (X0 X,)d- Y, dane & < satisfait & Vaxiome (S;). Récipruquement,soit:; une sépara-
tion Wallace de 7, qui satisfait & Uaxiome (8;) et < g = ). 8i X<  ¥Fiet X< ¥y,
alors, comptro tenu de (3.1), on obtient X < {z; ade¥,} = {a; e, Sz} et X o, e, =
{x; eV, Fx}; diei il résnlte en vertu de I'axiome (S;) que X < {&; (c¥,yc¥y) S} =
= {ig; ad (Y NT,)}, aussi par (3.1) on a .1'<‘:s Y, NY, ee qui démoutre que <c§ ost
un ordre topogéne.[]

. Dans les théarémes suivants on obtient une caractérisation des ordres semi-topogines
idempotents en utilisant les séparations Wallace.

Théoréme 3.5, Si & est une séparation Wallace qui vérifie la condition
(Se) «SY SaSkY, o kX = {2; 28X}
alors 'ordre semi-lopogine parfail < e W) est idempotent.
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Démonstration. Si S cst une séparation Wallace, alors I fonction k1 28— 28, (éfi-
nic dans (Sg) est une {-fonction expansive (voir th, 1 de [5]). Iin posant €= {z; adkeld},
on déduit el < kel ot € {x; rFeR}; par suite la condition (SR) implique {x; adel]c

< {v; rch»cB}m ¢, done U= {1 Léﬂ!}} Si 2= e, alors .u}cb’ d'oi il résulte que pe
e e, done ¢C c keli. Puis, si z & O, alors on obtient 3 = kcdf, qui, avee Uinclusion ¢i-
dessus, implique que <dc eomm 'ordre <c§ cst parlait, on a ('<o ', La relation :l<db'

entraine les implications ; v € 4= ¢ < i, r <dl.‘=:> .n&;}f; adell= ¢ = ¢, done A<,
Enfin, de 2 s Cil résulte que .-r}’cb’, d'ati 2 = I}, done € c I Los relations 4 cC <d(' ch
entratnent o1 <dC < g1t done < st fdempotent. [

Réciproquement, on a le théoréme suivant.
Théoréme 3.6. ST < est un ordre semi-topogine parfail ddempotent I'-séparé, alors la
séparation associée &« vérifie la condilion (S,).

Démonstration. Si v8 < X, alors il suit que a(< N <e)eX, don il résulte que o << e X
et parce que < est idempotent, on déduit qu'il existe C ¢ K tel que v = C << cX, 5 g
= ¢C,onay % reten vertu de la définition (L1) il résulte que g = F2 — 2, done e < B — o,
c’est-z‘)—dire @ <<eC et par suite on a a(< N De z € O < eX, il s'ensuit qlib pom
tout # @ Nonawu # zctdoneu < F — x; puisque < est parlait, il résulte qite N B —
ou que & <¢eX. Cette relation ef = < eX impliquent que (< N=¢)eX, d'ol on n CC |t ;
(< N<eX} De a{<N<)C et C foo; a(< N<feX} il résulte que a(<< N <e) Lo
(< N <)eX} et de Ja définition de la séparationed <, on déduit que {v; #(< N <) eX) =
={z; 25 <X} = ckX, donc w{< N<e)ek<X et par suite a¥ <k<X, ¢'est-a-dire que S« vé-
rific la condition (8g). []

Corollaire 3.7. Les ordres semi-lopogénes parfaits idempolents T'\-sépards se correspondent
par Uisomorphisme » avec les séparations Wallace qui satisfont auw conditions (S, s B} ot
{Sg). 3

Des théortmes ci-dessus on déduit le thioréme suivant de Wallaee de earactévisalion
d'une topologic au moyen des séparations.

Théoréme 3.8. Les iopologies classiques T'\-sépardes sont en correspondunce bijretive avee
les scparations qui salisfont aux aviomes (8.)—(Sg). Par cette bijeclion, & une fonciion fernie-
ture Kuralowski h déterminant une topologie T',-séparée correspond la séparulioncg(hiﬁmc par:
X3V X NhY = G=hXn Y, e réciproquement, 4 une séparation vérifiant les axiomes (5))

(Sq) correspond la fonction fermeture Kuratowski h définic par X - {r; 28X}
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PEEUDOCONFORMAL MAPPINGS IN SPACE. 11
BY

FIOVANNI PORRU(Y)

§ 1. Introduction and definitions. In a previous work [3] (sec also {2]) we defined
the (x; r, gq)-psendoconformal mappings. Ve reeall:

Definition 1. Let X = X (T} be a diffeomorphism of a domain Dc R? onto I C iim
(m=n_22) and let )\ﬁ = .z 22 be the proper values of J*J, where J iy the Jacobian ma-
fri of N(E). If a2 1 is a real constant and if r and g are integers with I <r < n — I,
2Egsn—r+41, X(C} is said {«; r, g }-pseudoconformal, (abbrev:a!erl (x3 r, g)-pe) when
rhe mequam_,v

M= alhr e drag1)

holds for every § & D. X (T ) is (r, qf-pe if it is (e; 1, q) - pc for some x finite.

Remaric. In [3) D and 1Y were both domainsin R7. Now D’ can be a suitahle manifold
n-dimensional in K" (m = n).

For r == 1 and ¢ = n we obtain the elass of qumsir-oni'ornml diffeomnrphisms For the
other values of r and g4 we obtain wider classea, whose mappings haven’t in general, the
typical propertics of the quasiconformal mappings. Moest of these properties are still true
if we take the restriction of the mapping X(Z} (2 r, ¢)- pe to suitable manifelds in D
belonging to a fwnily N(r, ¢q) defined in [3]. YWe alio reeall

Definition 2. The Ct g-dimensional manifold 1, < D is said to belong lo the family
N {r, g) if F=X(¥F “s) Is at evcry poind orihogonal lo the semiaxes 7y 22 o 22 hr 1 2 hrigm oo

= hy of E(C), where E(C) is the image of the unit ball B* under the linear mapping X'(¢).
In th.is work we deal with manifolds that satisfy the following

Definition 3. .4 C! gq-dimensional manifold Vg is said to be admissible if there evists
a domain (0 C RT and an (x; 1, ) - pe diffeomorphism T(u) of O onto Vg

if qu(l“) is the modulus of the curve family I'c ¥y with respect to ¥y, then we
can show ([5]) that if X&)} is an («; 7, g)-pe diffeomorphisin, and if Vg € N(r, q) we
have :

(1) sup [MYa(D)3%e (T)]< «,
PCVG'

where IV= X(I") and the supremum is taken over all curve familics I'in 77, such that M:q(I‘)

o
and M:c(l"') are not both zero or infinite,

In this work, at section § 2, we show that if X({) is an {(o: 7, ¢)-pe mapping and
if ¥, € N{r, q) we have also

@) sap (M o(I") ML) < a6 -

I‘CVQ

(*) Work supported by G.N.A.F.A. of C.N.RR.



