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SUR UNLE VARIFNTE PRESQUN PARACOKAHLERIENNE MUNILE D UNE
CONNEXION SELFORTIIOGONALE INVOLUTIVE

PAR

R. ROSCA, T.. VANHECKE

0 0 o f I+t s v 5 .

On considérs une Cw -variété preado-vicmannienne Fi'*' d'indice dinertic n + 1 qui
est douée d'une stracture cosymplecetiyne € o structurée par nae connexion sclf-orthogonale
involutive ¥, [7]. Une hypersurface I"‘”, horizontale par rapport & €, est une varidté para-

o .. . .. i ihfe -

kaltérienne minimale doni les 2n courburcs prineipales sont + (&8 )2 (i=1,2,..., n:
w2 i 4 m) Lu égard 4 ia connexion V,, 1 la forme symplectique canonique () de V% est
naturcllement associde une 2-forme prosque symplectique Q7 T ot a* 0 A 00 qui est telle
que les cocfficients sont des invariands pur rappert au groupe symplectique Sp(n, R) de Q
et Pagrégat de Paff d'ordre maximal de )7 est homothétique & Ia courbure gaussienne IC
de i'%. En faisant usage de Ya-opérateur et de la notion de g-esncourance définie dans [9]

uir démontre que si V:)[ adinet un champ nermal N a-coneourant alers Vq{ ne posséde que

1
deusx courbures prineipales 4 [ﬂl qui sont de plas constantes, On retrouve ainsi un type
4
& hypersurfzees qui a ¢eé étudié par plusicars auteurs mais dans des contextes dillérents
{2, 6, 12). Dans ce cus 0 est homothétinue 4 O ct dans un sous-cas particulier Vq{ est
cinstzinienne. L'a-opérateur permet de plus de fornuler la propriété intéressante suivante :
Soient X et X respectivement un chump isotrope (d'un des sous-espaces tangentiels selfs
orthogonaux de Tx(l";h,)) et le a-champ correspondant, 8i oy este la 1-forine dusle de X
par rupport 4 2, alors la condition néeessaire et suffisante pour que oy soit cofermée est que
4% soit un asutomorphisme de la SL{2n; R)-structure sur Vf_?(. Enfin, ia qualité soit pour
X soit pour X d’étre paralléle dans le faisceau tangent de qu entraine unc séric de pro-
pri¢tes qui sont lides aux systémes lhauniltoniens sur (V:}{, £}), & Pharmonieité et 4 la Q-

harmonicité (dans le sens de P. Libermann [3]) des covecteurs hamiltoniens et aus-
si a certaines transformations inlinitésimales eonformes sur Fo,.

St
1. Soit V2l une Ce= -variété pseudo-riecmannicnne @ indice d'inertie » -+ 1 [11]. En
chaque point z = F2»*l on peut éerire

(1) T (VEv) = X @ ),

ol T ( Vantl), F2n etrf), sontrespectivement I'cspace tangent & F271 un sous-espacc parakermi-
ticn [5] vectoriel de dimension 25 et une droite temporelle, Soient §3% et §~7 respectivement
Uespace temporel et Uespuce spatial qui définissent un automorphisme (7f sur Q(i" tel que
%= + 1 [5]. Le champ /7) est orthogonal & 923 et W(X)= O pour tout champ X =77 .

Soient h,, hi. (i, j,k=1,2,.,n; "= 14 n} les vecteurs isotropes réels qui définis-
sent la hase canonique symplectique de ‘?{;" cth = h,y,, le vecteur unilaire anisolrope (temporel)
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de Dy, Si o = J_;n et ¢q = J;" forment une base orthonormale, alors moycennant la transfor-

mation

ey -+ Q‘e‘

(2) L]
vz
on peut décomposer HE® en

(3) P =i I

olt of2ct oF 7 sont deux sous-espaces vectoriels self-orthogonaux [11] (isotrope de dimension ma-
ximale n). Les repéres {x, hyg; A, I, C= 1,2,.,2n+1} sont normés ¢t de {2) on a

<hbhl'>=1r <h1h>=1n <hhh.{>t03 <hi',h8>=0,

4)
A#£, DA < h,he > =0, C'.-,£2n+1.
Si {64} est le corepére nssocié, alors I'élément lindaire de de V2intl g'écrit
{5) de= 04 hy,

ct la métrique ds? de P3n*1 est exprimdée par
(5°) ds? = % + (O}

Dans (5)) = 2 %, 010" est la forme quadratique parahermilienne de HIn et 0 = §2n! est le

]
coveeteur temporel associé & h. La forme ¢}, est échangeable avec la 2-forme locale (de rang

.
2n) Q= 2 6¢ A 0% ct les deux sont luissées invariantes par le groupe paraunitaire %* [5].
i

Ce groupe est isomorphe au groupe lindaire réel Ln [5].

En nous rapportant aux définitions données dans [1], [5] nous dirons que la variété
cst une varidié presque paracohermilienne.

SiJ = U{x,h,} cst ke fibré principal des repires {z, ha}, alors Vit pst structurée
par la connexion
(8) Vhas = Oﬁ & hp,

ol Gﬁ = lﬂc € sont les formes de connexion sur le fibré principal . En vertu de (4) il
vient

(7) 0:-}-6;::0, r,e=1,2,.,2n, "_"'_F:”;
@ U ) e
La connexion ¥ sur V2t étant sans torsion, les deux groupes d’équations de structure sont
) dAB4=08 A 04,
- B — gC
(8°) dAGA—BAABg—E-Qg

ol Qﬂ sont les 2-formes de courbure.

2. Considérons sur F##*! la structure presque cosymplectique locale Cp. définic par Q
et la forme O {(covecteur de Reeb). X étant un champ horizontal quelcongue de la structure
Cpe, on peut en vertu de (3) décomposer la composante horizontale (VX)QC de VX en

(9) (VX)g, = (VX)g + (VX)g""

En utilisant la terminologie dc K. Yano et B. Y. Chen [13] nous disons que X est
paralléle dans le faisceau self-orthogonal UZ® (resp. Ug;") si (VX) g=10 {resp. (VX)S, = 0).
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ILu ('g.uﬂ a (6) et (D) les comelitivas gui expriment gue les veeleurs de base h=Z2eth, = _Zj':_?'
sont chacun paralicles dans le fuisceau scll-orthogonal supplémentaire pur rapport a ‘%i" s’ deri-
vent

(10) 0k, ”#l"«'h,.)”. = i,

(11) 0§ == 0> {Vh), = 0.

Dans les considérations a suivre nous supposcrons que le cuvecteur de Reeb cest formé
et dans ce cus la connexion est une connexion sclf-orthogonele invelutive (notée par ;) [7].

5i la structure Cpe d2vient une structure cosymplectique (notée par C) la variété 32n71
scra nommde une variels presque paracolkéilérienns munic d’une connexionv ; (notéo par I’%"H;.
u dgard A (8), (10) et (11) les conditions

(12) dAAQ=0 dA0=0
donnent

: 20 £1 2341 LR N b Y | 12+l — pP2a+1 (3" 2n4] 2a |
(13} 9,’”’ lt’;‘* 0, !";*' =1 !J.;‘*' S f_.‘i'*' = Ii:'j*' 04, l".'j‘," -ij",* i

Par un changement de base duns JJ% ct JJ'® on peut toujeurs supposer
1.4) 03+l m of0F, 023+ = ol (1.

La différentiation extéricure de (10} et (11) donnent alors

(13) Qf’ = alakfi A 0%, QF = a¥ o OF A (7,

En premier lieu, il est facile de voir que chacun des scus-espaces I o QI et @* dik-
{init une distribution involutive. Xn sccond lieu, considcrons les deux sous-cspaces

(16} Ry =T, @D, RBy=73,® D,

5i (le et (Qzl désignent les espaces orthoronaux de ()Qz et (/22 on a
17 = . L= 2} -
(17) Ri=g,cR, Ri=J c®

Conformément aux définitions données dans [11] 2,y et @; sont des sous-espaces vectoriels

co-isotropes et les sous-variétés intégrales des distributions involutives qu'ils définissent sont des
sous-variétés co-isotropes.
3. Une hypersurface horizontale V‘?{ de Vi-"“ par rapport & € étant définie par

(18) =10,

on trouve que la seconde forme fondamentale associée 1 Vimmersion f: qu -V E’H" est exprimée
par

(19) g = — < df(z), Vh> = O §In+l 4 v gin+i

et eu égard & (14) elle s'derit
(20) n= z {af(ﬁt)z + a't (3"}2}.
i
{On prend la méme notation pour les forines induites sur V%}. De (20) on déduit que led

valeurs propers par rapport au ds? (courbures principales) sont déterminées par

1) ﬁ (p¢ — atat') = 0.

LR
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IF résulte aussitgt da (200 que Vimmassion £ oest minine’e ob que les coavbures prineipales
sont deux pac deus de sigae coniraire. 5F 0 esl a eovwrlhure ganssicnne de V w On

(22) K= j} at,

iml

. . . R FEr = - N . i
D'auire part, o difitrentintion des commrsanies o hemothdétie 6F de I eounevion r

t

nons donne @ laide de (§°) =t (1%)

(23) o hoT = 2 .Q: — [
i
ol
1) = 3 0L, (i-forime &' Fiusiein),
i
©5) O = % at e §t A G,

i

X0 est la 2-forme de Ricei induite do F2ndl e 2forme de Ricei de I'?f Ctand
i
(26) L -0
Il suit de {Z2) et (23) que ‘
E# 0 (Q)£0
b si K # 0 lon voit que sur toule .'",,f de K,:"+1 on pert associcr & I forme pro: que

symplectique 0 quon déncinme v S-forme as 5 | £
v : socide. “Iais o forine Q dtant e i
polyndme caractéristigue de (Y [1G] est D

(27) (£ = sL2)n

ol

(277 w(s)n

avec

{28) n=0 A 0T A . AGTA OV A O A LA G,
(29} wls) = 5% ~ p™ L+ L4 (— 1)7en.

De (25) on trouve que les racines earactéristiques §; sont
(30) spm ot gt

OUn peut done dire que les produilts afe!’ sont dn.-“ invariunts de (O par rapport au groupe
sympie ciique Sp(n, R} de £ et Pegréval do Plaff ordre 9n est ¢gal & la eourbure gaussienne

K & un facteur constant pres. D plus, les deux formes 0 ot Q délerninent uie invelution
(31) A4

dont la malrice associée est

fa—

1
32 - o 14 2 = B
(32) pi*4 P {(.‘JQ < :lln. } .‘JQ Ed JIQ.

3 .
W, resp. M, est ln matrice de £ resp. . On trouve aussilot 37 = 0 ce qui montre
que imvofuhon (31) est singuliére.
Conformément aux définitions données dans {3} VQ( est une varidld parakdahicrienne
et elle este structurée par une conncrion spin-euclidienne propre si et seulement si T = ¢ [3).
Nous ¢nongons le

"
o

>
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- = - 5 n . . o
Théoréme. Soient f: 17— [t Q et + (at al’ JYyT respeclivement I'immerzion d'une
hypersurfuce horizontale th_’ t’tfm ¥ -"+f la forme symplectique de qu el Ies 2n cuurbures de

l'_’%. Alors
(i) I g el e wriclé paralidhldvicnne ;

(u) r mmmr\wn f oest mininale ;
(i)} @ Q 4l corvespond (dins le cas B #* r)) ine 2-forme associde presque symplectinue

€Y dont e poiynidme c.'mctcnmqur par rupport @ £ a lre prrlttits atal’ powr rucines; ces pro

duits sont des [nvarients du ;frou Jup!a.-hquc e Q.
{in) P’ egrévat de Piaff ' ordre mawiined de 0 est hopothdilqre @ la courlure gaussienns

X de ]-’h’
(v) L et ) définissent wne Liwolulion singuliire.

+

4o Elélénent lindaire de Fop el
(33) dfiz)=GT & hy -+ 0¥ @ ke
Dans [0] nows avons dfini in 1-forme vestorielie ossocide Gdf{z} par
(34) alfixy= ¥ @ Iy + (7" @ hy'.
Loyéralear @ cst zlors défing sty une varkdlé symplectique par
(83) Lf = 67, G0 = 0f,

1l est faeile de vérifier les propriéiés suivantes de cet opérateur:
(i) a¥=1;
(i) « est wmplectiquemant anti-canonique (17]. <'est-dedire g0 = — 0
(i) afs A £) = ox A o8
(iv) @ commute ou aniicomimite avee Usodmitear d'adjonetion
pair cu impair:

*

saivant que n est

= (=1 a
D'autre part, sonformément & In déliniticn gue nous avors donnde dans {9]. le champ

(36) N=2h, =0

cst a-concourant s il satisfait d
37} afif(z) + VN - 0.
A Unide de (6), (14) et (31) cette condition s’éerit

1
at = et* 5 d) = 0.

(38) g -

En nous rapportant 3 (1), {23) et {26} on peut done formuler le
Thésréme. Si Vq,f admel wn chomp normal N a-concourant wlors

(i) [N = {%]| est conslant;

{it) qu ne posside que dewr courbures principales constantes {4~ 1/2);

(iii) la 2-forme associée €1 est homothétique & Q avec 1[3F comnme facteur ;

(iv) sf fa 2-forme o Riecl de Vi_"‘“ induite est conforme a L}, wlors l"q, est einztei-
N =

nienne.
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Remarque. La propricté (ii) fait que I_?-f appartient an méme type d’hypersurfaces
que celles qui sont ¢tudides dans [2], [6], [12].
4. Considérons maintenant Ies deox champs isdlropes définis en chaque point f{x) par

149 C — wthe = 7 ’ -1 ‘.
(39 X=wMy=g, , X= iVhy = Ty
et les a.champs correspondants

4 i ’ [ "
(40) oX = Mhy, Trizy X = Why = T s,
qu'on obtient de X et X’ 4 P'nide <25 isomorphismes

KIO= —oX 10

(41)
aX = — X 1D
On en déduit nussitdol que
(42) T = X X' < aN, X' > = X, X = — QGX, oX).

i

ies formes ducles des champs (39) ont pour expression

{43) ax = DOV, ay = —~ LA 0!
I

et 'on a !

44 —

(44) X = T gBX o Ugxr = = e

» .
L'adjointe de ay(resp. ay) par rapport & Ia métrique étant cxprimée par

(43} 2Ey = T(— 1)n+i=~150L A BZ A ... A D1 AU A DA LA ﬁf' A o A O7,

Tesp.
(46) stge = = T (= IITIAGLA BT A L AGCA LA A BT A A LA O
ou

{47) sy = X I7n .oy = I

on treuve les formules remarquables

(48) d A ey = (div, X}y, d A oy = = (div JXhm.

d’od le

. t'jl‘hérgréme. Soient o et des de’um espuces self-orthogonauz de ' espace tangent en chague
point de Vo, et soit X = 3 (resp. X' & JJ') un champ isotrope el aX(resp. aX'} le a-champ
correspondunt. Si oy (resp. oy} esf la forme duale de X (resp. X'} alors la condition nécessaire
et suffisante pour que ay (tesp. ay.) soit cofermée est que I'a-champ correspondan! soil un au-
tomorphisme de la SL(2n, R)-struclure sur V..

¥

On peut évidemment formuler un théoréme analogue pour la variété VE’”‘L

6. Eu égard & (14} nous sommes amends 4 copsidérer les champs X et X’ de {38) o

(40) W= at, 3= at.
En tout int e
noint f(x} de I—’.\x on & pour un champ Z = Tf{z) (Vq{):

(50) VZ = (VE) +(VZ)n,

e
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=1

ol (VX)‘ = Tf(z)(ng)i (VX), = (Dﬂz). Nous dirons d'aprés [13] que Z est parnlléle dans
le faiscesu tangent UT!(I’(VQ{)= UG iy B 'y} st
(51) (VZ} = 0.
A Taide de (8), (14), (39) et (19) on déduit aussitdt:
{52) (S) (AX)‘ = (e dal = aiﬂ; =0, (VX'), =0« dat’ — ¥, 65'0" - 0,
H

(63) () (V,X),= 0 da¥’ = af' 6! = 0 (V,X’), = 0o da’ — T al0) = 0.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme (S) (resp. ($')) soit fermé sont
dans les deux cas

(54) det (Qf alat’® A 67) = 0= det () ~ alad’BF A 67).
Les variétés P2#+1 qui possédent de tels champs sur ng seront notées dans le premier cas
par 72*1 et dans le second cas par :I:':'i"”.

En premicr licu on déduit que pour Vi *! et P20 o sur la variété horizontale
Vqt'
(55) ¥ af ¢f = constante

i
et que les formes duales des champs paralléles resp. des a-champs sont Jermées pour f/i'”'l
resp. 17:"+l. Il résulte de 13 que les champs X et X’ (resp. X et X'} paraissent comme
des systémmes hamilloniens sur VQ{. De plus, ¢n notant par (, )p la parenthése de DPoisson 4]

des formes duales des systmes hamiltonicns, Ia relation (55) permet de voir que

{36) (ay , ox:) = 0 TOsp. fe, x a:ﬂx,)P = 0.

En nous rapportant & (48} on trouve aussitdt pour ;.’7;,2"“:

(57) div 4X = 0 =diva X’

et pour f;f"“

(58) divX = 0= divX"
D’autre part, si Fon considére ’adjointe symplectique [5]

(39} 50z =9z A (nQi'll),.

d'une forme duale 6y d'un champ %, on trouve pour Pt

(00} dA ey =0=dA ey

et pour %E"“

(60°) dA w2, x=0=dAzeyx"

On a en cffet

(61) TEK Talxs  BEXT T efpxer 3K T A 3K T X

On o done le
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~2n+1 n+
iy

Théoréme. Soit ?’i"“ {resp. y une Vi Yadmettant  doua champs X et X' (resp.
aX el aX’) qui sonlt parali¢les dans le foaisceaw langend de I"Q{. Alors

(i) les champs X, X' (resp. oX. X"} sont des systimes huwilloniens de la structire
symplectique et la parenilicse de Poisson des formes duales est nulle

{if) les formes dutles g, oy, (vesp. oy, %00 w:)?.f harmoniques sur i:‘:fnrl (resp. ;:"EHH}
et symplestiquenent hermenignes sur ﬁ;"“ {resp. Fi"“).

7. Nolons per
(62) B= 0PABEA LAY = O AT A L A D

les n-formes siviples self-artfiodonales. Yoo fuisunl usage de (32) on trouve

(63) dAEIY) = ~ s AXTAN A 7= A (X757
ct pour {33) on n
(64) IAGETF Y= AXIF) dAGX JT5) = ~1 A WX 77
d'otr
{65) Ly = = X 1, Lxw' =X 377",
Lo’ = XTI L’ = — (X' 17

On peut done formuler le

Théoréme, Elant donnde une Vﬁ"“ {rosp. f}i’”'l), le champ X (rvesp. oX°) définil une
iransformation conforme de la n-forme siuple self-orthogonale + et le chump X' (rosp. oX)
@ la méme propridté par rapport ¢ n'. Si la connevion es! une connewion spin-cuclidione
prapre (1t == 0) alors ces chemps sont des automorphismes infinilésinaua des n-formes respeetives.

8. Considérons maintenant I'immersion g: Vo~ f;;ff"“ ol F’,}{ est une viridld hori-
zontale et parakdhlérienne de codimensior trois. Elle peut étre définie analytiquement par
{66) 7= 07"=0 = 0.

On peut s'assurer que !'innmersion g est minémale et on peut démentrer que cette propridté
est aussi valable pour n’importe quelle codimension (veir aussi [8])
Un veeteur normal N peut s éerire

67 — N... = o E
(67) N =Ny, o zE
on

(68) qu = ;_th“ S L h”,

est Ia partic horizontale et E le veeteur de Rech par rapport & la structure cosymplectique
C. Le vecteur Nq{ est done un veeleur du 2-plan hermition PQ( = {h,h,}. Dans leeas qui

neus occupe 1a seconde forme fondamentale dins In diveetion du vecteur normal est exprimée
par

o= — < da(x), VN) >
(69) = —u, Z 07 sz 4 I, 0?‘::;‘ b E {nf (0})2 + al’ (0j1)2 }_
i j

I'n faisant usage des équations d'intégrabilit? de {66) on trouve que les valeurs propres £

de o par rapport au ds* satisfont 4 une équation de degré n — 1 dans g2 et ceci démontre
le caractere minimale de g.
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9, Supposens muaintenant que le veeteur N {67), (63) cst un vectem; a-concourant.
In vertu de ce quen a dit n°k les conditions péeessaives ot suffisintes pour Ia-concourance

sont
(1 — pat )0V 4, 0L =0, du, +p, 00 =0,
(7t (1 — pual)0f — u 0% =0, dy ., —p, 00 =0
dy = 0.

Nells supposerons que e systére est fermé et dans ce cas on déduit de (G0}

() I N:}E | et |lpEj sont constantes ;

p

(<, est

(ii) In composante d'homothétie Og correspondant aux vecteurs isotropes de I

furmée @
I3 - . k] » . . oresad .
{iii) 1'¢quation des conrbures principales duns la direction G un veeteur unitaire

{(71) M = hghy -+ hatubar 4 rhy, 2R 20 ke = 1
est R
n=1 T, . ) ,
"1 = pal)] [ra' 4 In (1 — gat )]} 0.
W

(72) T ° — e
=]

“'nt Mn
iouli . e courbure e : 4 08 ey -
Dans le cas particulier ot N = Pq{ 11 2-forme e courbure enrrespondant i 0% est ho

mothétique & la forme symplectique induite, le facteur d'lmmnl‘hétic étant — 2/ N |12
Enfin, pour tous les vecteurs normaux de P‘v‘( Uéquation (72) devient

F—1 . 1
J—. AN = (i,
(7) R .
im1 | N
o - e -
On retrouve ainsi une propricté que nous avons (S mise en évidonee dans le eas de Ta
eancourance sur wne hypersurtace d'une variétd Lihlérienne [5].
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ON THE ANALYTIC $SOLUTION OF CERTAIN LINEAR DIFFERENCE EQUATIOXS
BY
S. B. JAIYESIMI

Introduction. Consider a linear difference equation

»
(1.1) Fun) Za-s = AdnZnsr

=0
Zo(n) = (1), Zal0) = C!, a constant,

where pg(n) are functional coefficients, » is a parameter and B, a function of the discrete
variable . Of the few wavs of obtaining analytic solutions of {1.1) alrcady studied, the
formal series generation is of fundamental importance.

The existence of analytic solutions of linear as well as non-lincar difference cquations
have been discussed by Stephens [7]and Trijitzinsky (8] who showed that
analytic formal solutions of such cquations exist and also by Miilne-Thomson [5]
who applied Nérlund’s approach to obtain an integral form of the solution. Milne-Thom-
son attempts to solve a given differcnce equation of a very low order via much-higher
order differential equation theteby lending to several limitations.

Iowever the questions arisc:

If there exists a formal solution ya(2) af (1.1), which converges {o an analytic solulion,
o what analytic solution docs yu(3) converge?

What is the radius of convergence of this formal solution ?

Can an analytic solulion be so constructed in a well defined region while every singu-
lar solution is sieved off ?

These questions are fully answered in this paper. It will be shown here that if Z; (3)
is an analytic non-formal solution of (1.1) then yn(2) converges to Za(R)/Zy(}) and that the
radius of convergence of yu(2) is given by the first zero of Z,(}), the contour integral form
of which is obtained in the discourse that follows.

Ve shall construet the solution #a(3)} by taking arbitrary initial values and trans-
forming (1.1) into the two.layer equation

m
(1.1 A) .Zom(n)ygf_-*tl: = 1Bk,
=

YR 0= CL kZ 0, nZ2,

which uses previously computed values at the kb laver to obtain values at the (& 4 1)
laver, The main advantages of this method over the traditional method [8] are that the
initial values may be completely arbitrary, the method is easily adaptible on a digital ma-
chine and the region of convergence of the solution can be characteristically predicted.

The method here is an improvement on Milne-Thomson’s as it will become evident
that every arbitzarily high order linear difference equation can be replaced by a simple
first order ordinary differential cquation.

We will here assume the existence of a uniquely defined solution of the difference
equation (1.1A) and that such solution converges to an analytic function, ya(3} satisfying



