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Definition 6.2, We eall Tl'f the initinl speace of T by 1.

Theorem 6.3. Let (F = [filugs be a set with f,: N, = X, . for any
@ in A, Consider for cvery a S A the fuzzy topological spave T, = (Xo Uy
Ta s thg A0 L5 Then the mapping h

O, 51 X (X0, L. L)

@, 7 (1) iy {0)o Lo tor all o in Y,
defines w fuziy topological spuce T =Ny @agobog: 27 L, LY where ;
rFEY w BV LULY ) For ceery a s A [, ix (T 5. Tcontinuous.

The proofis hased on 6.1, We onit him,
Definition 6.4, We call T 7 the initial space of T by GF.
Theorem G.5. Let X\ be the divect product of sets YT X, and f, = p,

1 l

fhe natural projections of X, . then T 7 has the wniversal property  for di-
reet products. '
We omit the proof.
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SUR LIS GROUPES LINEARISABLES
PAN

L. TOFAN et 5. NENTOR

Soit & un groupe relativement a Popération- @ ¢ X G — G, donl
Félément neulre est Félémenl ¢ € (0 On dit que le groupe & est lincarisa
ble. s7il eniste sur & une relation d'ordre totale . €% qui soit compatible &
gauche ct a droile par rapport & l'opération ... cdud. quels que soient
w, y, > = Goon oo Vimplication @ = gy =z < yz el @ < 2y (par ab on g
noté g- b ow. b - ) . .

Un groupe ¢ muni d'une relation dordre lotale compatible i gauche
et & droite avee Topération du groupe esl nonumd groupe lincairement ordon-
neé ou o p-erotpe,

Notre Note présente une condition néeessaire el suflisanle alin quun
groupe soit lindursable s on obtient comme des corollaires quelques théo:
remes connns sur les groupes lindarisables,

1Y autres condilions. avee une applicabilité plus restreinte, sont énon
cées dans 7. 160170 210 22028, 23] el divers développements dans |10 5.0 6.
8.0, 100 b2 L5 13,0 680 1 240 |31 coneerne les groupes qui peuvent
flre dotés dune relation dordre totale compatible @ droite.

Pour les definitions non préseutées, nous renvovons i (2] [+ ou [i1].

Soit (6L . ) un groupe. Un sous-cnsemble 72 de G estodil p-imonoide,
st les condilions suivantes sont vérifices

. Pcr 2. PaPt=le).
3. «ala'c P, pour lout v € G, .. Py P =,

Il est clair quiun groupe ¢ est un o-groupe s'il possede un p-monoide,
plus précisément, si (G, <) cst un o-groupe alors P ={r € Gle < x|
est un p-monoide du groupe & et réeiprogquement, é¢tant donné un p-monoide
P du groupe G alors (¢ est un e-groupe par P'équivalence : & € e yot e I

Pour ennoncer le théoréme central nous avons besoin encore de
certaines notions ot nolations.

Définition. Soit (G, -, e) un groupe. -Un sysicme X = {H, }ies dec
sous-groupes invariants duw groupe G est dit systéme invariant si :

i) & este totalement ordonné par rapport a [ inclusion ;

) 0 cst stublc par rapport a laréunion et @ Uinterscetion quelconguc;

2 = Matematich
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iit) {e}, &G = &

Pour tout g =G, g # ¢, on va noter, H, = U In,. i, - no I,
i bty ETY JEH E

Définition. Un sysidme invariant 7 cst dit o-invariant si:

1. Pour tout g = G, H[I, est o-groupe; on nole P, e p-monoide
correspondant ;

2. Sig e G osttel que gll, & P, alors pour lond a = ¢, aga ', = P,

Théoreme : Un groupe (G, -, ¢) est lindarisable ssi il posséde un
systéme o-invariant,

Démonstration © La néecssité est évidenle car e (Gest unsysteme
o-invariant. Pour démontrer que Vexistence dun svstéine  e-invariant
% est suffisante pour que G soit lindarisable, on fail d’abord la remargue
que pour tout ¢ = G il n'existe pas I, € % tel quion ait, H,e i, = H,:
il en résulte que st H, € % est tel que H, = H, = II, alors I, = I, ou
i, =1,

Soil B = { H,}xeq un systemc o-invariant du groupe G. On va
démontrer que P ={gjg =6, g =c ou (g # ¢ et gll, & Pg)} est un p-
monoide du groupe G.

1. Soient g, h = I’; on peut supposer, sans restreindre la générali-
t¢, que I, = H,, d’ou il xésulte que H; c H,. On constatc que h & I, ct
gh = H, entrainent g & II, ct par suite, H, = H,, don H, =1, ct donc
P, =P, Deghe H,, il résulte gh H, = H,, cest-d-dire (g H,) (b 1) =
=H, d’ou gH, =hH,_.. Mais, ¢H, =gH, = P, et done R H,_, =P, =
= P,, d'olt ' € P, ce qui est absurde. Il résulte qu'on a, gh & H,. De
gh & H, et gh = H, il résulte I'égalité: I, = H,. Si on suppose que
ghH, & P, alors ghH, € PN {IL}, c.ad., gihhH, & Pt {1, ct
parceque hH, = P, on a gl € PPN { Hi }-

St Hy= Hy,alors g = Hy et donec gIl, = I, € Py, cc qui est absqrdc.
Si H, =H, alors ghH, = gH, hll) = P, et donc gll, = Py, cc qul cst
absurde. En vertu des résultats préecdents on a ghHl, = Py ct ghllyy = Py,
et donc gh € P, ce qui démontre Finclusion PP < .

2. Tl est clair que e € P. Sig= P, g # & alors gIl, € P, ct donc
(gH) 1t & P, dou g7t ¢ P car H, =H, =(H,)™ On a done Fégalité,
PpPr={e}. ]

3. Soit g € G. On a, gl, € P’; ou g, € P, cad, gll, = P, ou
g *H,_, € P, ce quiexprime que $ < Poug e Pectdonel'¢galité P U P=
=G est demontrée.

4. Soit g = G tel que gH,; = P,. Pour tout & =G, agt  H gt €
€ P,y (car Hyp-1 = Hy ct Prpe1= P,). Les résultats 1. —4. démontrent
que P est un p-monoide ct done G est linéairement ordonné par rapport a
la relation

z<ysyrt P, a0y e (.

Remarque. Si pour la définition d’'un systéme invariant d’'un groupe
G on renonce 4 la condition que 7 contienne {e}, (resp. conticnne &), lc theo-
reme précedent est encore valable si on. demande que-d@ contient un
élément H,, qui soit ¢-groupe et pour tout @ € G, Py, 7' = Py, (G/H,
soit un o-groupc).

o} SUR LES GROUPES LINEARISABLES 19

Corollaire 1. (Théoreme de F. Levi) [14].. Etant donné un groupe
¢ ¢t un sous-groupe invariant I de G alors si M, G sont liné¢arisables,
( est lindarisable ssi pour toul & & G ona wPya™ = Py.

Corollaire 2. {Théorime de ¥ u e lrs) [7], Un groupe & est linéarisable
gsi I centre Z de G et le groupe quotient GfZ sont lincarisables.

En effet, si Z, -=G[Z alors pour tout x < Gonay, aZeP, = zax™Ze
e ;. Puisque pour tout & = G, et = Py il vésulte que {elc Z < G
est un systéme o-invariant du groupe G.

Corollaire 3. (Théorime de B.II. Ncumann, G. Bireckhotf)
y20],, (9}, (7], Tout groupe libre est linéarisable.

Le covollaire résulte en démontrant quela chaine centrale descendente
dun groupe libre est un systeme o-invariant.

A partir de la notion du chaine centrale ascendente relativement aux
7. {-oroupes, groupes nilpotents et R-groupes on a les corollaires suivants :

Corollaire 4. Tout R - 7.1 groupe cst linéarisable.

Corollaire 5. Tout R groupe nilpotent est linéarisable.

Remarque. Ea vertu d'un théoreme de B. H. Neumann {20]., qui
affiric quiun groupe G est lincarisable, ssi tout sous-groupe de & [initement
engendré est lindarisable, il résulte que toub groupe local libre ¢t tout f-
groupe local nilpotent cst linéarisable.

Remarque. Sioon considére que @ € y mmplique seulement az < y2
on obtient 1a notion de d-o-groupes pour laquels on peut formuler des ré-
sultals analogues aux résultats précédents.

Renearspee. On peut démontrer, sans utiliser la notion de systene o-
invariant, que tout groupe metaabélien est linéarisable ssl il est sans torsion.

Pour cela nous définissons le p-monoide simple, demi-commutateur
el isul¢ d'un groupe 6 comme une partic P < (7 satisfaisant aux conditions
suivanices:

.rPrceh, 3. alPa 2 P.Va= G,

2. P Pt odel, "k Va, b= Goula, blou (b.al=L

s el aetG=ac P (neN).

o Para b} on a noté le commutatcur des clements a, b =G. On peut
démontrer que £, ot Z est le centre de G{Z est un o-groupe en vertu du
tl_1é0rcmc de Levi), satistait aux conditions 1. — 3. de la définition a anté-
rieurc ct pour & = G tel que x & Py P, oou P oest un p-monoide simple
demicommutateur ct isolé, on peut construire I’, = laja = G.3n, g =N,
n>1,q2>0:ax?e P} quisatistail aussi anx conditions 1. — 5. ct en
plus @ = P,, P, > P.

¥n vertu du lemme de Zorn il existe un p-monoide simple, demi-
commutateur et isolé maximal pour lequel on peut montrer qu'il induit un
ordre totale sur & par rapport & laquelle & est un o-groupe.
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ON Cp (1. E) SPACES OF CONTINLEOUS FUNCTIONS)
BY

1.. PANDOLPT (Firenee)

1t. Kypowm A 1. — Teopus cpynn, .dlaysa= 1067, . ) . . . o .

12, KonwmTon B, M. — Hekomopue eonpocy  meopiy  ynopadosenuyy  cpynn . Let A be a linear mapping from the euclidean space E" into i:rsclf'.
¥. AL H. 20 {1565} {p. 303). By . we denole the Fuelidean norm of @& B while | K| =

13. Ky teen K. M. =/ meopun wacnuetn ynopadowerpuy cpyrn: N ALHL 1 1056 s 3 Rl Wiz 1 s the nor of the mapping . We denote further

(p. 258}
1t. Levi ¥. — 1. Arithmelische Gesetze im Gebicte discrefer Gruppen s Iend. Cireolo anal.
Palermo 35 (1013) (p. 225 - 236).2. Contributions to the theory of ordvred groups
Proc. Indian Acad. Sei. A, 17 (1943) (p. 104201},
15. Lorenzen P. - Uber hatbgeordnete Gruppen, Matle, 2. 52 (1930) {p. 183 - 326}
16, Los J.—On the existence of lincar order in a group : Bull, Acad. Polon. Hei. el iii 2 (1934)
(p. 21—28).
12. Maaviuen A, 1l — 06 yropadowerawir epynnax ; as. X, H. CLLP eep yaTuy.
13 (1%49) (p. 273—182).
16. Matsushita S. — On the foundation of orders in groups 3 3. Tust Politech. Osaka City
Univ. 2 (1831) {p. 19-22).
10, Miehiura . —Surfesgroupes ordonnds ; C. I Acad, Sel, Paris 281 (1952) (p. V22 1428,
pe 1321 -1322).
20. Neumann B, 11 — 1. O vrdered groups ; Mver. J. Madh, 71 (1918) (p. 1--18).
9. dn embedding theerom for algebraic systems : Proe. London Math, Soe. F1951}
(p. 135—153).
@1, Ohnishi M 1. On linearizalivn of urdered growps : Osaka Math, ], 2 (1950} (p. 161 - 161).
2. Linear order on o groap; Osaka Math. Jo, b (1922} (p. 37 18
23 Tloacporan B JL— Vewena yropadequeacsocin cpyane ; Hss A H,
CCCY, cep. marex. 21 (1957) (p. 199—208).
23, Rhemtula Ao Gupta N. - On ordered groups ; Alg, Univ. 1 (1975, (. 120 —134).
ay Teh IL IL—Construction of arders in Abelicn groups: P'roc. Cambridge Philos. Soc. 57
(19G1) (p. F76—482),
25, Tully E.—The cristence of a total erder on v group ; Proc. Aer. Mallr, Soe. 13 (19462)
(p. 217210}

by B (K) and N (A) the range and the kernel (null space) of K. Let P (K)
he the projeetor ol £27 on R (K). By A we shall denote the restriction of
K Lo (N (KL (the orthogonal complement of N (A)). Let K ' he the inverse
ol K, detined on R (1) = R (KN} and letus deline A, hy Ky = K™ ff’ {R).
Wi H:telk ot <ax oo} and {e, € Bl is a basis in fs'“.
let { -~ G (1) be an o X pomakax function, continuous on f (t.c. a mapping
from / into the spaee of linear transformations from £* into itsclf, the
hasts 1or v ¢t being lixed}) . i

We say that a confinvous function @ () from I inty £* belongs to
Ce (1, E7). il amed only af P (G a() = a(f) for any £ = IFand o(f) =
— G, (O () is bonnded on f. The norm in Cg is delined by

fally =supdl G {a()]; ¢t =1}

and, a~ shown in [1] Cp is a Banaeh space. . o
' The aim of this paper is to give a neeessary and sufficient condition
for tLwo Banach spaces Cq and Cp to contain the same clements. In this
ase it follows also that they are isomorphic.

We st prove the lollowing result :

Lemma 4. Let G () and H (f) be two n % n matrices, such that B (G ()=
= R (D), t = 1. Then the following formulus hold

1) (H.G)., =G I,
Gz 0L [ 1) = VP H_ ™

Reeeived 12-XIX 76 Departement Mathematique ; Universile
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Proof. Let us rvemark that

(3) U, G)y (G P G) = (G P LG

*} Work supperted by the Italian CN.R.



