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PRINCIPIUL MANTMULUL MODULULUI PENTRU SISTEME
HIPERBOLICE DI ECUATH CU DERIVATE PARTIALE
DE

ANTON S, MURESAN

1.ImMjS. Agmon, L. Nirenber ’ i
" dpl]]]].““_[] g e L. Nirenberg, M. IL Protter studiaza
princi| : maxim pentru solutiite unei ¢lase de ccuatii hiperbolice, prin-
cipit c-crr{fslmf .'lphc_ztllc I couatii de tip mixt eliptie-hiperbolic ’
Astfel se considerd ceuatia hiperbolica lintard imata i
considerd cenatl ici liniard exprimali
natele earncteristice ) : v coonder

(1) Uz iz + Dy |- et =0,

in domeniul D din planul car islic (& Arrind
: : aracterishe ) Mmar as

carncleristice 17y st M, care pot 1 luat ("-’ . -“‘“-_f”_“'[ i d_”“d S
: e 17y si I, care pot [1 luate a i axcle pozitive & §1 5 re >t
si de o curba netedd G avind i s oo este
e A Goaving _p:.nu:tclc terminale pe aceste axe si care este
alata cel mu ¢ o data de ovice linie v, = const. Se demonstreazd urmétoare
teorcma : '

: . - . .

Teorema 1. Fie u == u(Z, n) solufie « inccuafici

¥

; (') Uzy A aitz + b, +euwz 0,
n domeniul D, astfel ineit pe Th(§ = 0) avem
@ (0, ) = 0.

a fDacuncpiile a, b, ¢ verificd inegalitatile
{3) <0, a-ab—c<0, <0,

atuncz‘)miz‘m;m{d pozitiv a Lui u tn D este ating pe curba G.

e m:)'du[ﬂlm::]l ?ch accst rezullat pentru a stabili prineipii de maxim pen-
) solutici unui sistem hiperbolic de ccuatii i i

! v olud _ : i e derivate par

Fie in domeniul D sistemul ' SRl

Lo = tzg -+ A(Z, 5wz + B(E, gy -1 ClE, wu=20,

Wi D R C(E, 1) == (€ 1) e 1a{E ) inr
B, C = O, M,, (R)), 4 = C{D, M, (),
Consideram funetia DD — R definitit prin (&, 1) — | #{& 1) “

Aresupuncnl i . .
i ! A en este nedescrescitoare in varinbila s - Lish
negalitaten itoare in variabila 7 pe Iy, adicd are loe
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(3) L0, %) n 2 0

Fie u = |1 |e, unde ¢ € C{D, R cuic|= 1. Atunci din (4) avem

o L = L{ {16} = (17| een-d( 2| )5+ B(l 1|t Cllwl €)= Tk

sistemului (4) presupunem
Mai precis pre-

(e, Be) | u'xn + {0 Le)lu! 20

+ (¢, Bey) + (e, Co)) lu [} = 0.
ci verifici anumite conditii de tipul acelora din relatia (3).
Teorema 2. Dacd matricele A, B, C verifici relafitle (8), atunei oricaref
teia ii putem aplica principiul de maxim obisnuit enuntat in teorema 1
de maxim de tip Ha i
in domeni mdrginil
Definitia 2. Spunem cd operatorul (4) satisface proprietatea de ma.xim
(9) [t len + (& A€} f 2tz +
0 pe Ty, Juncjia glw
Teorema 3. Condifia necesard §i suficientd ca operatorul hiperbolic (4

4 ez el e ezl u legn+| w |z Aet| ldes 41 u lnBc—l—lulBeﬂ—}—Iu-lCe,
si cum (e, ez) = 0, (e, €;) = 0, obtinem
(, Lu) = [ | {| el 4 (e 4 e) |wls + (e, Be) | q + [{er cen) + (e, Aeg) +
Pentru | # | # 0 se ajunge Ja ecuatia hiperbolicd in | ]: I
(M |t len + (6, de) | u e + (e, Be) | uin + (& Le) |1 = 0.

Acum asupra matricelor coeficienti ai
supunem ci oricare ar fi ¢ € C¥{D, R"), cu |e| =1 avem I
(8) (e, Ae) < 0, (e, Ae) + (e, Ae)(e, Be) — (¢, Le) < 0,(e, Le) £ 0.
Are loc .
ar fi u € C{D, R")n C(D, R, lul # 0, solutie a sistemului (4) ce vertficill
condifia (5), mazimul lui | u(E, )| este alins pe curba G. '

Demonstrajie. Pentru lu(g, n)| am gasit ecuatia hiperbolicd (7). Aces
Se constata ca relatiile (5}, (8) sint chiar conditiile ce asigurd faptul c
| (€, x) | isi atinge maximul sau pe G. Teorema este astfel demonstrata.

fn continuare, urmind [1], vom introduce notiunca de proprictate

ar pentru sistemele hiperbolice.

Definitia 1. Spunem cd o functie v = v(E, ) e vy 2 0 pe I, are pro
prietatea de mazim iul D dacd pentru orice subdomenin D',
de un segment din T'y, un segment y=const. st o curbd netedd G’ situatd des
supra lui v = const. st avind acceagi proprictate i G, maximul lui vin D,
dacd-i pozitiv, este atins pe G,
de tip Haar in domeniul D st tn raport cu | w(E. 7y | dacd evistd o functie p
zitiva g = g{&, n), de doud ori continuw diferentiabild, astfel incit pentru ori
vector w(E, 7) cu
oricare ar fic € CY(D, R*) cu | e = 150 (glul)2
arc propriclalea de marim in D,

Relativ la proprietatea de maxim de tip Haar are loc
s& aibd proprietatea de mavim de tip H a ar in raport c funepia | u(E, W)
este ca inegalitatea a doua din relatia {8) sd aibd loc oricare ar fie e CHD, Ly
cu lel =1 :

9 PRINCIPIUL MAXIMULUT MODULULUL

Demonstratie. Avem de obscrvat ca in conditiile precizate este aplh-

cahila teorema 3 din [1]. care stabileste chiar conditia necesard st suficienta

entru existenta proprictatii de maxim de tip Haar pentru o incgalitate
hiporholigé de forma (9). Tecorema cste astfel demonstrati, '

4. In continuare vom considera sisteme hiperbolice in coordonate
carteziene. Fie in planul 2Of punctele  oA(22, 0), B(28.0), B(x -k 3. B—2)
unde O <2 < 5, Luam drept domeniu £2 triunghiul ABE, in care con-
gideriim sistemul de ceuatii diferentiale hiperbolice

(10) L= U,y — Uy A A B, - Cu = 0.

unde

(11) A B & C(D, My(R), € = C(D, Mun(R)).

Presupunem cit vector functia w*(r, ) (x, ) o wa(ir, 1)) cste astfel in-
cit

(12) bl € 0 pe oAB st [ =0 7]C ADB,

unde @ = e, €= cCyD,w"), je| = 1.

Voem arita cd, in anumite conditii asnpra matricclor A, B, C, pentru
orice sulufic u(r, 1) a sistemului {10) cc verificd relatiile (12), avem | w(r, ) | =
=0, deci uf{r, f} = 0. Arc Toe

Teorema. 4. Daci v = (;“(D, R™) ~ C(D, R*} este solufic in domeniul
D a‘xtsfr-muhuﬂ U‘()) care verificd relatiile (12), iar matricele cocficienfi A, B,
C sint astfel incit

(e, Ae} -
(e, Le)

oricarc ar fi e € C}(D,R") en [e] = 1.
Demonstratie. Presupunem | u{r, 1)

(e, Bey= 0, (e, Be) —{e, Ae) 2 0,

(13) .
(e, Ae), — (e, Be)y = 0 tn domeniul D

alunci w =0 in D.
£ 0 in domeniul D. Atunci ob-

tinem
Lu=2L(luley={lu"c) —(lu e 4+ A(ju e)s + Blu e} +
(14) + O ulec)=]| TR S AN T P N AT — e —2|ul e —
(1] € - P gde AT Ade, tlul Be+u Be 4 lu Ce,

si deci

(1, Ly =L | {1 w0+ ] (e e — ] —ui{e e} +

o, (e, de)+ L | (e der) T (e, Bey + | w0 (e, Be)

4+ [ u| (e, Ce}} = 0.

Obtinem astfcl ecuatia hiperbolicd in ||
(15) |t L,y — | e + (e, de) [ ul s + (e, Be) | w | + (e, Ley w| =0
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cenatie hiperbolica obisnuita putan apiicn proprictate

[+]. Conditiile (12} i (13) implica alunct e [ u
0 in D). Teorema este astlel demog

Cum (15) este o
de maxim enuntati in
< 0in D, adica |w| = 0in D), sauu =
sirata.
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FOR HIGHER ORDER DIFFIERENTIAL
FQUATIONS

BY

FLOW - INVA RIANCE

NLOPAVEDL ant OO URSKSCU

Y is a Banach space over the real
the norm of X. Throughout this

i. Introduction. Supposc thal
or coimplex field and thai || .|| denotes
note 1) is a subset of X.

In this paper we study the existence of a solution a : [o, b) — D of
Cauchy Problem 1 the cepnation (R pto(l) = f(t. u(t)), where n 2 2 1s a na-
tural naniber and «. b are real numbers (0 < b £ o).

For simplicity of writting we shall treat in details only the case n =

5 and we shall give (without proof) the corresponding result for no > 2.
Actually the result corresponding to n > 2, has the same proof (with minor
modifications) as that from the case » =2,

Lct us consider the Cauchy Problem

w'{ty = f(t. u{t))

r,ow'la) =y,

{1.1) t e [a,h)

(1.2) ()
where [ is continuous function from [a,b) X D into X.

By a solution 1 to the problem (1.1) 4 (1.2) we mean a function
w:[a, ] = D of elass L([a, ¢]) satisfying (1.1) on [, ¢] and (1. 2), where
¢ = ¢l y) € (a,h).

Define M C X x X as

reb ye X,

helow

(1.3) M =[x, y), c €D, y=X;lm ;1 d (a!-i--hy : h)—fif- it); D) =0, t=[a, b)}
hiof® P

where d(.r; 1) denotes the distance from @ = X to D). We shall sce that if

(1.1) - (1.2) has a solution, then, necessarily, {2, ) = 3.

It the problem (1.1) - (1.2) has at least a solution  : [a, c(x, y)]—>D
for cach (i, ) € M then D is gaid to be an invariant sct  (or flow-inva-
riant sct) for (1.1).

The invariant scts for the first order differentinl equations are studied
by Brézis [1}, Crandall [2], Mart in [3]. Somc generalizations
of this problem are given in |4 6]. The above reference on this subject 1s
Dot complete. A way to study the problem of invariant sets for (1.1) was
ven in [4].




