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QUELQUES CATEGORIES CARTESIENNES REMARQUABLES
PAR
ALEXANDRU GH. RADU

§ 1. Catégories cartésiennes. Propriétés générales.

1.01. Définition. Une catégorie C est dite cartésienne si elle admet des
limites projectives et inductives finies (donc posséde un objet initial 0 et un
objet final 1) et si, pour tout couple (4, B) d'objets de C, le foncteur cano-

niguement défini
¢{(—x 4, B): C* - Ens
est représentable.

Autrement dit, pour tout couple (4, B) d’objets de C, il existe un
objet B* et un morphisme e4,5: B4 X 4 — B de C tel que le morphisme
fonctoriel

@ 4B: hgd — C(—x 4, B),

qui correspond & ey par le lemme de Yoneda soit un isomorphisme
fonctoriel.

Rappellons que 943 est le morphisme fonctoriel dont la compo-
sante d’indice X,
?48: C(X,B4) - CX x4,B), Xe|C}

est définie par:

4B (f)=eqn(f X 1), Yf € C(X, B4).

Le fait que ¢°42 est un isomorphisme fonctoriel signifie donc que
pour tout X = [C | et tout morphisme f: X x 4 -+ B de C il existe
un morphisme f, : X - B4, unique, tel que f= e,z (f; X 14)3 de plus il
est tel que pour tout morphisme #: X - ¥ de C le diagramme suivant
canoniquement construit soit commutatif

?M,B
C(Y, B4) r. -+ C(Y x 4, B)
C(2, 154) Clu < 14, 15)
7 1)
(X' B4 ¥#” 06X x 4,B)

1.02. Proposition. Soit C une catégorie cartésienne. Pour tout A =
= | C |, le foncleur produit direct par A,
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{ Juwd:C—C

admet un adjoint & droite, appelé le fonctewr exponentiation par -l

{ )':€C-C
Démonstration. Montrons d’abord que Passociation
B - B
définit un foncteur
( )A: C — C,

Si f: B — C est un morphisme de €, définissons f4: B* - C
comme ['unique morphisme correspondant & f . e,,; par I'isomorphisme

Qe.-lhc: C(BY, CY) —» CIB* x A, ),

B

¢’est-a-dire, I'unique morphisme rendant commutatif le diangramme suivant :

C* x A bie, -C

t t

") FAuy S
B  x Al .. B

Grace a l'unicité, on a (15)"= 1,4 ¢t si g: C - [ est un autre
morphisme on a (gf)*= g4 . f* ce qui montre que { )" est bien un fonc-
teur de C dans C

De la commutativité du diagramme®) il résulte quee,,,, B € [C |,
sont les composantes d’un morphisme fonectoriel :

eat { VYA () 1.
De l'isomorphisme fonctortel
4B hgt - C(— =« A4, B)

il résulte en particulier qu’il existe un morphisme ¢, ,: B - (B x 4)4,

. * .\ . e .
unique, tel que e'§Ex4(ey p)= 1., 4, c'est-a-dire tel que le dingramme suivant
soit commutatif

(B e .4)‘4 e A cA.BxA N B XA
t 1
€a3X 14 Yaca
Bxd————o |

Montrons que e;, B € |C/, sont les composantes d’'un morphis-

me fonctoriel
i lg~{ ). ( ) x4,
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c'est-a-dire que pour tout f € C(B, () on a le diagramme commutatif
suivant

B fa ~ (B x A)*

S (f # 104
i . i

C ‘ac = (C % A)*

Comme ¢8°** est une application bijective, il suffit de montrer que
@50 (e - f) = 9B X 1) )

Mai les diagrammes suivants sont commutatifs

Cx4d
€oX1,

(CxAV%A 2L acfA
(f X 1" x 1, fx 1y
(B x A)Ax 4 D LY Bx A

ey 8X 1,4
Bx A

eAiCx 4

= ~C((B x A)* 4,C x A)

C((B x A)*, (C x A)"Y)

Clewn (Loxa)?) Cleaz X 1, le,al
i AExA
C(B, (C % A))——2
d’olt il résulte que
?'3“""“ ("3:|Cf)= €4,0x A (3:4.6‘_” X 14 =¢e4cx4 (e;.c X 14) (f X 1)=fx1,

et
e ((f X )4 ehn) = eacxa (f X 1) X 14 el X Ly=f X 14

1
- OB x 4. C x 4)

Pour finir, il reste & montrer que:

(B x A)"A-_'X_l_ﬁ_.(}_; % A) x 4B LB A= 1,4
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et

* B

€.p4 e

BA 242 (B4 x A)* tean)® , pa_ 1p4.
La premiére égalité résulte de la définition méme de ¢),53 quant

. . . . A.B s v L
4 la deuxiéme, il suffit, car ¢“;u cst unc application bijective, de mon-
trer que

. . eds
‘PC;AB ((eap)" . Chpt) = €an (=9 BAB (154)),

ce qui résulte immédiatement du diagramme commutatif suivant

B_,; % A €a.n —“B
1 1
{eau)® X 14 Can
(B4 % d) 3 A4 —SAnixd Bt x 4
T

ea,p X 1a

Bivxd —

1.03. Proposition. Soit une catégorie cartésienne  C. Pour tout B =
e | €, Dassociation
A ——— B.-!
définit un foncteur contravariant
B-: € = (,

qui admet un adjoint & droite, & savoir lut-méme.
Démonstration. Montrons dabord que Passociation A w~— B4 est
vraiment fonctoriclle.
Si g = €(4’, A), définissons B7: B+ — B* comme ['unique mor-
phisme qui correspond & .5 (1,4 % g) par I'isomorphisme

o a1 G(BY, B} —=- C(B* X A4’, B)

¢’est-a-dire Punique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant

BA o A i - B
T 1
.Bgl - 1_.1' €an
r IBAXG A
Bix A B4 x A4

De 'unicité il résultc que B4 = 1,4 et si f: 4 - A" est un autre

morphisme de €, alors B?=DB‘B’, ce qui montre que B- est bien un
foncteur.
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De la suite d'isomorphismes fonctoriels
Co(B4, C) =~ C(C, B*) = C(C x 4, B) =~ C(4 x C, B) = C(4, B®)

il résulte que B- est un adjoint A droite de lui-méme.
1.04. Corollaire. Soit une catégoric cartésienne C. L'association

(A, B) ~—— B*
définit un bifoncteur
( y:CxC~-C
Démonstration. Il faut montrer que pour tout f = C(B,C) et g =
e ((4’, 4) le diagramme suivant est commutatif

BA fA — CA
Be e
BA' fd‘ — éA’

Comme ¢’4,0 est une application bijective, il suffit de montrer que
B
o4 (C? f)= ¢'ac (4. BY).
84 B4

Du diagramme commutatif suivant

940
(B4, CY) = - C(B* x 4,C)
C(1 54, C7) C(154 X g, 1¢)
~ A~ !
C(B4, C*) s - C(B* % 4', C)
t
C{154, ) C(1g4 X 14 f)
¢4
C(B*, B*) 32 ~+C(BA x 4', B)

il résulte que

¥ (O f49= eac (X 1) (Lt % )
et

Suc (J4 B)=f e (B® X 10) =f ean (Lot X &) =

= €4,¢C (fA X 14) (15“ x g)‘

Dans les remarques suivantes, € sera une catégorie cartésienne.
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1.05. Remarques. a) Du fait que pour tout 4 = [C|, le foncteur
( ) x A est un adjoint & gauche du foncteur ()4, les isomorphismes
suivants sont évidents :

1. ox A~0, VA4 =|C]|
En effct, Pobjet initial 0 est la limite inductive du foncteur vide.

D’ailleurs cet isomorphisme résulte dircetement de Pisomorphisme d’ad-
jonction

&% C0 x 4. X) =— €0, X*), VvX = |C]
| 24+ B)xC~(4XC)+ (BXC), ¥4, B C<|Cl En par
ticulier,si2—1 + 1l,ona 2 x o =~ oA 4+ A car ¢videminent 1 X A= A
3% 14 =1, A= |CY
4°. (A x B)Y¥ =~ A »x B, VA, B, Ce[C]
b) Du fait que pour tout A = € |, le foncteur contravariant .4-
est un adjoint & gauche du foncteur A~, il résulte que -t~ transforme

les limites inductives en limites projectives ¢t par suitc on a les iso-
morphismes suivants :

5°. d'=~1, V4 e|C]|
6°, AR C = AT X Ar, VA4, 13, Cce|C I

¢) En général, 0% = 0 car par excmple, de 5° il résulte que 0° = 1.

d) Pourtout 4 = | C |,ona
7. A= 4.

En effet, pour tout X  |[C|, on a

C(X, 4') = C(X x 1, 4) = (X, 4).

e) Quels que soient les objets 4, B, CdeC, ona
87, 44 Hx C = (‘_IB)C"

En effet, pour tout X = [C |, on a:

C(X, (45)) = 0(X x C, 4%) = C((X x C) x B, 4) = (X X

X (C % B), 4) = CX x (B x C), A) = C(X, A*C).

f} L’objet initial 0 est un objet initial strict, c’est-a-dire tout mor-
phisme f: 4 — 0 de C est un isomorphisme.

En effet, si a,: 0 - A est I'unique morphisme on a fe,= 1, et de
Pisomorphisme 1° il résulte un morphisme 0: 4 -0, unique, tel que
1,= 2,8 et f= 1,0 (= 0).

g) Une catégorie cartésiennc € est dégénérée (son squelette ne con-
tient qu'un seul objet et un scul morphisme) ssi € (1, 0)== F.

En effet, pour tout 4 = [C |, C(A4, 0} # & car A -1 - 0 appar-
tient & C(4, 0) et Pon tient compte que O est un objet initial strict.
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h) Des isomorphismes naturcls
C(1, B == C(1 » A, By = C(4, B), V.1, Be|C]
il résulte que pour tout morphisme f: A4 — B il existe un morphisme

A

f: 1 = B, unique. tel que le diagramme suivant soit commutatif

1 5 of e X 14 BA A
.]},_,a e||
P S

Pourtoutea : 1 — A, ey < foa> = Cayp (f=x19. <1l a= = fp.
<l,a>=ja

1.06. Définition. Soit une catégoriec € et soit I: € — C une sous-
catégoric de C.

a) On dit que €' est une sous-catégorie strictement pleine de € si €
est une sous-caticorie pleine de C et si elle contient wun objet X de C,
elle contient aussi lout autre objet de C isomorphe a I(X).

b) On dit que O est une sous-catégoric réflective de C, si le foncteur
dinclusion 1 admet wn adjoint & gauche R: € — €', appelé le foncteur
réflecteur.

107. Proposition. Soit C une catégorie cartésienne et soit I: € - 0C
une sous catézorie réflective strictement pleine de C. Le fonctcur réflecteur
R commute avee les produits directs finis ssi I{B)' < | €' | pour tout Be
e €| et tout A € |C|.

Démonstration. SiW: 1g—» IR et ®: RI - 1 sont les morphismes
d’adjonction, alors @ c¢st un isomorphisme fonctoricl car pour tout X',
Y’ & |C ], on a les isomorphismes bifonctoriels suivants:

C(X', X) = CU(X"), I(Y")= C(RIX),Y)

Montrons d’abord que si X' = |C€|[, alors X' € |C' |, ssi pour tout
Y < | C . TI'application suivante est bijective

0:CURY, X') = CIY, X'), (f~~—f¥5)

$i X' e | ¢’ | alors Papplication 0 n’est rien d’autre que la bijee-
tion définic par 1.

Réciproquement, si 0 est unc bijection pour tout Y = |C}, alors
pour Y= X', il existc un morphisme f: IRX' - X', unique, tel que
l1p = f¥y, dott ¥y = (¥ f) ¥y et par suite. grice a I'isomorphisme
d’adjonction, on a Wy f== 1;zy., C'est-d-dire X' =~ IRX" et done X' = [C'}.

Supposons maintenant que R(X % ¥) = R(X) x R(Y) et soient
Be{C |ct Ae=]|C| Pour prouver que I(B}! = (| il faut montrer
que pour tout € = €|, Papplication suivante est une bijection

CURC, I(B)) = C(C, I(B)Y), (f ~— V).
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Mais cette application est la composée des applications bijectives
suivantes :

CURC,HBVV;CURszLIBﬁ;CURURCx‘ﬁ,ﬂBDz
zﬂﬂwa&LHﬂzﬂMWXALHﬂzWmeIwnz
~ C(C, I{B)4).

i A ! tout B =0
Réciproquement, supposons (que IB)* = |C | pour : !
et 4 = [(]}) | gt montrons que pour tout X,Y « |C} lc morphisme ca
nonique suivant ¢st un isomorphisme :

RIX % V) » R(X) x RY):

i ' i 'phi canonique
autrement dit, quc pour tout B € 1€ | on a Pisomorphisme onig

i t: 4
suivan C(R(X) % R(Y), B) = C(B(X x Y), B).

Mais cc morphisme coincide avec le composé des isomorphismes
suivants :
C(R(X) » R(Y), B)> C(IRX < IRY), IB} =~ C(IRX, I{B)*) =
=~ C(X, I(B)'*) = C(X X IRY, IB) =~ C(IRY, I{B)*) = ({Y, KB)X) =~
~CX »x Y, I(B) =~ C{R(X = Y), B).

2 Catéporie cartésienne des objets au-dessus d’'un objet.
2§.01.Soiegnt C une catégoric queleconque, Be|Cl, Cfyla catcgorie des
objets de € au-dcssus de B et

Sp: 6B~ C (V)= ¥)

le foneteur source qui est évidement fidtle et conservatif (c..d. conserve
et réflete les isomorphismes.

i ; teur discret
De plus, on peut montrer facilement que S5 est un'fonc ) .
c’cst-'&—gifcu;our ltout objet (Y, f} de C[B 1l existe un isomorphisme ca-
nonigue B
: GIBYY ) 5> €IS (V)= CIY.

Pour tout morphisme m: B, — B: de € il existe un foncteur ca-

nonique Em : G,'IBt — CIBz » (va) o (Y' mj)

gui rend commutatif le iagramme suivant:

¢/B, Zn — C/B,

zBl }:B|
I C —

. . T, . C admet
Ii est évident que (B, 15) est un objet final de C/B ct s 1
un objetEbfinaI 1 alcgs Sat C?l S, C cste un isomorphisme de catégories
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et pour tout B = |C |, nous identifierons ¥, avec Swp, oll wg: B = 1
est 'unique 'morphisme possible.
2.02. Si C est unc catégorie aux produits dircets {en particulier

si € est une catéporie cartésienne) alors pour tout B = | € |, le foncteur
¥y admet un adjoint & droite

B': € C/B,

A rrrmmamsanansrnnnnnon -4 x B i -
|

J J %1, B

S i

o

En effet, grice & la propriété universelle du produit direct, pour

tout g: A - C, tout ¢: C - € et tout a: {A', f') - (4, f), le diagramme
commutatif

‘cx 1l
—UEe e

S

montre qu’il existe un isomoiphisme

Al a A <G, F> CxB-

(25 (4, /), €)= C[B ((4,f), B*(C))

fonctoricl en (4, f) et C.

2.03. Proposition. Soient € une catégorie, B € {Cet S5: C/B - C
le foncteur source. Les affirmations suivantes sont vraies :

1°. 8¢ € posséde des limites inductives. alors C/B en posséde aussi
et S réfléte et préserve les limites inductives.

2°. 81 € posséde des noyaux de double fleche. alors C/B en posséde
aussi et > 5 rifléle et préserve les noyaua de double fléche.

3°. 81 C posséde des produits fibrés alors C|B posséde des limites

projectives finies et 3, réfléle et présecrve les produits fibrés.

4t, S, réfléte et préserve les monomorphismes.
Démonstration. 1°. Il faut montrer que ((.X, [}, 0,)=1lim ({X,,f))
ter

dans C/B sst (X, 0,)= lln;l X;dans C. Si (X, G)=lim X, alors f: X - B
. ie il

est Punique morphisme tel que f0,= f,, Vi = I ete ({X,f), 0)=lim ((X,,

Ji)) car si pour tout ¢ = I, on a le diagramme commutatif -«
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g Ly

Xy —a bt

Ji g

alors il existe un morphisme unique 0: X — Y, tel que g= 00,, Visl,

gf=f, car pour tout 1= I 500,== gg,= f;= f0,. Nous avons done mon-

tré que C/B posstde des limites inductives ct que , réfléte les limites

inductives. Supposons maintenant que (X, f), 0;)=1lim (Xi, /) ct
Y

montrons que (X, )= lim X,.
el
Si (L, ;)= lim X, alors dc Ia propriété universclle de la limite in-
iel

ductive, il résulte un morphisme ¢: L =+ X, unique, tel que puy= 8,
vi = I, et de méme, un morphisme unique w: L - B tel que wit;= fi,
vi = I, et il est évident que fp=  car fou=f0=fi= wi, viel;
il existe alors un morphismc unique %: X - L, tel que wr=f et x0,=
— ., Vil De drpu= A= u;, Viel, ct phli= pui= 0,, viel,
il résulte que hp=1, et pi= ty; ce qui montrc que A est un 1somor-
phisme ct par suite ¥, commute avce les Hmites inductives.

97, §i w,v: (A1, fi) = {4, f.) sont deux morphismes de C/B «ct
si (K, k)= ker (u,v) dans C alors (K, f, k)= ker (u.v) dans C/B, donc
C/B est a noyaux de double fleche et 3, péflete les noyaux de double
fleche ; que 3, commute avee les noyaux de double fleche il est factle &
vérificr.

3° Le produit

{4y = B) X (dy » B)= (s, x 42 > B);
i

direct de deux objets de C/B est donné par:

le produit fibré de deus morphismes (X, #) 5 (%, 2 & (Y, y) de C[B
sobtient du produit fibré dans € des morphismes X 3 Z &Y, ct done
C,B posstde des produits fibrés ct S, réflete ces produits fibrés.

4°. Si 35 (0) est un monomorphisme alors 0 est un monomorphisme
car S est un foncteur fidéle et par suite S, réflete les momomorphismes;
le fait que Y, commute avec les monomorphismes résulte de 3°.

2.04. Soit € une catégorie & produits fibrés. Tout morphisme f:
X - Y de C induit un foncteur, appel¢ le foncteur changement de base.

Jr ¢y - €/X,
défini & l'aide du produit fibré suivant

4]

e ———
i)

Yy )
%)

f
* 2

f‘{\j)
/*{ v, !
X f

Y
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Si € posséde en plus un obj in: imi

_ Si 0S¢ . jet finale 1 (donc € admet des limite
t re f o . hd bl 3 - * S
Iljgorl,izdlsits fillljllfgs) et st wy: X — 1 est unique morphisme possible alors

Zx X P -2

1
l p2 Wy
! §
X o 3

| nous indigque que wy = X",
2.05. Preposition. Si C est une ‘aorie

. . . 8i C e calégorie & produits fibré )
culier, st C est une caiigorie cartésienne) Daiors pgtr to;itj_tfbr?c%? ;;art;-
jcmcte%r‘ S est un adjoint & droite du foncteur >, e

émonstration. De la propriété wuniver . i

. 1 rerselle  du ibré, i
§ réSl.)]tC que pour tout {(X,,u;) = |C/X | et (V,,v,) E:md(;“{:’ fl[l)’l-.c‘ :
cation ' o KG/¥1, Lappl

l prn 0 CV(SHXL, w), (Vo 00) - CXX,, w)y (FY ), F(00))

qui & tout 6 < C/Y(S,(X,, w), (Vy, )} fait :
i : : : correspondre I’
phisme g, (0) rendant commutatif ic diagrammcpsuivl:ntl; e mor

»
\\L\‘fl‘ﬁ 9}/,
#*1 v ) T

1
<

—_—— Y

¥

X

est urE: ap]}lication bijective.
n effet, si  p,.., (0)=1¢p (07) 1
= f1 Pupe,(07)= 0" et parl‘s'uite est Bors D= eus,
woe . Pu.r, €St une application injective
. C/Il’)(ozm(,XPOUt 1 & CLX{(X,, w), (Y1), f(v1)) il est évic{ent q1.1e fiues
AXy, ), (Y3, v0)) et de plus py., (fi#t)=w ce qui mont '
Payr, elit aussi une appllcatlon surjective et donc bijecti'\rt(al e
" our terminer, il reste & montrer que pour tout .

w < C[X((X., w), (Y, ) et v = CY((Fy, v, ¥i,0)

le diagramme suivant est commutatif

(0) =

CIY(SAX,, w), (Yo, 1,)) Pupry » CIX((X, w), (V) f (1))
CIY(3,(u), v) C/X(u, f ()
| 'tl"'é y
/ (Zt(-Xzs ug), Y,, ¥,)) Pugts _,.C/.X((X,, ’Ua){r (f‘(Yt)l f‘(vi))
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Il faut montrer done que pour tout 0 e C/Y((X,,fu) (Y1, 0)) |
on a py.,, (v8u)=Ff"V)oun (0)u et pour cela, que fof (0w, (B)0 = |
= 0u, ce qui est évident car of () Pune, (006 = Bf1 Cuyur, (0)u = vlu,

2.06. Proposition. Soit C une calégorie @ limiles projectives et induc- |
tives finies. C est une catégorie cartésienne sst pour tout B = |C |, le fone-
teur B* admet un adjoint drotte mg .

Démonstration. La suffisance résulte immediatement car si m, est
un adjoint A droite de B* alors 7p B* est un adjoint & droite de 35 B* =
— ( ) x B et il est suffisant de prendre ( )= =z B

Réciproquement, supposons que ¢ est une catégoric cartésienne
et soit (4,f)= |C/B |} sifph: 1 — BP est le morphisme qui correspond
app:1l x B> Bpar I’adjonction cartésienne, définissons = #(4, f) comme |
¢tant donné par le produit fibré suivant

TtE(.A,f) s AB
fB

i ol {

i Ps - B

o, ce qui est la méme chose, par le diagramme exact sulvant:

wlds f) ————

_’AB fB _’BB

—

1
W 48 "Ph

Puisque pour tout C & |C}, le foncteur A® commute aux limites
projectives, le diagramme suivant de Ens est un produit fibré

C(C, 4, 1) ~ C(C, 4%) = - C(C x B, 4) |
¢, ) ¢(C % B f).
) CCPY__ _ ¢(c, B) - + ¢(C x B, B)

o1 'application horizontale de la base fait correspondre a Yunique mor-
phisme wo: C—~1 le morphisme €5, 5("Ph @¢ X 1,)=ps: CxX B~ B
Puisque C(C, 1) est I’ensemble  singleton,

) G A ) = {g: € x B o Alfg=pst = C/B((C x B,ps),
(4, /)= C/B(B(C), (4.))

et de la définition de w5 il suit la fonctorialité en C et (A, f) de ’iso-|
morphisme "), il résulte que =z est en effet un adjoint & droite du fone:

teur B
1l résulte en particulier, en tenant compte de la définition de 7z

que pour tout A, B & |C|, on a le produit fibré
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Az ~+ (4 x B)®
pB

1

1 ‘Ph . Blﬂ

ol p :2zg7><cf Tl B csi':g la dguxiémc projection du produit direct.
. .07. Corollaire. Soit € une catégorie & produits fibrés et 4 limi
miu(c}uges %nzcs. Le foncteur f* admel un adjoint @ djrroite T ;ou:??i?;‘i
Fi ED ) s 2), Ssi pour tout B = |C |, C/B est une catégorie cariésienne.

émonstration. En_efl_ct, f: B, - B, est un objet (B;, f) de C/B
C/B. cst & limites projectives et inductives finies et (B,, f): C/B f-:
4‘(0/32)/(,3’ S} peut sidentifier avee f*: C/B, - C/B,, abstraction
faite d_e.llsomc)rphlsme (C/BYM(B,,f)= C[B, et il suffit d’appliquer la
proposition précédente. B

2.08. Proposition. §i 4 4 B % C sont d 3
CUT s

posables dans une catégorie ca;;és-ie;;w C alors e

wel4, gf) = (D, g) X mgld, f) = (B, g} n TCB(A,f),

oit Uinlersection est considérie dans S - .
de l,Objb’t jinalc 1). s Sub (1) ("— la classe des Sous-objets

Démonstration. Le  diagramme sui i i
oct commoei o ivant canoniquement construit
B 7
FiolA,8f) o a° . =
v AL
T.iB,g P gt ad - 88
- (gt I
vy \ /5 /5?
y c
- cB

En effet, les diagrammes I et IT sont commutatifs car { )} est un bi-

foncteur ; du diagramme commutatif

B B
g g
1

¢ h

- I F

il résulte, par Padjonetion eartésiecnne, €7 ‘pl= g% p} ; les autres diagram-

mes sont évidemment commutatifs,
2 — Matematici
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i8

is ¢ intérieur du diagram-
Puisque g7 est un inonomorphisme, le contou

i i¢té d'uni-
me suivant est commutatif et par suite, en vertu dlfisﬁepioxfigﬁeen,(A);
versalité du produit fibré, 1l existe un _monon:{orp ST g e
rlA, gf) = ms(dsf) qui rend commutatif les deux triang

diagramme
8
(AL F] et A
B \ o
\
/%M g.f]
B8
14 -~ B
!PJB
Sic . BS x A¥ = AS, Comn: B¢ x A% - B sont les mor-
1 CyBr A »

et - Padjonction cartésienne,
phismes qui correspondent respectivement, par Fadjo

aux morphismes
: n en.a
BE x A% % €2 B¢ x € X g ten X A” g gz, 4P x B2 A4
A

ei
_"_&B_LEB__,B « B = BE x B 22, B,

' > die ivant est commutatif.
on peut constater facilement que le diagramme su

[
C, B c.8A _ C
WC{B.g)xgcqt—'\.U = g \,qc—-——-——--""""B
g Xt
.
8

P 8- %a 3

(0 e,
T i89) «?!%% ' i

il résulte un morphisme

iété d'uni ité it [ibré, : g
De la proprié¢té d universalité du produit [i 1 resudte it le. din-

unique g: wc(B, &) X ruld, ) = el &f) qui
gramme suivant
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[ 8
yfc_(a,g)xjrs fA,f}] ————p8"x A
Y . C
\\q Y'BA
a ¥
| (A 2
| 5fc 2F] A
/' l 191)¢
{el
1 c L ¢
Pour déduire que g est linverse du morphisme canonique <w¢(f),
nfd f) = el gf) - mo(B, g) % my(4, f), il suffit de remarquer qgue
s

U -+ 1 cst un sous-objet de 1, alors il existe au plus un morphisme
de but U car si u,v: X 5, U sont deux morphismes de € alors iu= v
| (car I est un objet finale) et done w= v car ¢ est un monomorphisme.

. La proposition est entiérement démontrée si nous remarquons que le dia-
| gramme

nel B, g X (A, f) » (A, f)

I
| '
[

EC(Ba -;j) -+ 1

i est un produit fibr¢ (done une interesection).

§ 3. Interprétation des foncteurs X, et f* dans Ens.

3.01. Catégorie cartésienne Ens des ensembles. La catégorie Ens
posséde des limites projectives finies car elle admet par exemple, des in-
tersections ct des produits directs finis. L’objet finale 1 de Ens est le
produit dircet de la famille vide et il est isomorphe A tout cnsemble con-
tenant un seul ¢lément. Nous désignerons par {*} l'objet final de Ens.

La catégoric Ens posséde des limites inductives finies car elle admet
par exemple, des cointersections et des sommes directes finies. La somme
directe d’une famille finie d’ensembles coincide avee la réunion disjointe
de cette famille d’cnsembles. L’objet initial 0 de Ens est la somme di-
recte de la famille vide et il est isomorphe & Pensemble vide &J.

Si (py, A,) et (p., 1.} sont deux objets quotients de Pensemble A4,
c’est-a-dire si p,: A4 —» 4, et p,: 4 - 4, sont deux applications surjec-
tives, alors la cointersection de (p,, 4,} et {p,, 4;) est (p, A/R) o R
est la rclation d’équivalence la moins fine sur 4 contenant R, et R, .

Rappelons que si f: X - Y est une application d’cnsembles, R,
désigne la relation d’équivalence sur X définie par

ssi f(z)= f(z').

Rappelons également que Pensemble des objets quotients d’un en-
semble 4 est muni de la relation de préordre partiel définie par: (p,,
4,) < (p2, A.), ssi il existe une application 0: 4, - A, telle que p, 6=p, .

Rz
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Pour tout couple (4, B) d’ensembles, B#= Kns (4, B). La fonction

enp: Bixd- B est la fonction d’évaluation, c’est-a-dire la fonction
définie par:
el fs a):ﬂa)-

On vérifie aisément que pour tout ensemble
nonique

C, Papplication ca-

o428 : Ens (C, Ens (B, 4)) = Ens (C x B, 4)

est une bijection, fonctorielle en C
La fonction coévaluation ép: B — (Bx A)*estdéfinic par ¢(b) =
=f, oit fy: 4+ B X 4 est définie par f,(a)= (b, a).
3.02. La catégorie Ens, des ensembles finis est une catégorie car-
tésienne, sous-catégorie pleine de Ens.

3.03. Pour tout ensemble A, la catégoric Ensfd peut ¢tre inter--

prété comme ¢étant la catégorie des familles A-indexées d’ensembles et
des familles A-indexées de fonctions.

Sif:
mille 4-indexée d’ensembles et si 0: (X, f) > (Y,g) est un morphisme
de Ens/4 alors {0,: fHa) g a) a s A, ou 6, est la restriction de
0 & f-*a), est une famille A-indexée de fonctions.

Inversement, étant donnée une famille A-indexée d’ensembles

{Xbeea, soient X =11 Xo (= U (X X {a}) ct f: X — A la fonctiony
A

ae agd
aétinie par flz, @)= a3 (X, f) L4 objet de Ens/d. Si {01 Xa > Yohoeu

est une famille A-indexée d’applications alors 'application 0= 11 t, ¢
agd

X - Y définie par 0(z, a)= {0,(z), a) est un morphisme de EnsfA.

Soit f: 4 » B et soit 5,: Ensj4 — Ens/B le foncteur défini sur
les objets par 3, (X, p)= (X, fp)- Nous nous proposons de caleuler (2
(X, p))p= (fp) 1 (b) oad. 1a fibre de fp au point b = B.

(fp)* (b) = p 1S ()= (= a)jz = X, a = f1(b) ct
- pla)= a}= {(z, a)a s f-yb)ct z =pHa)j= 1 P~ Ya)-

aes to

Ii résulte doneque 3, (X, p) =1 1I

bEB flay=b
des familles d’ensembles
2 ({Xa}ae RE {r m]_[ Xa}be B

1=b
En particulier, (34 (X, p), = uAp“ Ya)= X= T 4X, ). Si(Y, q) €1 Ens/B'}
[ 13

et a= A alors (J* (Y, ¢)) = (}*q)) Ha) = {y= Y[fla) = ay)i= ¢ {fla)=
= Y,q et donc Y, q)= qu- Y fla))= HA Yas ou, dans le language des

familles d’ensembles F{{¥Ysren)= {Ym}aca-

En particulier, (A, =Y. =Y = Y x {a} et donc AY,q) =

=Y x {a} =Y x A.
acd

§ 4. Exemples de catégories cartésiennes.

4.01. Si € cst une petite catégorie alors la catégoric €~ = Fonct

X — A est un objet de Ens/d, alors {f {a)}eea est une fa-!

nonique

p~'(a) ou en utilisant le language §
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-] h v o le
(€ ,eLtll?sr)l dest.plc_falscrgaux d’ensembles sur C est une catégorie cartési-
:111: :.C ‘d par 'lit‘ll.!ller, sl }ff est un espace topologique alors X*(=la ca-
1;:::}3] Cﬁe?e];;rcl_zus'ct:eaux d’ensembles sur X)est une catégorie cartésienne
g imites projectives et inductive i :
‘ ¢ 2 s existent et se calcu
argument par argument. L’objet final de " est le préfaisccau e déli?lrlllt;

sur les objetls par:
e(X)=1{1 VvXe|C}
et sur les morphismes, d’'unec manicre évi
les morphi s d idente.
L’objet initial de C* est le préfaisccau & défini sur les objets par:
F(X)y=g, VX e]C}
ot sur les morphismes, d’'une manitre évidente.

Pour tout couple (S, T} d’obj A :
ini sur les objets ;E)ar: , T'} d’objets de C*, ST est le préfaisceaux dé-

STX)= C hy x T,8), VX =|C]|

et surL les morp_hismes, d'une manicre ¢vidente.
¢ morphisme d’évaluation

€p,5 ST X T -8
est la transformation naturelle dont la composante d’indice X

erss(X): STX) x T(X) - 8(X), X <[C]|

| est définie par

er; s(X) ((n, 2))= nx((1x, @))-

On vérilic aisément que pour tout objet H de C* 'application ca-

'S : C~(H, ST} - CNH x T, S)

. est unc bijection, fonctorielle en H.

En effet, si H cst représentable c’est-d-dire de la forme hy, X €| C |

alors, en vertu du lemme de Yoneda
2

CA(hX N ST) -~ ST(X): CA(hX b T, S)

et pour le cas H quelcon i

t pour 3 que, on tient compte du fait quec H

l(un;t‘(;‘r ill'nductn.'e de foncteurs représentables et que dans %" le fgfltctl::ne
commute avee les limites inductives. .

Le morphisme de coévalution

ers: S = (§ x T)T

est la transformation naturelle dont la composante d’indice X

ers(X): S(X) - (§ X TV (X)=C"(hxy x T, S x T), X €|C},

est définie par

er,s(X) (z)= ¢" X 1r,

ou T H . H
¢°: hy » 8 cst la transformation naturelle qui correspond a z par
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I'isomorphisme  de Yoneda, cest-a-dire Punique morphisme fonctoricl |
o*: hy — § tel que ok {iy) = . Remarquons quc si € admet des pro-
duits directs finis alors pour tout objct X de C et tout objet § de C* on a

Shx =~ S(X » ()

En effet, pour tout objet ¥ de C, on a
Sx(YV)=C" (hy X hy,S) = CMhgy »S) = S(X = Y)

Si T est un objet quelconque de C*, on a
ST(X) = C*(hxx T, §) =~ CNT < hy,S = C(T, §"%) = C(T. S(X > ( Dk
1 existe une catégoric cartésicnne

C — C'. Dc plus, si € est une
limites projectives finies

Pour toutc petite catégorie C,
+ et un foncteur pleinement fidele h:
catégoric cartésicnne alors h commute avec les

et avec Iexponentiation.
Il suffit de prendre C'= C"ct h le foncteur de Yoneda qui csth

pleinement fidtle et commute avec les limites projectives  quelconquesg
existant dans C. Il reste & montrer que '
v4, B e {C]

hpa == hi4,
Mais, pour tout objet X de C on a,
(X)) =~ C(X, BY =~ C(X =< 4, B) =~ Crhyy: hn) = Crihy = Ry,
hy) = Wt (X).

4.02. Si G est un monoide alors la catégoric G-Ens des G-ensembles
A droite est une catégorie cartésienne.

En effet, si € cst la catégoric associée au monoide G, c’est-a-dire
la catégorie & un seul objet X et oit C(X, X)= G, alors la catégorie de
G-ensembles A droite identifie a la catégoric €~ oll unc transformation
naturelle de C* est une application de G-ensembles.

L'objet hy de C* s'identific 4 G considéré comme G-ensemble &

droite.
Si § et T sont deux G-cnsembles alors S

défini par:

. T est le G-enscmblef

(s, 8) g= (sg, 12), Vs & S, vte T et Vg =0G.

et par suite ST est I'ensemble de toutes les applications de G-el
sembles de G T dans S. ST est muni d'unc structure de G-ensembl

en définissant 0.g comme Papplication définic par:
6. g ((g’! t))_ 2. (gg's t)a
g G teTeth: G x T — S cst une application de G-cnsembles.
L’application d’évaluation
eps: ST x T = 8

ol g,

est définie par:
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er,s ((0, )= O(e, t).
ou & e§t I’é_léms:nt neutre du monoide @.
L’application de coévaluation

. erst S = (X T)T
fait correspondre & tout élément s de §, l'application
o ers(8): G x T =4 !
définie par: 7.5{6) ’ oo
Rem er,s(s) (g )= (sg, 1)-
arquons quc si G est un groupe alors une applicati
: ) alors g at
G—en’i:mbles 8: G x T — 8§ est bien définic par ses vl:)mll)eurs 100?6 (g)c
T, car pour tout g =G, O(g )= Oeg. iz > g)= Ue, whg
' en résulte que toute application de G-ensembles 0: G x T = S
détermine une application d’ensembles §': T' — § définic par:

0" ()= O(e, t), Vt = T.

Réciproquement, toute applicati ’
ipro , pplication d’ecnsembles f: T ‘termi
une application de G-ensemble f': G X T — § défin{e pn‘r-_:} R

et b Jlg, )=fte g Vg =G, vt =T
est évident que f'{(e, t))= f() et que f" est bi icati
D e G i ¢ _bien une application de
21,(%, i JUg 0 g)=J"(gg, )= flg g &) 8% = JUlg ) 8 =
. Decequ précede il résulte que si G cst un groupe, § i
;lf!el‘ a I,enserflblf des fonctions de T dans §, gaultlr:::;nellt p&:;;:t fpﬁe?c
foncteur d’oubli (,1 - Ens, qui a tout G-ensemble associc ’ensemble sous-
ﬁcent_ p_réserve Pexponentiation et que la catégorie G-Ens, des G-ensem-
es finis est une catégorie cartésienne méme si & est unf groupe infini
B .4..03. La cs!tégo.rie cartésienne Ens des morphismes deDEns. Si € =
-h.{z,_j, Iy é,, 14 (; — 4§} est la catéporie aveec deux objets et trois mor-
phismes, €~ s'identifie a la catégorie Ens des foncti ‘est-a-di
R : tég e onctlrons, c'est-a-dire la
phis%n o es objets sont des fonctions ¢: X, —» X, et dont les mor-
S X, - X)--({':Y;,-F)

sont des couples f= (f,,f) de fonctions telles que f't=¢

e ?In} pg;:mzl(l?r,_ ]eIpréfaiscea'u h; s'identific éql’a]{plicat{cil; canonique

g - {4 )= {1} et h(j)= &, ct le préfaisccau h, s'identifie a

_'I;‘p oil canonique {I;} — {u}, car hyff)= {u} et h(f)= {{;; h.: i

h‘(_,,Iesi a.trangformatlon naturelle de composantes f,(%) : J{’1 }“;» {fu}
) (I)=1u: k()= & = {1} ct s'identifie au morphi;me i ,

z - {1}
hul(3) huti)
{1} — {u}

de Ens,
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4.04. La catégoric cartésienne ¢~ des faisceaux d’ensembles sur un
petit site (C, 7). Soient (C, <) un petit site, i: €~ = €~ le foncteur d’in-
clusion des faisceaux dans les préfatsecaux, a: C* - €~ le foncteur fais-
ceau associé, adjoint i ganche du fonetenw i et commutant avec les li-
mites projectives finics. La eatégorie €7 est une catégoric cartésienne.
En particulier, si X est un espaco topologique, la catégorie X~ des fais-
ceaux d’ensembles sur X est une catégoric cartesicine. €~ est unc catégo-
rie & limites projeclives.

Soient J une petite catégorie, I7: J — ¢~ un foncteur ct G=lim .
F dans C*. Montrons que G est un objet de c". 7

Pour cela il suffit de montrer que pour tout morphisme bicouvrant
w: H - K de €*, lapplication canonique

C~NK, G - €11, G)
est une bijection, fait évident, car:

(K, G) = C~(K, lim i . F) = lim C~(K, § . ) = lim ¢ (a(K), F) =~
< - —

J J

w lim C~(alH), F) = lim C~(IL, i (1)) = C(H, lim ¢ . F)= C{I1, G).
— -~

—
J J J

Si pour tout X' & C|, ex: € — Lns, (F e F(X)) est le foncteur
section au-dessus de X, alors le foncteur ¢r= éx . i: ¢ -» Kns commute
aveec les limites projectives car ¢ et ex le font.

1l résulte que dans ¢~, comme dans C*,
calculent argument par argument; cn particulicr,
final, des produits directs, des produits fibrés, des noyaux de
flsche et se calculent argument par argument.

C~ est une catégoric & limiles inductives 3 en particulier, €~ admet
un objet initial, des sommcs dircctes, des sommes fibrées et des conoyaus
de double fléche.

En effet, de adjonction il résulte que le foncteur a commute avee
les limites inductives ct par suite pour toute petite catégorie J et tout
foncteur F': J — €, le morphisme canonique

Hm F — a(limi. F)

— —
J J

est un isomorphisme. Comme lim i.2 cxiste dans C*, Iaffirmation est
démontrée. -

les limites projectives se
¢~ possede un objet
double

J
Si wy:i(Fy) - lime. F,j < J, sonl les morphismes structuraux de
—

J
la limite inductive dans €, alors les morphismes structuraux o;: F, —»

> lim F,j eJ, de la limite inductive dans {7

—
J

du diagramme commutatif suivant :

se définissent & Paide |
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o 4 F’ +
? v;
! 1
. a(uy)
ai (F)) —a(limi.F), jeJ,
-

et il est évident que !
(vy)= i(F;) — > limi.F - ja(lim1. )
s —
J
Pour tout objet F de €7, le morphisme canonigue
lim a{ky,) -+ F
C/F
est un isomorphisme. Cest une conséquence de I'isomorphisme canonique de
lim ke — i(F)
' C/F
ct du I;'alt que a commute avec les limites inductives.
ans C” les limites inductives sont universelles.

Sotent J une petite catégorie, F: J » €~ un foncteur, (v,,G)
s y rj=

= E{n I dans C” et u: H — G un morphisme quelconque de C™.

J
Pour tout j = J C
L , considérons da A c .
les carrés cartésiens ns €* le diagramme suivant avee

’

P Yy , i
’ & . ~ i(H)
t(u)
I U 1
‘ ] ' .
HF;) — Iin i(F,) P N ’L(lG)
J

ol u,,j =.J, sont les morphi
. J, phismes structuraux de la limite i i
p le morphisme d’adjoncti ¢ i ratre e e
E ig),)= e .(]E I}C.thl’l ayant la propriété d’étre bicouvrant et tel
i omme dans C* les limites inducti i
i, “omme dans inductives sont universelles on a (u;, P)=
S 4 me les morphismes bicouvrants sont stables aux chan-
ement: il ré
g Hn s de base, il résulte que al(p’) cst un isomorphisme et, par suite
= ai{H) ~ a(P) ~ a(lim P,) im (23 ’
A= ) = alim (i(F; X G}} = lim (F
i im (i % ) = lia (. X H).
J

Pour tout objet F de C~, le foncteur produit par F
{ ) xFLC -¢C

Al
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commute avec les limites inductives et admet un adjoint & droite

( YW:€C" - c-
Si(vy, B).—liin G, cst une limite inductive dans €7, alors pour
J
tout j = J, le diagramme suivant:

Y >_<_1F___._.., B~ F

G; X F—
P Pr
i )
Y. B N

est cartésien et donc, d’apres ce qui préeede,

{v; % I,,B % Fy= limG; X I'= lim (( )X .G
-~ —

J J

et la premicre affirmation est démontrée.
Montrons maintenant que le foncteur { )« I admet un adjoint &

droite ( ) . Puisque a commute avec les produits direets, il vésulte de
(1.07) que pour tout G e | C7 |, H{G)F est dans €~ ct nous définissons
GF = i(G)"*). Pour tout Xej1€l,ona évidemment,

C™(ahy GF) = C(hy {(G")) = {(GF) (X)= {GY"(X) =~
~ C(hy X i(F), (@) = € (ahx % @iF. G) = C(ahy % F, G)

onction est vérifié pour les objets de €7
Sj H est un objet quelconque de C~, alors
¢t de la premiere affirmation on a:

et done lisomorphisme d’ad]
de la forme a(hx), X & {C 1.
H=lim a(hyx,) et compte tenu

-
C/H
C™(H, GF) = lim C™(ahy,, GF) = lim €™ (ahg, X F, G) =
— —
cil cil
=~ €~ (lim (ahy x F)G)= ¢ (H < F,G).
oI
4.05. La catégoric Cat des petites catégories est une catégorie car
tesienne.
itial de Cat ct la catégoric null

La catégorie vide O est un objet in

1 (3 un seul objet et un seul morphisme) est un objet final de Cat.

Si A et B sont deux petites catégorics, désignons par A %

catégorie définie par:
AxBl=|A|xIB]

(A x B)((4, B), (', B')= M4, A') % B(B, B'),

]a composition des morphismes se faisant composante par compoSaniy

On a deux foncteurs canoniques:
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P.:AxB A e P.:AXxDB —+ B
(A, B) ~vorrnminminsnne — A (A, B) rminninmininnrnns — B
(u, v) % (u, v) v
U 00 % SO— B (47, B oo N

Etlt.()[:]cvi‘lféi ;;lség?e?,vt (gu; (ﬁ }>; ?;tpld’ P.) est un produit direct dans
° s LF ., sont v 1yhi
par K la catégoric définic par: nt deux morphismes de Cat, notons

|K |= {4 = | A |[F(d)= G(4)},
K(d,, A)={f = A(d,, A)F{f)= G(})}

g;;é:;:cﬁgmqlilc?ltllim; c:tlc:sl'l IIIOI‘phlSl'IIES' est induite de celle de A. On vérifie

aisément. que. S0 e sous-catégoric de A et si A: K - A est lin-
nique alors (K, K)= ker (F, G) dans Cat. Il e

que, Cat admet des limites projectives finies o simstelocng

Désignons par A -+ B la catégorie définic comme suil :

A +B|=(A]x{)u (IB]x {j})
(A + B) ({4, 1), (4',4))= A4, 4") = {i}
(A 4 BY((B.j), (B',j))= B(B, B") x {j}
(A + B)((4, 1), (B, j)= F= (A + B)((B.j) (4,2), i#].

St 4 7 rorn g P »
s:;bles?efa_(:efp c({l,;e%)) fni;()?e f‘},B,))( sont deux morphismes compo-
_ + . * 3 2 , )= 4 o ’ B
S gey) et pour tout A A | ct BT om pom 16,280
(msn = (1,7). On a deux foncteurs canoniques : pos e =L,

!
A

U A —+A+B e U,:B - A4 B
A amirmnnsnsninne— (As i) B i d (B’j)
S (f, ) g (8, J)
4 ’ A A l
q crmmrnmrenre= (A’ 1) B nmiminns w~— (B, A}

et on vérifie aisément :
ko petilie atsém nt que {(U,, U,; A 4 B} est une somme dircete de
Soient I, G: A - B d i

A » G — B deux mor hismes de C: i ’
(al_‘n__b(l)fi') _cel'(::s relations d’équivalences sll)xr /B, (tellc: tqlf; pi)oli: {tR !}t{:EI <h
B ojn am;f‘(lan)orghlsor?e) df;_A) Jl1;0]1@ que F(a) et G(a) appar?:il:enr?enetg
B ¢ Gla), Vi s, autrement  dit, tell

p objets (B, B’) de B pour lequel il existe un .tleseqlllgllmg:‘x ::)?Cl!lrtl:
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un f = FI{A) tel que F(A)y= B ct G(4)=B" ou tel que F(f)==1z ¢t
G(f)=1p, on a BR. B, Vi 1.

Ta famille {R}:c, est non vide ear R, € {Ri}ie, OU BRI’ pour
tout B, B’ = |B|. Soit B la relation sur | B | ayant pour graphe l'in-
tersection des graphes de R, ,i = I. La rclation R est la plus petite re-

lation d’équivalence sur | B | telle que pour tout @ = A telle que F(a)
G(a) = 1B | on 2 F(a) RG(a). .

Notous |K'|= |BI/B Pensemble quotient de |B | par Rect B
la classe modulo R d'un objet BB de B. Soit Sg Pensemble des suites
finies © = <Upyeees Wo > de morphismes de B telles que pour tout i,
1<i<n, stu) B dlu ) (8= Papplication source, b= I'application but).

Si == <Uy e Ug > €L U= <Tu senly > sont  deux ¢léments dce
Sp tels que s(vo)l biu,), définissons une composition dans 8z en posant:

U= LDy yorey Do > Sl goees Yo > == SUmosess Vg s Ungeers Ho =

Soit {Rj}es ensemble dcs relations d’équivalence sur Sg telles que:
i) 8t uo= F(f), vo= G(f), f € TI{A), alors <uo> R; <v:>,

vied;
dans B alors <¥e> R; <u %>, vj e dJ;

1) Si ve= %1t
iii) Pour tout B, B = |B| et toute SUite < Up ooy Up > telle que

s{uy,) RB ct B'R bu,) on a

LUy geeey oy 1> Ry <ty yuuey o >
et
< 1g, Up seees o> By < Unseess wy>, Vie=Ji

iv) Si u Rjp et w R, vj & J, et si u'u et v'v sont définis dans

$z alors w'u R; v'v, vji e J
avee la composition des suites).

1 est évident que {Ri}jes # & car elle
R, ol u R,v pour tout u,v = 8z Soit R’ la relation sur Sy dont le

graphe est Pintersection des graphes de R, j=d. la relation B est
[a plus petite rclation d’équivalence sur Sg, telle que les conditions i)
i), iii) et iv) soient vérifiées. )
Notons F1 (K')= Bzx Pensemble quotient de Sg par R et ula
classe modulo R’ d'un élément u de Sgp.

Définissons les aplications source et but

s, b: FI(KE) - K|
/N

———
S( <Up 5evvs o >)= S(uﬂ)!

comme suit -

?)(-Zzt-,._,:..,_ttf, >)= b{un)-

I application s est bien définic car sl nous définissons R, par:

Sy gouey Mo > By <V seens Vo > ssi s(u,) R s(vo)s

alors il est d¢vident que R.= {Rjle
SOy yerey Vo> AMOYS  <Un ey Yo > R,
D’une maniere analogue on montre que b

; et par suite, S1 < Up g
< Uy gy Vo> CL done
est aussi bien définie.

{les relations R;, j € J, sont compatibles

contient la rclation totale |

LU > B <
s(uto) Rs(v0)-

l
<Um seeny U >

]
«
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L;l <1[l ’ Uy > . ux (‘_l | u
e 0o Ct <Um suy 'UO > Sont d(!
oo o dno - ;
t(-]'-; (] uc § L’O)l{ L u’u H CIEfllIISSOllb une CO]HPO.;]thI} dalls Il ‘I{ E) cI ])OSanL

LUy yeeny T =
woseres Vg > Sty geenylly > LU genes Vos U gerey Ug > 3
3

cette con itl i i
eotte 0 1p251t10£' est bien délinie car si <u, >R < .
mveens Uo > R <] ‘ 2orer Uo s yens Up >
oo Bor), Blom) B beLd et dor alors s(uy) R s(u;), ) B b, s(o)R
oL o > <t v,,}:) ct done s{v,) R b{u,). et par suite l6 composé
A Ups yory ¥y > st délini de ' ; mpose
on 5 dans 8z et de pius, en vertu de iv)

b

<U e = ) a s o g
m s 3 vn > <u,, yueny uu> <Im gesey UO > <l(n, i, >
()n verl l‘s(,m(:nt l | O e ", O | L%

1 fl(! als ('[lle Cet (¢ COMIPOSITI

Si l'on pose 1p:-=

. 1g <lg>, B e K| 1 .

dini o : AR , le morph A g

défini, car si nous définissons la rclation I?J sur |Bp| ;151?110 A
1 f e

BR\ B ssi 1;R 1,,
alors 11 est évi
o 1 ]st c*:1dcnt que B, € 'R},¢; Et par suite si BRB', alors BR, B’
;01;1-01;3 cﬁmlf ]_,{.t_. Grice 4 iii), 15, B € |K*|, est un élément 1
i position dec Il (K*) et par suite K* est une catégo;}gmg?
p_om out 17 = |B | et tout 4, € FI(B), on posc K*B)= B et K ;
= < 1, > on aun foncteur K*: B - K* Fn effet, K (u,.u,)= < w
DL o . 1: Wo)= <Uy U >=
o I)I_ l‘; i'uq? LUy > = <Uy > <Ue > =<y > <, >K"{u,) I;'(*:z ) et
L\[o.utrm:‘:'q 1= Tgup. Il est évident que K'F= K'G D
h maintenant que (K*, K*) = coker (F, &), c'cst Y dire pou
s ’ e r

tout foncteur H: B — € tel :
Loutd 1 g L que HF=HG il existe un f aF
, unique, tel que II'K*= H. Ddfinissons e fozctec:lrlc{}f}?r}fffr:

H'(By=1(DB), v =K

et

’ H'{ <?:?_¢0 =)= I{uy) ... H(u,), ¥ <y o ttp > = FI(K”),

d,ggltlizglselilcglgﬁzdj ﬂllledgé’nif;s;ai;ifll défini. En effet, si R* cst Ia relation
BR*'B' ssi H(B)= H(DB"),

alors B* & (R}, , carsi B = Fla), B'= G(a), a € A, alors H{B)= HF(a)=

. HGY((IT): }] Br . : A
— H(By, (B} et par suite si BRB', alors BR*B’ ¢t don¢ II(B) =

L‘i < =
3 noaeery Hog > € SR » aIOI'S pOLH' tout i, l B P < n, S(u{) R b(u )
< -1

3 et v 1 . &
par suite s(u;)R* bu;_,), c’'est-a-dite s(H(u,)) = H{s(u;))= H(b(1t,_,))
L2 {i-1}} =

= b{H(u;_,)) et done | ¢
B (a)) et do e composé H{u,) ... H{u i éfini
<u,," egle; l: ;’glntlon d’équivalence sur Sp (dfg[)'i:iset :)'lsn défini. De plus,
St sees o Vi <Up e Vg > 881 Hiw,) ... H{ug)= I(v,,
n< {(Ric, a(]c(;llr H est un foncteur) )ct pz(:rfn)suig(zim):uH(UO),u iIOIIéS:
3 lors <y yeen, e > Rp <0y ... s Hw .. HY
H(v,) ... U(v,). H' est bieon unﬂ fongt;:ut3 U(?z;’; :et Sl S
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H{(1f)= H( <T;r>= H(ig)= 1y = 18

et
H(<Up yeers B> <y yees U >) = Hl <V yeees Vo Hnoeees Uy > )=
— Hivy) ... H{vo) H () ... Huo)= A <t 0o >) I (<20, o e > )
On a .
H'K*B)= II'(B}= H(B), VBEe |B |,

H'K ()= H' <(u,>)= H{uw), Vi, = FI(B),
1x épalités. En cffet, si H': K" —

et II’ est uniquement défini par ces det
H alors

- € est un autre fonctcur tel que F MR =
H'(B)y= H"(K(B)= H(B)= m(H), VvBe(K

H'( <n yoes Mo >)= H"{ Uy > e U= H'(<itg>)
I <ta>) = H'E*(ata} e K ug)= H{u,) ... H(wo)=

— H'( <ty yeees Yo >}, Y LU, peunslig > & FY{K").

Gi A et B sont deux petites catégories, notons B4 la catégoric
Cat (A, B) dont les objets sont les foncteurs de A dans B et les mor-
phismes sont les tranformations naturelles cntre cCs foncteurs. L’asso-

ciation

et

eap:BA U A——— 7 B
(B, A) cormrnmrsnracmnrasen — F{d)
(7, a} F'(a)yna = na Fla)

(I’", Ar) e s APt et Y F;(‘{lf)

est un foncteur. En elfet, ean 1y, 1= F(la) (Le)i= Yo = leA B(F, A},
et si (v,a): (F, A') = (F7, A7) est un autre morphisme de BA X A,

on a;s
enn(s @) (n, @)= ean(xn aa)=F'(a'a) (5 n)a=

— F'(a'}y F" (@) fana= {(a’) na F'layna= €an (', a') ea.m (4. a).

Montrons maintenant que pour toute petite catégoric X ct tout foncteur
f: X x A =B il existc un foncteur f: X — BA, unique tel que ean(f X

w 1a)=f. Pour tout X = |X |, I’association
HX): A ——B
I RO e - f(X, 4)
o j(l.\ 3 “)
] )
AT s e 508 - f(X, A")
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est un foncteur. En effet, f(X =

e_x.’_: Al’ - .-’1" est un autre mo{-E)hi)sE:u;)de.:jl(:,xo’n] Al)T(TX!)tEaA;;] i ?t i

=f((Le> @) (Le, )=S{1x . @) L, @) f(1x, @)= J{2) (@) f o

s oo el cs/t un mozph’lsme de et si pour tout A‘ = | A

oun, pueocs, (el 1) 700 1) =) (), o (@), 4 <
omposantes d’un morphisme fonctoriel f(x) ~Aj(X) -

- f{X'). En effet, pour tout rphi
K o e PO it morphisme a: 4 -+ A’ de A le diagramme

!
|
|

* s

HX) (A)= J(X, A) — S &1

P JE& A) = J(X) ()

()
X =
.f( ) (a) j-f(]x , ) f(1x, a) — | Hx) (2)
I A i
Fix) (4= f(x, ay — S*1a) ! l
/ P (X, A= (X (A
car (fl@)a )=/ L)
et Sxe, a) f(x, L) = f((1e,@) (2, 1 )= fz, a,
Fl 1) fll g, @)= f{a, 1) (e, a))=
L’association ' S 1) (Ly s a)= Sz, a).
]—i X - BA
A -~ 7(X)
& flz)
!
4 !
D - f(X)

est un foncteur.

En effet, f(15)=1
(lx=f,1,)— ’ x)=tsy car pour tout 4 e A
Ph“;sn{es e-:)) Yixow=1rxya=(1sx))a3 si X_x,X'l" J|Y"'Ol;‘lonat ({lf(],‘,})l —
(}-(m’m)) ;](p?'q"‘b]cs de X alors f(a’ )= f(2') f («) c:; pour tout :;ux o
— rr — ot i e fy L g =
= (j(w,)ij_(m))l‘ i ]\;g t.{((d: 1.4) (2, 1,1 ___f(‘t-’, 1) Hr, 1,)= (H(2') 4 (j(q,)I)A fs
(X, 4) e |X>A<.Al| : ,nz]jm q]uc; (cj{,g (f X 1a) =f. En effet ]-)OUl: -
et > anl/ X 1a) (X, A)= ean(f(X), Ad)= J( P
B o < Al ) S E
. Sifi X :ij\ )e(;?‘{:(g)?ﬂ:rcj-(}‘x’ at)J(w,lAl)zj((lx, a) fa:,llh,t))f__ ;”(’mﬂ);)
B /. Your ¢ o ¢ ’ oncteur tel que ean (f° x1 I s
out X = |X |, f{X)=f(X) car pour tout Ajl éf[a:l;)rlq

HX) (4) = /X, 4) = ,
our tout ¢ = A({)ZL /ﬁ‘)"‘;flf a'\f 1a) (X, 4) = ean (f(X), 4) = f(X) (4) et
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(f x1a) (x> a) = ean (f'(1x) €)=
= f(X) (@) Vyzsy = J (X @)-

-}_(X) (a)= f(1x,a)= €a®B
=f£'(X) (@) (S (1x)a = f"(X) (a) Lrexnn

_ Pout tout z X'(X, X), f'(2)=f(=),
a: (F@))a= flz, L= ean(f’ X 1aNa:]1 = ean(f (@), 1) = (XN (@)= |
= lyxaca (f(@Na= (f'(@)a-

Tout ensemble préordonné (resp. ordonné) (E, <) peut étre con-
sidéré comme une catégoric et toute application monotone d’ensembles
préordonnés (resp. ordonné) comme un foncteur covariant. Notons Préord
la catégorie des enscmbles préordonnés et Ord la sous-catégoric pleine
définie par les ensembles ordonnés. Montrons que Ord est une sous-caté.’
gorie réflective de Préord. ;

Si (E, <) est un ensemble préordonné alors R= {{e, y) = E x Ela<
<yety<gatestle graphe d’une relation d’équivalence sur E compati-
ble avee la relation de préordre dans le sens que si (@, @)= Ret (v, y) =R}
alors z <y ssi & €y

Donc on peut introduire sur l’ensemble quotient E{R= E une re:
lation de préordre "<. €n définissant 7 <Y sst ¢ € ¥ qui en fait est}
une relation d'ordre. L’application canonique

car pour tout A & |A ] on

p: (E’ S)—-}(ﬁ, <) (37_’:%)

est monotone et surjective. On a donc un épifoncteur p: (F, <) = (B, £) ‘
qui est pleinement Tidele car @ < y ssi @ < y ¢'est-d-dire p est une équil
valence de catégorics. La ecatégorie (E, <) n'est rien d'autre que le sque-
lette de la catégoric (E, <).
De la propriété universelle de (E, <), il résulte que I'association
Ji s B @éfinit un foncteur R: Préord —Ord, adjoint & gauche du fone;
teur d’inclusion Ord — Préord et par suite Ord est une sous-catégorie
pleine reflective de Préord.
On vérifie aisément que B commutc avec les produits dircets. Préo
est une sous-catégorie pleine réflective de Cat (= la catégoric des petit
catégorie) ou le foncteur réflecteur R’ : Cat — Préord associc a toute ca
tégorie C 'ensemble préordonné (R’ C, <) dont les ¢léments sont les obje
de C et ot X <Y ssi X, Y)# I
Le foncteur R’ commutc avec les produits directs finis car si
et €’ sont deux petites catégories alors (0 % ) ((X,Y), (X', YN
— (X, X') x C(Y, Y’) et par suite (X, Y) < (X, Y)ssi X < X' et y<Y!
Comme Préord admet des limites projectives et inductives il résul
que Préord est unc sous-catégorie de Cat; de méme, Un
admet des limites projectives et inductives et puisque R commute ave
les produits directs il résulte que Ord est une sous-catégoric cartésientt
de Préord et par suite de Cat.
Soit P— RR': Cat®, Préord 2 Ord et pour toute catégorie
soit 0: Ci‘, R C E, PC le foncteur canonique, ol 0, est le foncteur ple_'

et bijectif sur les objets et 0, unc équivalence de catégories. Si C €
une catégorie cartésiennc, alors P(C) l'est aussi; puisque 6, est une équq
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valence de catégories il suffit de montre

S r que R'(C) cst une catégori

galltcstl_c?n.c.f_lg est évident que R'(C) admet des ]inlites projccativggré?;

:-n(.uc Bl\\cs finies puique € en admet. R'(C) admet ausst 'exponentiation

cat A,.‘I < C ssi CBw A,C)# @ ssi C(B,CY#* @ ssi BgCA

Puisque ([14)< X ssi Ol A, , X i Ty, X i :
q ,(yl =X ssi Cf,ul'l' s X)#E ssi Il {Ad,,X) # @ ssi C{A, X)#

. . v - L T 1
pour tout 4, 1 <¢<n, ssi A; < X pour tout 4, 1 < ¢ < n, ct de méme
k]

n
X gi.ﬂ A; ssi X < A; pour tout 4,1 < ¢ < #n, il résulte que 6, commute

1
avee les sommes directes fini rodul i ini
e s directes finies. aux produits dircets finis et 4 I'expo-
4.98. La catégorie cartésienne d chres Sgori ;
. ug cotri%lp ‘ *?ac! el ¢ des coalgébres d'une catégoric cartésienne
Soient € une catégorie cartésienne ct G= (G, 4, 8 i
‘ . : g I = ((7, 4, 8) un cotriple e:
a gnud;lc ‘(‘c.a.d. que ¢ commute aux limites pro?jectivcs finitIeI;) sﬁl"{aét
La catcg((})ucdﬂg des G-conlgibres de € est unc catégorie cartésicnne .
n)’ C admet des limites projectives finics, Soit F: I — C; un fone-
teur défini sur une catégorvie finic I ct soit F(#)= (X, &) Gi e I. Du
f;;t. que. (l? commute avec les limites projectives finies, il résulte qixe si
(Xs3p)= im X; dans C, il existe un isomorphisme unique 0: G(X) -
iel
- ](I_Iﬂ G(X,) tel que = 0=G(p;), Viel, ot m: lim G(X,) - G(X,),
el &
iel, .sonft lef mo.rphismcs de structure de la limite ‘S:'Oiective.
S10: X - lllh G(X;) est 'unique morphisme tel que =, 6'= &, p,
el
vi = I, alors on vérific aisément que (X, E= 00/ ¢
o on e B que (X, E= 0’} est une G-coalgébre
De 1 o
¢ la construction des limites projectives finies da il ré
: st ¢ Y ans C., il
gute ll’c hioncteut- d’oubli Ug : C¢ — € cst exact & gauche. Si w . -1 é?f;l}ti
S ll.zomorp}usme canonique, (1, (wgy)™?) est un objet finfl(ll)c.lc C -
- ) Ca :qdmct des limites inductives finies. Si agq: U —vG(Oc): est
) c(l%c nz)mpl.usme. possﬂ)le_, (0, @g)) est un objet initial de Cg. Si (X
: (1)I1’1n1:3 : ,dil‘zc)c tsc(;ni(:s dc;lx o%]ctst;e (CS(: C,ts' si nous considérons dans C ltlas’
s di s {51,835 XipdXa), (S, 3 G(X,) 11G(X,)), alors il exist
zllgoxopluspl_c 111‘_1)1(1uc 0011022 X11X. - ’G(X,)l L[G(XE)Z))tel que B,‘];l%(;
% G()i( g_.Yz)_ lt,.l. et aussi un mor'phismc unique 9: G(X,) [1G(X,) —z»
B¢ 1 j(j‘} eh N e 0quc 068 = G(Si)’ i=1, 2, On vérifie aisément que
-S,i } Iﬂ]:IJ 2‘5 (0, 1102))= (X1,6,) 11{X., 0.) dans Cg.
69— cok’e? : (X, 0 > (Xg . O_) sont deux morphismes de Cg et si
| apvigs t [(jj, £) dan§; C, 1l existe un morphisme unique 0: @ I'GQ tel
g)—-e (q) Ig et on VC’l‘lflC aisément que (g; (@, 0))= coker (f, g) dans C
Y de 0 ngu..:(]:gttzzr(c)le.lﬂexi}r)oilrentiation. Quels que soient les E)biets X gt
BB Inl.s (X, ):’G(X ) X G(Y) - G(X X ¥) isomorphisme
el donné par 'exactitude & gauche du foncteur G. Soient

(4,
@) ct (B, ) deux G-coalgtbres dans € et soit 51 G(A®) 5 G(A)y®

= Matematicy
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le morphisme qui correspond par Padjonction cartésienne au morphisme CHAMY v € H(G(A") B)
g1 G(4%) x G WD, GL7 > B)“an |, G cad. Punique morphisme (%) 2 G(B) ~ - G(G(4" x B)

tel que ecasen (: K Vop)= 5. ~ .
Si (C, k)= ker {G(2) GIG(AY¥)) Gis) 34 ), alors de I’exactitude

A gauche de 6. il vésulte que (G(C), G(R))= ker (G(a"), GH(G(A)P G(s) | L 04" B

e Ol .__ BY Jo om MO S Bk = l' G(.17) % G(B) — ! -+ G(AY X B
G(SAB)) ct dC G ('3'. ) 8_43"» -S(G(.,“)B G(d )k == 8‘(;(,|]JBG((GA) )G(s) 4B k = | X )
GH(GAY)S . a8G(s) 8.8 k= G* (GA)P) G2(5) Beealy B 40k —G(GAPGs)G(8.8) | 31 résult e
38k il 1-6.;:1I|l)c un nmlrphismc( unique ¥ (r,:(l»)(s‘(,l‘ tel que G{k)y = 3.«;’»‘- ](l) (1‘;%;1”)‘0 ]?)1;03 (;'(r,,,n) O(G(A"),  B) (3.2 x Vo) = Gles ) Glnas 1n)
(4, )28, Le (G{A7) (8.8 % Vo) = G (ean) 0{AY, BY(G (r.48) X Tom) ({848 X

Glna) < e Glnas X 1y)

Montrons que {C, y) est unc G-coalgtbre et que (C,v) = ;
{ait que (C,y) est une G-coalgibre résulte des ¢galitds suivantes kney = < Vo) = Glean) 0 (17, B) (Veoaly X Va)= Glean) 0 (4%, B) Velhuam =
== aty G (R} = Tea®) 8k = Taumk =k =Mc¢3 GHE) Glv)y = G(848) = Gle..n) 0017, B). ’ ERERER

G(k) v= G(3.8) 8.8 k= Seraly Sak k= 8arab) Gk) v =Gk} 3¢ v compte tenu Byl BTV = , g N
du fait que & ct G*(k) sont des monomorphismes. L3 e PG =1 @ BGIG(APYGE(5)8 8k =G (A1 g 62 G(s) 3.2k =

Montrons maintenant que si (L, %) est une G-coalgebre il existe un
isomorphisme :

{18 e T " ~A
= G("If $hacal) 8-!”":- G(A)5 1 5.8k = G(A)Psk il résulte, par 'adjonction
cartésienne, que a v 8(k X 1) = G(eary) 0 (Ag, B) (1gam X B) (h x 1, =

Gl (GG, BY (B3 % 1) (1 am . -
) ) (oiat % B) (k> 1) = G(.43) 6 (G(A®
B) (5. £) (k x 15, De ces dygalités’il résulte l’(:,n__{g)lité Ny

C(.‘((f‘: }‘) (-B» [j)s (l: C):)) = C(s‘((Ls }\)’ (C’ Y)'

Siow: (Lo2) < (B, 3) — (4, a) est wun morphisme  de G-coalgtbre, on a
un morphisine w: L I} - . dans € et par suite, par ’adjonction car-

| im0 4 ) )8 (GUA") TG X B < Tl X )=
= Gln) 0(GLY), B) (G) v % B) (v 5 12) = G(n.8) 0 (G(A"), B)(GUE) x
X Veom) £ AB) (@ X 1) =G (5.) 0(G(A®), B) (G (k) X Lew) (yv X B) =
= G(r.2) HGUAY), BY(G(R) X Yom) (G} X > B = Gl an) 0 (GLAP),
BY(GUR) < Taom) (G) X Vam) (2 % B) = Go) 0L, B) ( x B).

Montrons que les deux applicali i i
) s qu ¢ x applicalions construites ci-dessus s i
verses Pune de l'autre. s sont

Si 'on part avee uw: (L, 2) x (B, ) = (4, a), alors v: (L, » > (C,v)
est Punique morphisme tel que Av= G(ihc) ». et en revenant, nous obte-

N

nons v i 1 L o A

ca:tz';il:n nml.lphls]‘n‘e w'= a8k X 1g) (v 1,;} auquel, par l'adjonction
sienne, il eorrespond le miorphisme  skv. Done pour montrer que

f— v + 3 ~Arifiop " M —_—
w=u, il suffit de vérifier que u = 7,8 kv, fait évident car n,8 kv =
#

= TJ,;BG(‘;}))\ = ;tr,,)\:—-f\'t 1= 2. Si Pon : i
v ] il part avee v: (L, %) — C,v),u:
(L, 2) = (B, B) — (4, o) est défini comme étant le morphifsm)e qt(li 'cc()lres-

Y
tésienne, un morphisme 2 L — 4% ca.d. Punique morphisme  tel que

f',,,n(qu 1,) = . Puisque est un morphisme de G-coalgtbres on a
I'égalité au= Gy 0L, B) (0 x B) qui, par 'adjonction cartésienne, S€
transforme cn Pégalité 2% = (GA)* Glu) 2, ol G(u) est leimorphisme qui

\

correspond & G{u) par Padjonetion cartésienne, c.n.d. 'unique morphisme

N A
tel que feacn (Glu) % 1aw)= G(w) O(L, B). De eap(t X 1g)=1u et du
fait que G commute avee les produits direets, 1l vésulte que G(u) 6 (L, B)=

~

= (e p) G(;b % 1) 0(L.B)y=0(c..x) 0(d?, B) (Gu)X lewm) = S(G(L:)X lam)
d’ov, par Padjonction earkdsienne, G(rr):g'(r'(;t).

. ~ AN N\

De G(xM)Glu) 7 = G ((GAP) G(Gr)) G = G(GAP)G{Gu}) 3 k=
= GUGA)P) G(s) G*(1) & % = G((G‘r_l)ﬁ)G(As) 5, Ghuyn et de la propriété
universelle du noyau de double f{leche, il existe un morphisme unique
o: L > C td que ko Gy n De Gk) v v = S.pho= 5.,8G(w) A = G*(u)
3p A= G""(’:t) G(2) n=G(F) G{v} & et du fait que G(k) est monomorphisme,

il résulte que v € C((L, ), (G, 7))
R¢ciproquement, coient #: (L, 2) ~ (C,v) un morphisme de G-coal-

gebres, u= LI 7, o> A% et w: Lo B — B le morphisme qui corres-

pond par I'adjouction cartésicnne au 1 B
‘ i ¢ ' morphisme u= 7 rkyv el, cn re-
nant, nous ohtenons le morphisme v’ : (L, 3} — (C, ¥), quimest défini coll‘:;tfe
étant I'unique morphisme tel que kv'= G(;l) » et done, pour montrer que
v =1 il suffit de vérilier 1= Gl it ¢vi ‘
g uffit de que kv = G(u)», fait ¢vident car Glulh =
Glv.1) GUk) Glu)n= G(v,.») G(k) yv = G(n,,3) ¥ sBhv= kv. ()

\A O1s 1"" "a‘; S 5 i Ve ¥ ‘l|(3 carac tLI ¢ f()! 1C |:0[ lel
b dIssons au lC(:tClll I(., Ol (]e y [‘ifi(: H

. . . . . " . :

de ld l)]‘l(‘(:l‘l()“ (_'OHStPL“tC Cl‘(icSH‘U.S.

pond & w par I'adjonetion cartésienne, c.d.d. w= 1Bk X 1) (0 x 1)
fal . o . o 5
o b est le morphisme gui correspond B par I"adjonetion carté-
sienne. Montrons que - (L, 1) = (B, B) - (d, «) cst un morphisme de
¢ -coalgtbres, cid. o= G(u) 0 (L, B) (h x B).
De equlnad ¥ 1,.)m=n40 ¢t du dingramme commutatif
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REMARQUES SUR LES FONCTEURS IYINTERIEUR ET SUR
LES IDEAUX DANS UNE CATEGORIE

PFAR
I. TOFAN

Cette Note a pour but de développer, dans le cadre de la théorie
des catégories, quelques notions de la théorie des demigroupes. Soient
@ une catégoric, | €| la classe de ses objets et @(X, Y) ensemble des
morphismes de Xay (X, Y= €.

1. Soient | €'| une sousclasse de | € | et pour chaque X, Y e|e]
un sousensemble €(X,Y) de €(X,Y). Le couple constitué¢ par | €’ | et
par la famille d’ensembles {€(X,Y)/X,Y = (€ |} sera nommé partie
de @. Les objets de | @' | sont nommés objets de la partie et les élé-
ments de @(X,Y), pour tous X, Y = @ |, fleches de la partie. En
donnant les parties @ et € d’une catégorie €, nous disons que e’
est inclus dans @ (€ = €") si |€'|<]|€@"| et €(X, Y)c €7(X, Y) pour
tous'X, Y = | & |3 mous définissons @' n @~ (lintersection) et @'u@”
(Punion des partics) par @ ne =@ |nl e (@ne)XY)=
= @(X,Y)n@"(X,Y) pour tous X, Y =& [n|€"] et respectivement
l@uve|=lelule
(@(X,Y)si X, Y= |€@| Xet(ouYe¢i€'|;
@'(X,¥)si X,Yej€"], X ct (ou) Y&{€ |3

€ (X, Y)ve'(X,Y), si | @) n |€"’| n'est pas la
classe vide et X, Y= |[@ | n |€"];

| ¢ dans lc eas contraire.

e veyXyy= \

(Pour éviter Pintroduction de nouvelles conventions nous Supposerons
que, si on ne fait pas d’autres préeisions, les intersections (€' | n |€" |
qui interviennent dans la définition de @ y €"” ne conduisent pas ala
classe vide).

) Défmition 1. Un .z'déal & droite [gauche] de la catégoric € est une
partic €' de @. qui satisfait & la condition suivante: pour tout morphisme
fde @ et toute fléche g de @' si f, g, sont composables f.g[g.f] alors f. 8
Ei%u{ } eQSt)ﬂe[the ds QE' (il en résulte que lu source [U'adresse] de f est contenue
dans @'). Un idéal qui est en méwe temps a droite cl 1 gauche sera nommé
idéal bilatére. ! g e
La notion d'idéal a ¢té introduite dans la théorie des catégories
_‘Pg:'_t}}- Lavendhomme [2] pour Pensemble des morphismes d’une
Petite catégoric, considerée comme groupoide généralisé. Beaucoup



