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REMARQUES SUR LES FONCTEURS IYINTERIEUR ET SUR
LES IDEAUX DANS UNE CATEGORIE

PAR

I. TOFAN

Cette Note a pour but de développer, dans le cadre de la théorie

des catégories, quelques notions de la théorie des demigroupes. Soient
@ une catégoric, | € | la classe de scs objets et @(X, Y) Pensemble des
morphismCS de X aY (X,Y=1€i)
_ 1. Soient | @'| une sousclasse de | € | et pour chaque X, Yej|€]|
| un sousensemble €'(X,Y) de €(X,Y). Le couple constitué¢ par | €' | et
. par la famille d’ensembles {€(X,Y)/X,Y =@ |} sera nommé partie
| e €. Les objets de | @ | sont nommés objets de la partic et les élé-
ments de @(X,Y), pour tous X, Y = @}, fleches de la partie. En
donnant les parties @ et €” d’une catégorie @€, nous disons que e’
est inclus dans @ (€' = €") si |€'|<]€"| et €(X, Y)c €7(X, Y) pour
tous'X, Y = | "{; nous définissons €' n @ (lintersection) et @'ué@”
(Punion des parties) par l@ne’ =@ |nl€e'| (@ne)lY)=
= @(X,V)n@"(X,Y) pour tous X, Y =€ | n | €'’ | et respectivement
|l@ve |l=|e|ule’]

(@(X,Y)si X,Y<|€]| X et (ou) Y& i€"|;
@'(X,¥)si X,Y<{€"), X ct (ou) Y¢|€ |3

(e v e, YJ-—-W €(X,Y)ue"(X,Y), si [€]n |€'] n'est pas la
classe vide et X, Y= |€@ | n |€"};

| & dans lc ecas contraire.

(Pour éviter Iintroduction de nouvelles conventions nous supposerons
que, si on ne fait pas d’autres préeisions, les intersections | €' | n t@" |
qui interviennent dans la définition de € y €"” ne conduisent pas ala
classe vide).

_ Définition 1. Un idéal & droite [gauche] de la catégorie € est une
partic €@ de €, qui satisfait & la condition suwante: pour tout morphisme
f de @ et toute fleche g de @' si f, g, sont composables f.g1g. /] alors f. &
[g. 11 est fléche de € (il en résulte que la source [Uadresse] de f est contenue
. dans @'). Un idéal qui est en méwe temps @ droite ¢t & gauche sera nommé
idéal bilatére. °

La notion d'idéal a ¢té introduite dans la théoric des catégories
par R. L avendhomme [2] pour Pensemble des morphismes d’une
petite catégoric, considerée comme groupoide généralisé. Beaucoup
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résultats de [1] peuvent étre transposés pour les idéaux des catégories.
Si dans I'idéal A droite [gauche] de € il existe nne fleche o ¢pimorphisme
fmonomorphisme] de €, telle que toute fleche de @ s'exprime  comme
h.u [1. k], on h est morphisme de la catégoric €. nous allons dire que |
@’ est idéal principal & droite [gauche] avce le générateur u (il en ré-
sulte que toutes les fleches de @' ont la méme source [adressc] que u).

Remarque 1. Si Fidéal & droite {gauche] € d’unc catégoric € admet
u, %' comme générateurs alors u= h. ' [u = u". 1] ou h cst un isomorphi-
sme convenable de €.

Eaemple 1. Soit & la eatégorie des ensembles et sa partic & avee
& | = | & et dont les fleches sont les applications constantes. &' estun
idéal bilatere de la catégorie &.

Exemple 2. Soit g la catégoric des groupes et sa parlic §' avee
| g'|= | & | et dont les fleches sont les morphismes f avee Im (f) con-§
tenue dans le centre du groupe adresse de f. g estun idéal bilatere de
la catégorie 4.

Exemple 3. Soit € une catégorie X & [€] ct sa partic @ avee
| €' |= | @] ct dont les fleches sont les morphismes de € ayant la source
[Padresse] X. € est un ideal & droite {gauche] de €.

Dés maintenant nous allons supposer que si on nc fait pas unelp
préeision expresse, les idéaux considérés sont du méme type.

Remarque 2. L'intersection de deux parties {idéaux, sons-catégories)
d’unc catégoric @ cst partie (idéal, sous eatégoric) de €.

Remarque 3. L'union de deux parties (idéaux) d’unc eatégoric €
est partic (idéal) de €.

On peut démontrer sans peine :

Proposition 1. Si @ ¢t @ sont des sonscatégories dune catégorie €
el 1€ | n|€"| estla classe vide alors € U @ est souscatégoric de €,
Si @, @ sont préordondes et | @ 1, | @ | distincles, la condition tmposée
sur 1@ | n @' | est aussi nécessaire.

Proposition 2. Si @' est idéal et €" souscatégorie  d'une
@ alors € n @' est idéal de €".

2. La notion d’idéal pcut ¢tre
d’égaliseur (codgaliscur).

Soient f, g: X — Y des morphismes d'une catégoric @ ct Ia partie €
de € avee | @ |= | € | et avant comme fleches les morphismes g d’adresse
X pour lesquels f. ¢= g. q. @ cst idéal & gauche de la catégoric €.

Proposition 3. Les morphismes f,g: X - Y de la catégoric € admek
tent égaliseur ssi Uidéal @ construil antérieurement est principal, Dans
le cas aftrmatif, le géneratewr de Pddal @' est Pésaliserr duw coup’e ([, g)
De fagon analogue on peut rédéfinir la notion de cocgaliscur.

3. Soit un foncteur ¥: € — D et /D’ une partie de 7. La sousclasse
des objets X de € dont F(X) = | D' |, de pair avec les morphismes fde
la catégoric @ pour lesqucls F(f} est {leche de 7D’, forment unc parte
@’ de la catégoric €.

Proposition 4. i F: @ —» /D est foncteur surjectif par objets et par
morphismes alors @ est idéal de @ ssi (D" est idéal de .

Un probleme analogue pour les souscatégorics conduit 2
vation que tout I': € — D foncteur injectif par objets cst homomorphé

catégorie

ulilisée pour redéfinir la notion
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{nous appelons un foncteur F: @ — o qui satisfait a la condition que
F(@) est souscatégoric de /D-foncteur homomorphe). On peut montrer

Proposition 5. Si €@ est une calégoric préordonée ayant aiw moins trois
objets; alors un fonctenr F: € — D satisfaisant a la condition que F o
nest pas Uapplication constante, est homomorphes’il est injectif par ohjets.
(F, désigne la restriction de F a | € |}

4. Soient € une catégorie et f, ¢ morphismes de @ Nous disons que
fggsil existe un morphisme k de @ tel que f.h= g

Remarque 4. Si F est foneteur de € & @M et f g sont des mor-

hismes de @ satisfaisant & f < g, alors F(f) < I'(g).

Soient F, G : @ 7D des foncteurs (covariants). Nous disons que F LG
si pour tout morphisme f de @ F(f) < G(f)y < F{f) (ou G(f) < Fif) < G(f).

Fn partant de la définition de Popérateur de fermeture [1] nous
pouvons définir :

Définition 2. On dit que le foncteur F: @ — € est foncteur & intérienr
$il satisfait & 1) F(f) < f pour tout morphisme f de @3 2) Fif) < &=
= F(f) < F()

Proposition 6. Le foncteur I': € — € cst Soneteur  dintérieur ss’il
satisfait & 1) F(f) < f pour toul morphisme f de @35 2) F'.F LT

Proposition 7. Si F: @ —» @ est fonctenr surjectif par objets ¢t par
morphismes alors F est foncteur dintérieur ssi I3 1.

La démonstration est immédiate.

Remarque 5. Si les foncteurs F: @ — M et G: ) — € satisfont a
G.F(f) < f pour tout morphisme f de @ et g < F.G(g) pour tout mor-
phisme g de 7 alors G.F est foncteur d’intérieur. Nous appalons connexion
d’intérieur un couple (¥, G) satisfaisant a la propricté ci-dessus.

Remarque 6. Le couple (F, 1c) (ou (1¢ F)) est une connexion d’inté-
rieur (F: @ — @) ssi F L. le.

Remarque 7. Si (F,G) F,G: € - @ est une connexion d’intéricur
alors F.G— G.F ssi G.F L 1e i F.G. Soient les foncteurs covariants I, G :
€-€. Un morphisme f de € sera nommé morphisme fixe de I s'il satis-
faita f < F(f) < f (ou F(f) < f < F({)) ct un worphisme & de @ sera nommé
morphisme de coincidence pour FotG sl satisfait & F(h) < G(h) < F(h)
(ou G(h) < F(h) < G(h)).

On peut démontrer que:

Proposition 8. Le foncteur I': @ — € admet un morphisine fiwe sst
pour tout foncteur d'intéricur G : € — € satisfaisant F.G=G.F, I et G admet-
tent un morphisme de coincidence.
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