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DES CATEGORIES ET DES AMAS
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0. Nous alons étudier la posibilité dintroduire une certajne opé-
ration ternaire sur tous les ensembles 2(A, B) des morphismes d’une
catégoric_quciconque @ 5 si e telle posibilité existe, clle est unique pour
€ (théoréme S)._ Cette ¢tude doune l'oceasion de construire simultané-
met des réalisations binaires propres pour une famille d’amas.

1. Un demi-amas {4] est un couple (G, =), ot T est une opération
ternaire de G, = : 63 = &) satisfaisant 4 o propriété d’associativité ternaire -

Al (30 2 0 0) € G = (e, y, 2), w, v)= (2, T(u, 2, y), vl=
= (. 7, =(z, u, L)
Un amas [4] est un demi-amas (G, =) tel que:
A2 rel=-{na)=na ect
A.3. (T, 4 2) & G = o(=(z, y, y), 2, 2)= <(=(a, 2, 2), s YA
A =&, a2y, g, 2)= <y, y, «(2, 2, 2)).

Soieit o et Bdes ensembles quelconques 3 ensemble des applications
partielics injectives de 4 dans B est notd {[1] et {2]) par @(4, B). A
Paide de la composilion des relations binaives, o : R(B, C} x R(4, B) =
= R(4, C) ol « foa ¢, achb o boc ct de Popération d’inversion =3 :
R(4, B) - R(B, A) ou bs'a « ash, on construit une opération ternaire
w: [R(4,B)]* » R(4, B), ol wlp,a,y)= 7 oo 'op, On vérifie aisément
ue (R2(4, B), ) est un amas. L’tmportance de ces amas est mise en évi-
dence par le résultat de [4]:

W Quel que soit Tamas (G, <), il y a des cnsembles (Ag et By et un ho-

morphisme injectif wg: (G, <) —» (B{d., Bg), «).

On déduit 4 Paide de ce résultat que la rclation binaire homogéne <

G, définic par: @ < b < 2(4, b, a)=a, cst une ordre sur G.

4 Un des buts de cette note est de trouver, simultanément, pour une

ille d’amas, des homomorphismes r vérifiant certaines conditions su-

éntaires (voir le théorime 4).

2. Des catégories-amas. Pour unc catdgoric quelconque, € nous

Serons les notations: Ob @ est la classe des objcts de € ; Mor @
classe des morphisines de €; €(.1, B) est 'ensemble des morphis-

de € ayant la source 4 ct le but B. En absence d’ autres spéci-
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iclle de Mor @ par le sym-|
de @ (cest a dire tels

fications nous notcrons la composition part
bole .; la classc des morphismes & idempotents
que ¥ .@= x) scra noté par Id €.
Soit w un morphisme dans €y
aux conditions : "

4, B). Un morphisme 7 satisfaisant|
1T te= 1w Ct T lt-1e = 7 sera nommé  inverse generalisé|
de w3 ces morphismes 7 forment évidemment un sousensemble (éven-|
tucllement vide) I(u) dc @ (B, A4). On obtient aisément les formules 3|

o we L(u)y=>uu < Iaeau-u < 1de.

17, pelu)=u*= I(v), s

Nous proposons Je terme de catégoric-amas (L. A.) pour les caté.

gories € satisfaisant aux conditions :

C.Al u € Mor € = Hu) # 0,

C.A.2 (n,v) € (Id@y A v = Mor @ = u-v=7u-u.

(Ces conditions généralisent des conditions étudices dans {3]).
Théoreme 1. Quel que soit € une C.A et 1 un morphisme de @, I(x

contient un seul élément.
Démonstratim. Soit u et 7 des éléments de I{x). On a w-n
— (ueweu)w = (w-w)- (') = (-3} (u-u)= (- w)-u= wn. D’un
maniere analogue: w'u= feu, ct puis: u = W oewew == (weu)w = - (u
)= weueur = u, q.ed.

On obtient aisément la formule :

3° ze luyao € lp)aw € Mot € = 0-u < I{u-0).

3. Réalisations binaires des C.A. Nous désignerons par M@ la catégo
comme objets les enscmbles ef comme morphismes de source
B, les éléments de @(4, B) (la composition dcs morphismes de
la composition o des relations binaires). On constate ¢

ayant
et but
¢tant donnée par
pidement que @ est une C.A.

1’ opération ~’ d’inversion des relations binaires définit évidemm
un épifoneteur contravariant complétement fiddle de R dans ®.

Théoreme 2. Si D est une sous-catégoric de € et I'image de D
le joncteur"‘est contenue dans D, alors (D est une C.A.

La démonstration est immddiate ; on déduit aussi ¢

Théoréme 3. Le systéme ariomatique C.A. 1, C.A. 2 est non-com

dictoire et non-catégorique.
Si @ est une C.A. et g uN mono-foncteur ¢ : €

(comme dans [4]). que ¢ est une réalisation binaire de €
nous dirons gu'elle est unc réalisation binaire propre.
Soit € une C.A, U un ensemble d’objets de €. A un objet q
de @. Nous désignerons par A ou g{d) lensemble U é(X,
Xe€

u de @(4, B) une relation binaire
ayant comme ensembles base A ¢t B et définic par: pr(u)g < P=
weurp A g=wep. Evidemment, (1) est unc application partielle de
dans B. Supposons pe(u)g et p'e(u) g5 on ddduit p= w-u-p, p'= - U
g= u-p=w-p’ ct puis: p= wou-p— u-u p'=p'. Donc c(u) € R4

- (P, nous dir
s sie est fid

conque

Définissons pour le morphisie

permutables.
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=v-u-(uplpg=v-p=2p=uwp=rv-vu-p ={wu)(v-u)prg=

= (v-u) p = ven)ogoe von
j%k-ﬂ-)ﬁf_ 17;P”!f(/;_‘r u)qg et pe(v-u) g =p = {@u)-(v-u)p o g=0v-up=
3 = MU LU = DT = o)
= (v-v)-(w-u-u)p =‘5.I;-]Eu-p;é/\v O_“;,:p =pafup) = (”'ﬁ)'(ﬁ'fv‘)‘“‘ﬁ =
SRR g = v-u-p = ple(v) oe(u}] g. Done: k(v)o
On dédutl ainsi
e }Pag:;:;tq‘:lléml qutc ¢ cst un foncteur, «: € = @, Pour mettre cn
e e f r est associé au coupl ' o
‘ c (&2, U) t 5
o , S I 2, nous allons Iz
7 K('i;}b,' ]‘{Clnd‘;‘(]l‘ls‘i)nb aussl quc ge,p st un mo;mf‘onot::ur o/ peotey
éoréme olient @ el D ‘ :
o . Solient D) des CoAd o o ‘dori
si eviste un ensemble U d'objet: ey
RS SR objets de @ ftel que quel que soit un objet A
A U co;mn.gmsi 1N cp-a;nm'ph-a.s'me de @ ayant A comme but 'ef' un
; e U urce, alors il exi " réalisation binaire d
i !B R viste une réelisation binaire de €
émonsiralion. La réalisat ' binai
onst . Lt sation binaire scra d ¢
. - L ; q sera donnde par le fon
mn‘;(i’db(,l.o | l1 ‘plus. h('mt. Dans le but de prouver que Ir(/f/) est pl‘((:)t();:-r
onsiderons des morphismes v e MDA, B) et v = PD(A7, B') tels que (p) _
oA, : eli) =

< e(r). On déduit e{d)= «{d’ )
et puis: uit «{d)={d’) ct &(B) =¢('), donc A= B ct d'= B,

Soit aussi v € €
it auss e @B, C). On a: pl(z) O_;c(ﬂf)] G p=Tup p (p) =

Vyey Voeexy (th-w-p) (i) (op). ou:
xeu Ypeouna et p= (v-o}{it-u pau-p=v-u-u p.

1on particulicr . £t .
dions (‘Iu lthé:)(i‘l;lti?l, pour un ppmmrp]nsmC P {qui existe d’aprés les con-
A N e (v’)’c e) on ded""t_’_ = v-u-%. D’une nianiere an;ﬂoauc
et — {”.(?_}" o) (;_3 :{()?t) =(> v=u-v-v. Si w{u)= e(v) on déduit: u—(; 7 z?)n
= 0) (1) = (w-m-u)-(v-v Dv =1 SR
)0 cst propre. }e( ) p-v = u. On constate ainsi que
4. Structure d' .
contravariant c¢: gﬁnzs Sl::l' une catégorie. Nous dirons que Ic foncteur
due soient les el cst une structure d'amas (S.A.) sur @ si quels
que soient ls objets A et B de @ la formule ~(z, y, 2)= z-e(y) & dé
()'1(: structure d’amas (€(4, B), <) @ g, 2)= = ely)- @ de-
n remar NS
Théoréme qf:lcS'?uQC les S.A. sur @ conservent les objets de €.
thmonstmti(;n‘ = isftfcztuw C..f{,_zl y a une S.\. canonique sur C
a T 1 ) o "
qui conscrve les objets ct wﬁpﬁghgfﬁgmm (94218 if symbole-le foncteur
5 2] T e aque mo i . 0 N
génerzalln:g. f)n vérifie aisément que -— (}:st unerpS limc dans son inverse
gor 5 e S.A.
éme 6. Si 2 est une C.A ¢t ¢ une SSA sur C, alors ¢ ¢t
¥

sont

Démoustration. En  effet a2z = v parz-z = 2 = c(x)-c(@) clx)
; ) ce{a)=

=c¢(z)p c(Z)-elr) elz) = o
3 on;f;::’ E?i)(izg(fgm) = ¢(z), done, quel que soit un morphisme z de
eoreme 7. Si €

§ al%:f ¢ est i joncﬁuisrir::;?ugf} ccg,étziégecfans eto une S s
y =fn’tcga.:(r}:)fw{:i. En utilisant A.2 on déduit: [ = Mor € = f-e(f)-f
X)), Soit / - 3 al‘l;, dans ce cas particulier f= f!, donc f = (e(f)]7's
B Soit b des morphismes de @(4. B i Paide de A3 on dé-
o S o [elg) 0 g] = [k o o(h)] 0 ¢*(f) o [e(g) o g]. On ren

g) og cst Papplication identique de pr.g ((Tomainc de 135[('1 xllecii
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tion de g) et hce(h) cst I’application indentique de prah (domaine des
valeurs de h). En choisissant h—= g=c*(f), lcs formules déduites assurent

que f=c*(f). _
Coroliaire. Si € est une C.A. contenue dans 2, il y a une seule

S.A. sur €.
En effet, la condition A2 appliquée pour fet ¢(f), nous assurc que
c(j)=f. SN I r r
Théoreme 8. Si @ est une C.A, il y @ wne seule S.A. sur e. | A GENERALIZATION OF THE CONCEPT OF NEAR RING:
Démonstration. Supposons par absurde que ¢ ct d sont des S.A. INFRA-NEAR RINGS o
distinctes sur @: c’est & dire qu'il cxiste u = @A, B) tel que c(u) # oy

A4 et B.D aprés le théoreme 4 il y a un foncteur bijectif #: @ — &
ott & est une sous-catégorie de @. Evidemment & est unc C.A. Mais r(c{))
et ¢(d{u)) sont des inverses généralisés de e(u) donc rle{u)) = x(d(w)), €éga-
lité contredite par e{u) # d(u).

Une démonstration analoguc permet de renoncer 4 la condition que
@ est contenue dans @ dans le théortme 7.

Théortme 9. La condition nécessaire et suffisante afin que la caté:
gorie @ soil unc C.A. est Pexistence d'une S.A. involutive sur €.

Démonstration. La néeessité de la condition énnoncée a ¢té prouvée
plus haut.

La condition A.2 assur¢ que ¢i ¢ cst une S.A involutive sur L)
alors quel que soit un morphisme u de €, c(u) cst un inversc généralisé
de u. Suposons quc admet encore un inverse généralisé ; puisque ¢
est involutif on peut la désigner par  ¢(o). On a done: u-c{v):u =
w o) u-e(v)= e(v). Ces égalités deviennent, grice i Vinjectivité de e:
(u, v, U)= U A (v, u, V)=1v ou v LU AU < p, donc w = V. Il résulte
ainsi que si ¢ cst une S.A. involutive sur @ alors quel que soit le mor:
phisme » de &, le seule inverse généralisé de u est c{u).

Soit x un idempotent de €5 on déduit que P'inverse généralisé d
x est @, donc e{z)= @ et par conséquent : 2= x-c{z)= c() .

Si z et y sont des idempotents et appartiennent & @4, A) on dé
duit & Paide de A3: 2-y= 1,-cf{x)-z-cly)y= w(z(1a, T Th Y y) =
= 2(z(1a, U 4 & wy=1 ce(y)-yre(y)-cla) =y Nous avons prou
ainsi la conditions C.A.2 et don¢ que @ est une C.A.

Nous considérons cc dernier résultat une justificati
sation du terme proposé plus haut de catégorie-amas ; 1
ainsi simultanément unc réalisation binaire propre pour un ensemble d’am

£ d(u). Soit D la sous-catégoric pleine de € ayant sculement les objcts
MIRELA S$TEFANESCU

In this paper, we begin ti
‘ : , D e study of an algebraie s hi
.gten:r?:‘;tzegn}he concepts o}‘ ring, near-ring, weak ring (qtlasii’i)rfls{;)efntv‘gh(;s}i
i ra-near ring. It is a (nonabelian) gr i .
addition, having also '?n associative ipli o th LA
dd , K : multiplication, that satisfic
dltxonT(})lf left gcqera!lzcd distributivity ove}:' the atiditiorﬁ.satwhes e
. ; ﬁgngﬁ:hzg:on' of the (llcilstributivity in the definition of the linear
ebrs g is an old question, whose root i
Dickson’s paper ., On finite , B o e tontisl daver
: . algebras (1905). TI b i
lopments in the theory of near-ri " retds (ot by L B
‘ _ -rings and near-fields (initi
Dicksonhimself and H. Z a i s L
ms . ssenhausin the years thir i
In Section 1, we give basi initi e ) e .
, sic definitions and properlics W
some examples of left infra-near ring We di e plngs. of
o i vt the v gs. We discuss there the place of
I . o odeviation“ from the left distributivity i
right-hand side of the equality i i initi S
: : v in the deflinition. Sceti 0 1
left infra-distributivit i i e ot Aistimniorty
. vy of an infra-near ring from the left distributivi
t distrib
?If’r;tb ‘}ngldli\é[ multiplication over the combposition of a tcrnal:?utlr‘:)l\:y
Def P-3 HT)I LCrcf we consider ternary groups in Certa ine’s sex'\iseg([ﬁf
Rt 8, tc:'-n ¢ )’ s defining ternary near rings of first type and a new
frd of lz}lr) groups (Def. 2.2) for defining ternary necar rings of se-
depend}e ?t‘ ]’1-6 ax:’oms defining a ternary group of second type are in-
» each‘qugl‘lmap'tﬂrg) 'and there exists a group associated canonically
p cocn such a ernary group (Prop. 2.1). We distinguish the regular
nary’gr(L)up ; dd;fi cf,;ixsf.s w}tllen ternairy composition is induced by the bi-
. ce the equalitics (2.6 1 { '
g7, group a see q .6) and (2.16)), We show that
v systems associated with the lef i th
[ o st S : ¢ left ternary near rings are exactl
. a-near rings introduced in Secti ¥ i y
ol gs ection 1. In the follo -
N SS,e c‘::i) nch:?osc' the binary approach to the theory of infra-m‘;:llrl'] %‘isecs
o 5 I\:e prc;ent congruences, homomorphisms, ideals of tglrlé
Bie conruonocs ngi1 As usual, there is a bijection betwcen the set of
Sing 1. Gve e and the set of the two-sided ideals of a left infra-near
- there”il: ;;g::lt z‘mdl left I-groups, left ternary I-groups and we
: quivalence between the category of the left regular
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