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SUR L3 CALCUL DIFFERENTIEL DIE MARINESCU DANS LES
ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

PAR

NECULAT PAPAGIHIUC

Le ealeul différenticl dans les espaces localement  convexes {c.l.c)
développé par (i. Marinescu dans [3], utilise cssentlicllement la topologic
raffinée de e.l.c. délinic par un sous-ensemble de semi-normes qui dé-
finissent la convergence des suites dans les espaces considérés (topologic
qui dépend de ce sous-ensemble de semi-normes), dans le but d’obtenir
an théoréme d’inversion locale pour des applications de classe C*.

Dans cctle note nous considérons la classe des c.l.e. métrisables
et complets (les espaces de Fréchet) et définissons la topologic raflinée
d'un espace de Fréchet qui ne dépend pas du sous-cnsemble de seni-
normes continues qui définit la topologie l.c. de l'espace (Définition 35).
Puis, on démontre la proposition 1 qui est utilisée pour la définition
d’une classe p:l.rticuiiérc d’applications de classe C*% dans le sens de Ma-
rinescu, d’applications pour lesquelles on donne un théoréme d'inversion
locale ct un théoréme des fonctions implicites, qui soicnt applicables
dans létude des varidtés différentiables modelées sur des espaces de
péchet (voir [6]). On donne aussi un théoreme d’existence pour les équa-
ions différenticlles ordinaires dans les espaces de Fréchet qui sera uti-
isé pour résoudre le probleme de I'intégration locale des champs de vecteurs
r des variétés modelées sur des espaces de Fréchet.

Soient K ot I deux e.l.c. sur le champ R des nombres réels. Notons
r I'; (respectivement I'p) I'ensemble de toutes les semi-normes conti-
es sur £ (resp. F). Evidemment, ensemble T'y est filtrant parlordre
urel et nous identificrons T avee Pensemble des indices des semi-
mes continucs sur E, ¢’est-a-dire, nous notons |- [,— « pour toute
i-norme |-| € I'p.
Désignons par L{E, F) 'espace vectoricl de toutes les applications
ires et continues de E dans F et par ® Pensemble de toutes les
ications de Iy dans 'y . L’ensemble © est aussi filtrant par lordre :
P2 si () < 94(B) pour tout 8 = Iy,olt @, 9. = ®. Pour chaque
eation o = d nous considérons le sous-espace vectoriel. L.(E, F)=
€ L(E, F) || @ lyg = 0 implique |w(2) s =0 et |w las@ = sup

. o™ ¢
l6f|z]; 3] < w0, pour toute semi-norme B = I'pp.
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est aussi un e.le. dont la topo-

logic cst défi:}i(:ﬁ par les semi-normes w — | Ja0m g = I’y . De plus, le

systeme {L (£, F))}; e @ st un systeme induetif d’c.l.e. En effet, sl @ = 9

alors Ly, (F, P e L, (I, F), Vapplication d’inclusion est  continue et

L{E, F)=UbL¢(E, M. Sur Pespace L(FE, I!) nous considérons la plus
G El

finc structure de convergence telie que chaque application d’inclusion
L(E, F) - L{E, F) soit continue, Gest-a-dire, la structure de conver-
gence ,, réunion pseudo-topologique des e.l.e. (voir [2]). : |

Soit U un sous-cnsemble de [ et @ un point de U tel que I'en-
semble U — @ soit absorbant pour le sous-cspace veetoriel qu’il engendre
et soit f: U — 1" une apphication.

Définition 1. (G. Marineseu,

11 résulte aisément que Lo(FE, F)

[3, p. 10]). On dit que [ est diffé-

rentiable en @ € U §'il eviste une application o € ® et wne application |
w € L{E, F) telles que:
(1) lim fla + B — ) u(h)lo _ 0, (]
kot hE U -z [ F)simy !
|l =0 1
2@ 1
{(2) | b lom = O implique flz + R) — fla) - w(h) la= 0 pour tout

B ey el x4 h = U

L'application w est appelée la dérivée de f dans a ct est notée par w= f'(x)

Définition 2. On dit que f ost différentiable sur U, si pour toul
z € U, Uenscmble U — x est absorbant pour le sous-espace vectoriel quil
engendre, f est différentiable en tout point @ & U et il existe une o =0
telle que f'{z) € Lo(E, F), powr tout & < U.

De la définition 2 il résulte que Papplication dérivée est 4’ : U — LE, F)

Définition 3. Nous dirons que f est de classe C* sur U si | &
différentiable sur U ¢t Papplication dérivée §': U~ LE. F) ost continu
(par rapport & Pensemble de définition). Dans cc cas, nous dirons encort
que f est de classe C' par rapport @ o. Par recurence, nous dirons que
f est de classe CHk > 1) si Papplication dérivée f' est de classc CF'.
Les propri¢tés cssentielles de la dérivée de Fréchet connues pour le eas
des espaces normés sont étenducs pour le cas des e.le. dans [3]. &

Dans le but d’obtenir un théreme d'inversion locale pour des appl
cations différentiables entre des el.c, nous supposons que  tous les
e.l.c. considérés dans ce qui suit sont des espaces de Fréchet; de plus
nous introduirons une classe plus particulicre d’applications de class
C* qui seront appelces ,applications de classe Ctee. Clest pourquoi, dan
chaque cspace de Fréchet, a coté de la topologic l.c., nous considé
rons aussi une topologie plus finc qui sera appelée la topologic raffin
de D'espace considérc.

Soit I un espace de I'réchet et A4 ¢ T, un sous-cnsemble de se
normes continues sur I tel que la topologic 1.c. définic sur I par l'e
semble de semi-normes A coincide avee la topologic le. initiale de
Soit @, = K un point de [ ct {re} (x =) un systtme de nomb
réels strictement positifs.
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Définition 4. On appelle intersphére ouverte
‘ ] nte re de centre x, 'a
ol (o= A). Pensemble : et do rayons

Saes {red) = N{r = Kz | — @ la < 7o
a€Ad :

Quand, Traed (at_ e A) parcourt 'ensemble de tous les systémes de nom-
hres l‘L‘C“]‘; strictement positifs, on vérific que Pensemble de toutes les
interspheres ouvertes de centre z, et de rayons [r,} forme un s stne
f(m(lamcntul‘ de voisinages ouverts de a2, La tbpolo;:ic de E‘iléjgngr
par ce systeme de voisinages ouverts cst appelée par G. Marinescu, 1
topologic raffinée de ki définie par A. . o
Remarque 1. S¢ Uensemble A est filtrant (en particulier si A= D'g)
la m;mlo;gm‘ m_!f/inée de E définie par A coincide avee Iu'topoloﬂie d,'fsi
eréle de IS, En général, la topologie raffinéede E définie par A est Tus fin
gue la topologie Le. de E et done elle est aussi séparée. o e
Supposons dans ce qui suit que tous les espaces de Fréchet con-
sidérés satisfont a la condition : ' o
(r) I c.‘\‘ast‘c un sous~cnscml)lc Ay C 'k qui définit la topologic Le. de E
(4,-nonfiltrant) tel que la topologic raffinée de E définic par A, soit

. moiny fine que ]13, topologic raffinée de £ définie par A, pour tout sous-
ensemtble A4 C 'y qui définit sur K la topologic l.c initiale, c’est-a
. - s i

dire, ¢il existe la moins fine topologic raffinée de FE définie par
& i - . ’
quand { ]3‘11court Pensemble de toutes les parties de 'y qui définis-
sent sur I la topologic le. initiale. '
» Ren;arrqtln(a 2. La condition (R) ci-dessus est équivalente avee la con-
ition + (R) il eviste ('Ie.s' sous-ensembles A, = 'y qui sont admissibles
dans le sens des définitions de [5]. '
T r T ! B
- D(}}ll’]l{tl‘;)'n 5. Nous définissons la topologie raffinée de E comme
dlant celle définic par un sous-ensemble A, < I i
int ¢ ] S-cnse ] . donné par la ¢
(BR) ci-dessus. ! d condition
. Ewemple. Soit E= C(R, R) l'espace de Fréchet de toutes les appli-
a.1f0n<. continues de B dans B muni de la topoelogic de Ia convergence
Al H v » - o
unifornie sur les sous-cnsembles compacts de R. Soit {J},ey un recou
] . . . . ‘ ! : .
vrement relativernent compact et localement fini de R. Alors, un sous-

ensemble o, = 1", qui définit la t ic raffiné
donné it :n £ q opologic raffinée de C(R, R} est

Ay= {1 = Tel |/ i=sup [f(=) |3 f = C(R, R); i = N}

xS}

»

’:;utres exemples sont donnés dans [3].

e;r;:;:,:;nt‘)(i}}qi}?;vc;;i P(?lzs‘ns la topologic raffinée de E scront appelés des

CSI‘Olc:lletl l-ll:}intflﬂallt E et F dc1_1.\' espaces de Fréchet, 4, = 1'p et

ine'eFdo ;‘: Ztcu;-}insc::r}l':les de s<3m1-nor_mcs qui définissent la topologie

née.Noml~ : I.‘pe(:1 1\10rient F ct soit 94: B, —»_Ao unc application
ns par Ly (B, F)= {u SL(E, F) | | @4z = 0 implique | w(z) [s=0
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[ ae(a) | . Si {'(xy) € Isom  (E, F) (x, ¢tant u i i i

et | lpspm sup  ——t () 1 < o pour toule semi-norue a8 = B f ( “") . ;w( : ) I(f u] ' 1. point de U). alors il existe un

’ il ® | @ el voisinage raffiné owvert V, de Yo== flu,) et wun voisinage raffiné ouvert

Proposition 1. I existe une application 2 'y — 'y telle que olg, =
— my el L (K. F)= Ly (E. F). De plus, Uensemble  des SEME-Normes
(|« o s B = B définit la topologic raffinée de Lok, F).
Déonstration. Notons par .4 Pensemble filtrant de scmi-normes
défini par oA, et par B Pensemble filtrant de semi-normes défini par B,

Définissons I'application ¢,: B — A par: pour toute 3 = B, B max
{B1yeees Bab 0N Broeony By B, off)= max {p(B1) . ou(8,)F. I1 résulte
aisément que Ly (8, F)= L (K, 1. Parce que les enscmbles . et T

sont équivalents et B et Fp sont aussi équivalents, en utilisant la pro-f
position 6 de [3, p. 18], il résulte qu'il existe une application ¢ : Fp—Tgf
telle que Lo (E, F) = L, (I, )y et 2, = 2. Loaffirmation scconde est
imméddiate.

Soit U un sous-ensemble raffiné ouvert
une application.

Définition 6. Nous dirons que f est de classe %y sur
un B, = Dy qui définit la topologic raffinée de F, un A, = b
finit la topologie raffinée de 1 et une application 9,: By = o telles que
Papplication f soit de classe C* par rappérl & 9, ct les applications  dé
rivées JU': U — LL(E, F) soient conlinites aussi par rapporl awr tope
logies raffinées des espaces E et LL(E,F) pour toul P= 1 e Ky 00
L., (E, F)= L (E, L,(E,..., L, (E, F)...)). Dans ce cas nous dirons aust
que [ est de classe Ch; par rupport & 9o

Remarque 3. La définition G est plus forte que In définition de
applications de classe C* donnée par G. Marinescu dans |3, D 31]. Sup
posons que f: U — f(U) = I' est bijective et que f(U) cst raffiné oy
vert dans F. !

Définition 7. Nous dirons que f est un
de U sur f(U) si [ est de classe C} par rapport a
est bijective el f 1 est de classe C¥ par rapport & i

Comme dans le cas des espaces de Banach on démontre
sition suivante :

Proposition 2. Soient E et F dewr espaces de Fréchet, ,-1oCF_
et B, = 'y deur sous-cnsembles de semi-normes qui  définissent la to

de F et soit f: U - Ff

difffomorphisme de classe ¢
0y, lapplication 3

la. pro

logie raffinée de I et respectivement F et o, Bo — A, une applicait
bigective. Alors Pensemble lsomy, (B, FYy= Ly (F, F) n Isom (E, F) est 14

et Lapplication w — u'! de Tsom, (F, F)
Isom,, ., (F, E) est wussi continue dans les topologies Le. (par rapport|
Pensemble de définition) et dans les topologies raffinées de L, (I, F)
L, _\(F, E}. En employant la proposition 2 ct la définition G, on pe
démontrer un théoreme d’inversion locale pour des applications de classe C
Théoréme 1. Svient E et F des espaces de Fréchet, A, < Fg
B, I'y sous-ensembles de semi-normes donnds par la condition
U un sous-ensemble raffiné ouvert de E, ¢ B, — A, une applicat
bijeetive et f: U - F une application de classe CY par rupport &

finé owvert dans Ly (E, F)

HEEED

U, de o, Uy = U telle que f soit un CL-difféomorphisme de U, sur
V. par rapport a o, .

Pour la démonstration du théoréme ci-dessus, on proecde comme
pour les espaces de Banach (voir [38), p. 32). Une conséquence immé-
diate du théortme d’inversion locale est donnée par le théoreme des
fonctions implicites :

Théoréme 2. Soient I, I' et G des espaces de Fréchet, A, = I'y
B, et €< I',; des sous-ensembles de semi-normes donnés par la ron;i:
tion (R), y: Co— By une application bijective et p,: Cy — A,. Soil
W un sous-cnsemble raffiné ouvert de I. = F, (ao, y0) = Wet f: W G
une application de  classe CE par rapport & (@0, o). Supposons que
0 et fi(wa, yo) € Isomy, (F, G). Alors il exisle un  voisinage
raffiné owwert U de 2, el une application g: U - F de casse C3 p?zr
rapport & 93o¥g " 1 Bo — Ay, telle que la relation (x, y) = W et fla 1;)' =0
soit équivalente @ @ € U et y= gla}). ' o

En utilisant les résultats ci-dessus, nous donnons un théoréme
d’existence pour les équations différenticlles ordinaires dans des espaces
de Fréchet, théoreme dont Ia démonstration se fait d’'une maniére ana-
logue comme dans [8].

Soient E un espace de Fréchet, 4, = I'y un sous-ensemble de semi-
normes qui définit la topologie raffinée de E, oq: 4, » 4, 'application
identique de A, J un intervalle ouvert de B tel que 0 = J, U un
sous-ensemble raffiné ouvert de ¥ et f: J x U - K une applica’tion de
clsse C* par rapport a (¢, 90): Ao — S % Ae, ol (e, 9o) (o)
= (||-|l, «) et olt par |[-l} on a notée la norme de K. Supposons que
pour tout ¢ €.J, lapplication f,: U - K défmie par f(x)= f(t, 2) est’:
de classc C} par rapport & o, et que Papplication 8./: J x U - Lo (E, E)
satisfait & la condition: pour tout », = U il existe un voiqinzfée raf-
finé ouvert U, de a,, U, = U et un nombre réel M, 2 1 tels que
[0:f(t, #) |o. < M, pour tout (¢, &) = J x U, et toute semi-norme o € A,.

. Théoréme 3. Dans les  conditions ci-dessus, pour tout z, s U il
e:nste un voisli_rwge raffiné ouvert Vde xy , V. U, , unintervalle (- ¢, e) = J
el une application g: € 4 : ] isfai '
P comgﬁons sm’aZnteg; ,e) X V= U telle que soient satisfaites les

(a) g est de classe C* par rapport & (¢, 9o} et powr lout t = (— )
) .- . A P & &b
:gggict'af;ogo f,: V = U définie par glx)= g(t, @) est de classe C} par

(b) g(0, )= x pour tout x = Ve

{c) _g(t, )= f(t, g(t, @)) pour tout (f,x) € (— ¢, &) X V, ot par 2
@ notée la dirivée de g par rapport a f. '

En, particulier, du théoréme 3 on obtient le théoréme suivant:
*8:?:;2??3gﬁg;8?.d U un Soz:-,s-en,:semblef rqu?né’ ouvert de E, 4, un
: ! ni-normes continues sur E qui défimit la topologie raf-
l‘icatim;,’ ;Pn :"Ao - 4:10 Papplication ‘zdcntaquc de d, ef {: U= E une
yaed ([} clusse Cjy par rapport & g, Supposons que pour chaque

¢ il existe un voisinage raffiné ouwvert U, de x,, Uyc U
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et un nombre véel M, > 1 tels que | f{&) |lga < M, pour lout @ = U, '1};11113110{*"{11\!’“:“?1”re IU““"'I""-LM“ LAl L Cuza® din Tasi
el toute semi-norme o € A, Alors, pour tout o = U, il existe un 0ot
sinage raffiné ouvert V de a,, V= Uy, un intervalle (¢, €} < R el ung
application g: (—e, e) = VU telle que soient satisfatles les conditiong
(a) et (b) du théoré{.r_w 3 et la condition (¢) j(t, z)= f(g(t, v*> pour low
i, ay € g, g) « V.

( )Regnarqul)a 4. Les définitions et les résultats de ectte note scrontt TIIE MANIFOLD OF SYMPLECTIC STRUCTURES ON A

utilisés dans [6] pour délinir les LC ct LCR-variétés de clas1sc CEiy COMPACT MANIFOLD
modelées sur des espaces de Fréchet, le fibré tangent d’une LCR-va.
riété et pour Pintégration locale des champs de vecteurs sur unc LCR.} BY

variété de classe Ck. LILIANA MANIM RAILEAXNU
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say 2m-dimensional, compact €~ orientable manilold without boundary,
which admits zn alinost complex strueture and has a real cohomology
class in dimension 2 which remains nonzero when raised to the power
m, TM will be its tangent bundle, 7" the cotangent bundle and A¥T”
the bundle of k-forms over M. If F is a vector bundle on M, CHIE) (0 <
<k < co) will be the space of Cf-scctions of K with the topology of uni-
form convergence in A derivatives. It has the topology of a Banach space.

]

BC=(E})= n C¥(E)is a Fréchet space whose topology is given by all C*-
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jorms. For notions and clementary results on infinite dimensional mani-
blds we refer to [3]. In particular, if f: X - ¥ is a smooth map bet-
en manifolds, 7/: T.X —» TY is the induced map on tangent bundles,
: T,X — Ty,Y is the map restricted to a fibre.

The set of all almost svmplectic structures AS on M is, by defini-
m, the sct of all nondegeneraie seetions in C={A=1"). Denoting by d:
AT") - C»(A*T") the exterior derivative, the set of symplectic strue-
65 S on I is, by definition, the open set of non-degenerate sections
e Fréchet subspace Ker d 5 henee S== A8 n Ker d. and, in the con-
ns imposed on M, it is a nonvoid sct.

Let D be the group of diffcomorphisms of A with the C=-topology.
ts on C=(A: T%) in the following way: if f =D and Q = C2(A*T")

M anq X,. Y, =T, M, then (f*Q),, considered as a bilinear form
a7, .13 _d':'fillcd I)y . (_f*ﬂ,)]J (‘Yri ; Yp)= Q;(,,: (Tg:j("‘}))a ij(y:p))' We
8 this right action by :

o LI 0 (a\'—' T“) — C"‘(;\: T')

ear tl1a§ = is lincar in its sccond variable and AS, S are invariant
€ action 5, so we can write:
ticd



