02 :
[ C, TLIOT 8

REFERENCES

1. C‘(‘cl, J- - ufrm;isutmu. Théorie vt algorithmes, Dunod, Pans, 1974,
Geofirion A, M., [:{‘0 gan W, — Coordination of fwe-tevel orgasszntions wibh mulfiple
. ) ohjectives, 1 _,,lc'chnmqes of Optunization™ Academic Press, New York, 1972!
. Glowins k_l ®., Li 0 RS, Jol., Trémolidres Ro - dnalyse ramérigue des ine-
gueatipns 1:urm!|rmr!.’t‘s, Punond, Pars, 1970,
4, Hogan W. - Directional derivatives for extremal-value frnctions with applications to the
completel v convex caze, Oper. Res. 210 1973 188 204. .

o

s

5. Itioi C. — A wunified approach of the descent methods for mipimesation of convex frnctumals,

l’,art 1 :Geafcmlfhm-ry, An. st Unty. Matematicn, Tasi, Tom XNV, 1978, 307 — 319 ;
. Bare 11 : Steplength algorithms, Bull, Soc. Math, H.SK. 23, 1979, 143—130 '
)

< Llioi C. — Constrained minomization of neasmooth functionals by an extension of the Frank-
o ‘H"olja' algorithm, An. st. Untr, Matematica, lasi, Tom RNV, 1979, 332136
C1liad Co— On the convergence ef a feasible divections algorithm fur minimization of convex
. v{m;IsmooM constratnfs, 1o appear in Mathematica, (lup '
loffe, ALD., Tikhomirow, V.M. — The theory of the extremal probf i :
< P ) . nbfems, (in Huassg
_ Nauka, Moskéw, 1974 yof problems, (in Russan),
. Levitin E &S i Eufmral mothod of minimization for extremal nonsmooth problems [in
. Russian), J. Vieisl. Mat. | Mat. Fin. 9.1969. 783 806, '
10. Zoutendijk G. - Metheds of frasible diveclions, Flsener, 1960,

- v — C f’u (IR lods in opftm o d ot f'f”i d C
1. Polak E om tattonal wieth femeizali art fred ack, ! g (
* p fC a Academu Press,

Received 11.X.1979 Faculty of Mathemalics

5 Universety of las:
Ligr, R.S. Romania

Analele stiinjifice ale Universitaiii JAL L Cuza® Tasi
Tomul XXVI, 5. 1 a, 1980, fasc. i

SUR LES VECTEURS ET LES DISTRIBUTIONS DE KILLING
ET LEURS EXTENSIONS

PAR

GH. GHEORGHIEYV

1. Introduction. En examinant beaucoup de modeles  géomdétiques)
atilisée dansles théories unitaires des champs physiques (voir la bibliographic)
on arrive A Ia conclugion, qu’on doit admettre Pexistence d'un on de plusicurs
Champs de vecteur de Killing orthogonaux sur les varictés pseudariemanni-
aes, ce qui nous a conduil considérer les distribudions de Killing (36}
Aprés une exposition succinte de la méthode des coordonées non-helonomes
o1 orthogonales sur les variétds de Riemann ¢t de Lorentz (§2). de meme
que eclle du repére mobile (§3). on passe & Fétude d'un champ de Killing
sénéralisé et d'autres extensions (§4), apparus demdéme dans la théoric de
T rolativite sous la forme du mouvement rigide de Rosen-Ravner
(9 ; ict sont inclus les vecteurs de Killing, Je cas conforme, ainsi que celul
Jo quasi-conformité. Dans le §5 on détérmine tous fes invariants ortho-
gonaux d'un chamyp de Killing générique et on établit la liaizon avee la
~ourbure Frenet de ses lignes vectorielles et avee la torsion de non-holonumic
de I'hypersurface normale. Ensuite, on étudic une p-distribution de Killing
sur une varieté de Riemann et on démontre guelques propriétés, comme
par exemple @l distribution de Killing est localement svmétrique tandis
que sa distribution complémentaire est totalement géodésique, en étant atssl
ralement plate (§0).

Enfin, en suivant le procédé applique au vecteor de Killing, on es-
quisse quelques extensions d'une distribution de Killing qui conscrvent
aussd les inclusions offectives (18) ¢tablies au §4.

2. Sur les coordonnées non-holonomes et orthogonales. La méthode
des coordonées non-holonomes a été inttiée par . Cartan, T.Levi-
Civita of Gr. Ricci au comencement du siccle.

Soient. M — une  varieté  C=-différentiable, Ty et T(M) -
les fibrés tangent ¢t cotangent doe 3, e, encore, P(M) — le fibré principal
dus repeéres de M. Eon chaque point x € M on considere les repeéres linéai-
res duaux., (X)), (o). i j=1.2,... n= dim M, dans les fibres locales
(M) et T3(M). Dans le cas d'un repére naturel. qui conduit au coordonéces
courvilignes ou holonomes sur M. on a: X, = 0)0x7. o == dal.ob (1) sont
1es coordonces de 1. dans un charte locale autour de ce point. En général,
dans le cas non-holonome, les crochets des veeteurs d'une base sont
par donnes
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(1) (N, NG = CEN

A P ES P I s oo b e i
- fes f’m_u tions € % sont les coéflicicuts de structure du repére non holonome
considére, La formule duale de (1) est

() do¥ = — 12 CEwt A o

Lontilite de la méthode est evidencié surtout dans le cas o la variéee M
est (loté’c de structures supplémentaires — tenseur métrique ou (l'aiutr.cq
objets géométriques. Alors, le choix des repéres spécifiques est lié directe-
ment au groupe conservant l'objet fondamental de M, 7

: En ce qui suit on coustdere la variété M — de Riemann (R) ou de
q,nrcr;t/: (5‘3) 2.0 . l](-)l_(.‘t.‘ i (M. 2} Alors, les Gestructures correspondates
sont formées par des reperes orthogonaux, avant comme groupes structuraux
() (n) ou O {1. n-1} respectivement. On sait que (M. ku) peut étre muni‘-;

>

d'une seul connexion V. conservée par £5 ¢t a torsion nulle, donnde par [12]
2 G = 1 X

(2) V-"f Xy =15 X

ou, par les formes de Pfaft correspondantes

% i

{29 td = I ok

]I"F‘? .LOLffl( ients I'f; sont précisement les symboles de Christoffel, géncéra-
isées pour un repére non holonome. :

;’ \'1&1][3“‘1)211’1[ en ut}‘hsant les dérivées nou holonomes, c'est a dire
df o foo® dg, =& o les cocfficients 1" de¢ la connexion de Levi-
Civita sont donnés par

2 N . Loy @ - :
(3) 50 = A 2((';c — 2™ Chogn — &® Chh g,

ST s . Wit

ot {%,} sont les symboles de Christoffel de seconde espiee, exprimés par

les dérivées non holonomes du teascur métrique g de Al

%l v a un repeérc orthonormal, on aura les relations
4 y i : =
(4) o Ao = 0, {w} — w! =0),
d’ot il résulte immédiatement que
4. 4 EYH -5 -5
(4) Mg + Tk =00 (g~ T = 0).
Dans le cas viemannien (R) on a U =0, ¢, b =1,

Si (M, o) est une variété (£) (av: atri i
A, =) est une variété (£) (avant métrique hyperbolique norn

, (VA ue ale
Nnous aurons ! T R

-2 " -3 5 . .
il I“[ {) I"a bl I?B i i = | Lesea M, - "_; = 2 weney M

¢i, en particulier, il v a UG -0

Puisque, dans le cas or 3 a | J 3
. q;la (.1 m.w.l cas Qlthun(:rnm on a it =0, la formule {3) four-
nira immédiatemen! la linison dirccte entre les coefficients Jde structure
du repére non holonome avee cenx de la connexien ¥. Dol il v a
R % Lo ko
(3 2N = Ch — % =+ ('{-‘:

¢l, réciproquement, on a

.

f—
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(3) o v =i, -
Fxemple. On dédurt sans difficulté la formule
TR S
qit Ny 2 NPk
x

Levi-Civita on obtient les dentités

(N, YL VA, Y, £ = X (M)

Puisque V est fa connexion de
VoY, Z) =0 ¢t V¥ = VpX
La courbure de Voest donnec pat
(W) RX, Y} /£ Vx, Vil — Vix, AN
dott il résulte la formule de la courbure ricmannienc
RU, £ X, Y) = g (RN, Y) 2, U), v Y, £ U e (M)

en utilisant les expressions locales de la connexion et

1§27

Lo

Dualemoent, el

Ian courbure, on 2
dad - of 4 o} + M on (¥
les équations de structure d'Elic Car-

R o o o

Alors, on peut éetire symboliquement
tan sous la forme
Q] o = b @ do =1L

gt Q= Ne @, ot & - jeletl e [end ],

Enfin, on rappelle qu'an changement du repére (X)), (e} par unc

matrice orthogonale Ay, 1) (4.7 I}, nous aurons

N 3o Ad6 vl ©=ddA ¢ dedl

Par conséquant sioon considére Te point v € M fixé L on disigne par &
Vaceroissement  donné aun parametres u du groupe . nous avons 3
a3 (3) - @8) — 0. tandiz que © {3) = Ad A" # 0 seromd précisement
los formes invariantes du o groupe structural G. qui peut étre O(r) ou
H{lon—1). Ston considérera encore un déplacement arbitraire . on peut
svaluer alors les covariants hilinéaires de d& ot de do par (6); 1l voa

S 4 (d. 3) = (& (d) A ©8)). dé(d. 8) = |o (d} & B3

par ce que la courbure O est une Tarme principale ot on a 8 (. ) =0,

3. Sur la méthode du repére mobile. Soit A(M) < T(M) une distri
hution différenticlie A-dimensionelle de Ja varicté (M. g). Ccla veut dire
qu'on donne Papplication régujicre A e Mo TML v -4 < 1,3,
oir A, cst un sous-uspace fermé de Vespace tangent, somorphe 4 R? pour
chague x &1/, Alors. la distribution donnée est un sous-fibre du 77(M) a
fibre tvpe R? ayant la mame base M. Puisque en (M) nous-avons ala
disposition une mdétiigue, o pout construire, en chaque v = M. Fespace
complémentaire Az ainsi que To(AM) = A ® AL, L'ensembie E“A} AL(M)

x*E.

(M), de fibre R, ayant dvidemment A (M) @

sera aussi un sous-fibré de
foté de la métrique

& AL(M) = T(AM), on chaque terme de la rommme st ¢
induite par g.
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On peut aussi adapter le repére non holonome ¢t orthogonal, cn le

decomposant en deuy sous-repéres complémentaires (N, X,) o 07 = |
o= poet o a--w

que les calculs nous supposons comme connu sur A(3), (Xa). qui sera un
repere canonique de la variété, en général non holonome,

A(M)"

(Ne) normales 2 A(M). Or, Ia distribution A(M) est donnée, localement,
par le systéme de Pfaff

(9) w' =0, a—=n-—p+1,. n

ou w'(x, 1, dx} dépendent aussi de «* (2 = [, ... r)-paramitres du groupe
structural G, qui agit sur la varicté (M, g).

On sait que la méthode du repére mobile (M KAL) revient 4 'étude
de solutions, ayant Ia dimension maximum, d'une distribution involutive,
Pour une distribution quelconque, cela revient 4 étudier ke systéme de
Plaff qui la définit. c'est a dire, chez nows e systéme (9), relativement an
groupce structural & [10]. Alors, le covariant bilinéaire de 'expression d(9)
appliquée au premicr membre de (9), modulo (9), avee d—arbitraire ot
& — & l'intéricur du groupe ¢, nous donne

op(3) o (d) = U =1 n—p,a=n—p 41, 0
Puisque o*(d) sont quelconques, il y a
{L0) wf(8) =0
¢t alors. le prolongement du svstéme initial sera donné par
(11) wf — I =04=1,. n
Remarque. (10) est précisement e systéme de définition du sous-groupe

Gy {qui peut étre O (n—p) sila variété M est de Riemann), exprimé par
les formes invariantes du groupe 6.

L'étape suivante de la M RM sera un nouveau prolongement, c’est
4 dire, on doit évaluer maintenant le covariant bilindaire de Pexpression
d (11) modulo (9) ¢t (11), pour d—quclconque ¢t 8—a Iintéricur du sous
groupe G,. Aprés des calculs standard, on arrive aux équations

(12) 8 — Iy o (8) = 0. Ui, =12 ., n—p
81—‘?';' — I‘,“,‘,(,);: (8) = P“q‘: (L)"': (8)=0, a, b=n—P +1 e B,

Naturellement, les intégrales premiéres du systéme (12) sont précisement
les invariants orthogonaux de la distribution etudiée. Si, dans cette étape
de la MRM, on peut épuiser tous les paramétres sccondaires du groupe

1L

{ hypothése este justifiée dans 1'étude d'une distribution de Killing et ses généralisa-
tions {§6).

' roln de manicre que le sous-ensemble {\,),
soit un repere {orthogonal) dans chaque fibre A, tandis que (V) — dans AL
Il en vésulte la décomposition correspondante du corepire, cn (w', o®),

Maintenant, nous nous proposons d’évaluer les invariants orthogo-
nanx d'une distribution A (M), Pour abréger tant I'exposition de la méthode,

tangente i
- Ireste & déterminer sculement les composantes du sous repere

—

" : 1
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{ noarrive at repére canonique et @ 14 détermination de tous les invariants
t79. € H It ' . ] ‘ ) . .
"'lln-t:'h-.'*ﬂ Sinon. on doit continuer le prolongenient. o N
| 4. Sur les vecteurs de Killing généralisés. Dans cv cpln suit nows ;lln—
. 1 $1H : dgues unes de ses géneralisa-
i 1y 3 s de Killing et quelques géndra
dierons les champs vectoriel . ! . ingg d : -
?2-1::1‘\ Dans e l}ul on doit associer au tensear f:mddnlu;nml g (PUTI{"‘ (1(_‘
10N~ ' . S| , PR G e oD 5 It - ¢ relative i
fini ou de fvpe hvperboligue normalj la dérive de L ,' ¢§,_) ey
V vecteur o pnni le moment arbitraire © on Fa note pa V\(L “ = e
i i v.q: in p;lrlip svmétrigque dua tenseur g]-;u]u:nt‘r 1{_.:\])]); { l‘ n
- “ b 5 5 T P . 4 . 3 3
!:it."-,llniqm tenseur de déformation de Ta vitesse v La i(h ‘mm:ln]nd({ ILN[ [.l(l’\
‘ : indralisé (Ng) est basée sur deux ré-
bas donnée aun vecteur de Rilling géndralisé (Kg) :Hll ;)}l?t(gn“ dous i€
1l . i ici i » premier, est e théoreme t L S
‘ . soric matricielle (2] Le premier. s ' o ‘
altats de Ja théorle mair mier. est e theoréime o
hlt']tl; 1 nécessaire et suffisante pour amenct deax matrices :-s\l?'l(l_]il"l(]l.lt_h E
o w8 s _ : atrice ctrigues
;l forme diagonake par unc transforination ott]u))gmm(l_n._ l;l (]lll ¢ «l.sl ?:zu 1]
) Al i oir g s{o. ¢) = s{p. g) g Lo deuxeme
abile Y .. on doit avowr gs{o. g) s(@. g)g. Lo
sermutables ) chez nous, g s{o. ) = g L i
r(s‘rull'tl se refore au cas quand une does malnees est postint d:.l,flt;l:. ’\--(:,l«?g;(i
M i b . ' G a - 1 Vi1gr 0 your I ; 2
il existe une transformation inversable (7} qm ‘llntll',lkr o (]}( ol e
‘(1\’)). S la forme 1d, tandis que s(@. g) recoit Ta forme (!hl{.,()ln.l gel e senble
:nté,-:w;e'mi de savoir si e dernjer résultat, peut etre cltcnt( u, L(\E()ll (1,1[(1 ottt
1t plémentaires a la méinque de tvpe (L),

‘ec des ¢©  supplémentaires & la ¢ ' ). ou_mime
avee des conditions s _ Lo b (£). ou_méme
ik sl es seible que cela e inerait quele :
ssendocuclidienne ;i1 est possble ql!t,(t.!l‘t‘nl’-l‘.l o }dc |1"-5-pm~c Lo
iwur la trapsformation (). Les proprictes rappelees T

‘ ’ Sk . sy I 1 . N
}wu\t-nt dtre transposées usucllement sur Ja variete (.‘ ,lh)..:.-tm!r 0
hetih la consistance de nos géndralisations de (‘1—(!(2355)115 du vee ] .
o la varicté (R €). (M, g), rapportée & un repere non ho-

Soient, la varicté (R) ou (£), (M, g), : L e

al vt &5 2 = s{v, g). e seur symé ‘
| 1w ot orthogonal vt £5 ¢ = $(v. g). le tenseur symelriq e
om s 1l existe fiéomorfisine == Diff (A1) afin que g regolve
¢, (Jn suppose qu il existe un difféomor
= N ) * .
la forme caponique,

(13) ds® ag'u (')t ou  dst = (w?)? — ,E..g {e®)

te s(D 7} devienne diagonale,

1 afin que la matrice transformée s(d, g 7) devienne (hi;,(,l ol

" Péfinition 1. Si pour chaque lransformation du groupe s o ri
wi conserve la forme canoniqie de g el la direction ded. le !;:ft;:lnr.:;:::::u&: [\, f?[_
?r;a-i-r‘ri-ic'nl toatjours sa fornie diagonale, alors v ost appeld le v
] ‘néralisé (KNeg). o o
e .3%2!:.; est \11(1 \Tgcteur (Kg), les transformations du groupe G LOI’;E;LI’\ .u:;

. . ’ sy afs 1 e Mre H—
Ja direction ded appartiennent au sous- groupe Gy de G, f{lllf}ﬁﬁlftlf;:.f: nérmq]c
c;u (} (1. n—2j. D’autre part. si on considere llep(*rmu :u_t.r =) normale
) = 4 SR BTN y o ‘4 . I - »
A . il résulte que le tenscur raccours £ .{,’/1’3 .r:__.,‘u ‘1,}1_5.:«1 ¢ ].lé,‘?tl déhlchcr
:L‘ha.quc transformation de G,. groupe qui agit sur I3 ..i) L ?in-llljlim- el
une autre extension du vecteur (K} qui v.ompicm.l_ (? pin C " - R 2043
vement | rigide” sur (K) ou sur (£). mtrodun{(};arl !f\. Roesen : A
3 théorie de la relativité genérale [9.
noer en théorie de la relativite g Bl een veustace nor
Soient. le champ vectoriel o sur (4 .,,)._“_;, e i)

lea o et la dérivée de e £ g, raccours sur 1ot oclesta dire £ (gfVa
male a v et Lk . g,

ety o). o S o -

" on suppose qu'il existe un difféomorphisme 7, de m.n:.mll':. :lzl:JL :;)
métrique induite g/lg? soit amence 4 la forme canonique et la $,(@. g
devienne diagonale.
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- *i
Définition 2. N7 clague fransformation du
conseree la forme canontqre de of1VR=Vel la forme dizgonale de la s (v
alors T sera eecteur de Nilling généralisé, av sens de

groicfeostrnectioral (G e 7

—_— ‘i
ba

- 80
]\.'O.\t'?l—]\'c.’ RHor, (3'\'“‘1..._
11 est CI'Lu‘r que chague vecteur @ de Nilling géncralisé est aussi de
wpe (W, g). d'ou il suit que toutes les propriétés d'un champs dewvpe (R0
. IR T N ATTECT] 1T AT e Ty ] 1 T B
appartiennent aussi aux vecteurs {Ngj o niais ces derniers powiraient aveir
Cneore doautres propriétés, spéciliques aux veeteurs de Killing généraliseés.
_ Nous allens exprimer cette relation peut-dtre improprement. par
le signe d'inclusion, c'est & dive, par Nec K, ¢
.’\01F mainienant ¢ = t:.],.. I, dtaat e verseur of o 1o vorme de
i1f!cctcc.e\\'cnt11-::11(:1?1(:111 de signe pour certains champs sur la variétd (£}
Jon considere la dérivée covariante V., {noappelée 1o vectenr de la premicre
courbure Frenet des lignes vectoriclles () du champ v : ceci peat Gtre éerit
encore V, [, = [, en metlant en évidence tant la premicre courbure
que la premicre normale de (&),
‘ D'autre coté. on voit aisément que si @ est
tie tangente & T30 du gradient Vg o,

(14) Grad lg v

e tyvpe (Ke), alers la par-
sera préciseruent

= Vi Lyet ona x| Grad g v ).

‘o s f, w e aeeayiy T PN A D o 1 U
(f.if.‘g etinliic ®xprime une proprié¢i¢ spécifinue dun champ de Killine
genéralisé. ”
Jwis, on velt clairement que le tenseur racceursi s, (v
sar Vp~t unc forme Lilindaire ; si v sl

réduit au facteur

) t g) délinn
‘ _ detype A, g, la forme considérée se
v/, & la deuxicme forme fondamentale de la At rap-
portéc aux directions principales {de Darboux), :7?(.-’ | n = 1} de
s hypersurface wermale, 11 résulte que les verseurs (... 1.} constitient un
tepere canontgue du champ'r. 51 ¢ est de tvpe £, 2 alors les compesant o3
ac 5 (@, o}, au lfnr'imzr @/2 pres, par reppeit @ d,p, seront les courbures prin-
) - - R L O 5 . :

vipales de =1 el par suite, on obtient n- 1 invariants oithogenaux de o,

[senc nous avons mis en évidence # invariants du champs o de type (K, ¢
e X . pr - m P .. . + . ot
_.Il..‘ﬂ’e peux pasaftirmer qu'ils épuisent tous les invaviants fenctionnelement
indépendents pour ce type de vecteurs; e souptonne qu'il v a aussi
d autres mvz}ri;mis. fnfin, on remarque que la normale 7, des lignes vee
torieltes (3) étant un verseur invariant, Ics paramétres direcicurs de /, par

rappoit au repére (dy) seront des constantes. On a le théoréme

Théoréme 1. Soicni un champ ¢ de ivpe N, g el
norinale & 9. Alors le fenseur raccoursi s, (t. g)
Jacteur w[2, prés, la deuxiéme forme
principales de 1 2=V Si de plus,

Killing  généralisé.

Fa t Lhypersurface
- = & (21 ;“)/I 1 egf, an
Sondamentale rapportée aux diréctions
on ala formadle (14). alers © seva le vectenr de

) Maintenant  nous signalerons quelques cas particuliers remarquables
des champs © de types /g ou (Ie).

1) Si s,(@, g) = 0, alers © est la vites
scnsde Rosen-Rayner: d

teur de Killing réduit, (K,)

s¢ a’un meuvement rigide au
ans ce ¢as on peat dire que 9 est un vee-
. En parficulier, si s(®. g) == 6, cest a

LT
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dire. s fm e =0, alors T Jdélinit un mouvement sur la variéte (111 o),
Loty ) <yt P sedilent ¢ B 5
en Ctant un veeteur de Killing, Do théoreme précédent on diéduit le
Théor.me 2. Soil i chamfp 0 do Lvpe (K}, avani se{v. L)~ ().. Ilz;{:
Pl persurface sorialv 4 T est focalesent plate avant les divechiois asym plo-
tigurs nddlerniinge ‘ o
iculi i g i a valeur ¢ sera invariante,
En particulicr, si¢ est le veeteun de l;\lllmg'lld \al.uu .,dx‘cr‘l invari
étant donnée par Vg © V,, Laoolt 4y est ke \u:.-.u_r it o
. T T so
Rewarguee £, 51 M = R alors Ta 33 normale o T, de type (), se
1éduit au hyperplan non helonome. R
Neaargue 20 St o st an vecteur de Killing il suit div o
12 Vs . - L
?)/ Siona s (0, 2) =weg/bR ' on peut dire que @ est la vitesse d'un
e S S o« Tl voectonr ost de type
mouvenment ,,rigidc-ronformc sur (M, g) [¥1, ou que {L ‘{:LlLllrnCSLLI-f;\-E}!m
- - . . - . o i i Ny — Y TIS) - o
(K,). Ln particulicr, sion as (v. g = wg ouu _c.n .b{r' 0 ‘théorémc
mouvement conforme sur (M, g) ot le vecteur @ est de type (N.). Du
1 il résulte le suivant ) R
o . O T = o .
Théoréme 3. Soil le champ v de {vpe Koo avand s1v. ,;})_ . r.b,n'”n”w
A . oy “ 1) \ LN v { lc
Alors, la V™' normale @ v est une hy persurfuce localement s,{:‘h;_rqms!_ e
indétermindes les directions principales {de Darboux). En ;.trlmr‘[uf’.! 10:111;‘3
wn veclewr de Killing conforme, alors la valeur v cst invarianie, ¢ est donne
har lu formule

L

{1, V30 =

divo
la.

Vlg‘:‘) —vf,,]n'

v

Remargue. Ston a M = R, alors 1'% normale & @, dv tyvpe K., cst
une hvpersphére non helonome. T - o

’;)il'nl dernier excemple se réfere aux difféomorphisines d'un para
meétre, défini par o, gu'on peut appeler (1L1€lS;~UOIlTOl:1‘HEa. e o

Soit (M. g) rapportée au repere (X)), (). Alors v peut ¢ Lo
localement pur‘ﬁ N clest B dive par les comPposanics (Ji(,\l).t.‘l v i
un vecteur de Killing généralisé, les composantes ¥ sont les solutions
svstome  différenticl

(15) Fgn =0, 1 # 7,

ot vérifient encore d'autres conditions de la dféfmmon 1. D auj[wtr‘?o'tf{n::i“
cemment il v a été ¢tabli un critériqm, exprimé en i-ogrrlon;‘?slc"z}r ( ‘513C (5;.'
afin qu’uncvfamillc d’loméomorphismes & un ])ﬂill':%_l‘.h_‘tl.‘i: di 08;){);1‘0 Crit.é.’
scit d’homéomorphismes quasi-conformes [4, l7j._II-n. t1.fi.t1ap't ot 1; o
rium sur (M. g) et en l’cxpri}pa'nt sous formie invariante, 1l suit q p
générateur ¥ doit vérifier I'inégalité

dive v ' .
(16) ”SZ;,g——T I“ < € {const), Yxe D<M,

z 3 . s Vs . Sle
ot D est un domaine convexe homéomorphe & unc boule e lt.isp'iccté I?OOC(’II(iBS
de M, demaine qui peut appartenir & unc carte de coordenées ;

; - .
sur M.
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Ion effer, par 'indgalite
: topar 'mdgalite S5 vt
T (rlli!Si-L'()u{q]r,m. :l('.h dite (l()) on mésure la déviation d'un difféomorphis
gendralise. e tensou _léil _411_110- conforme, Maintenant, si 2 est de l\"lli-'“.w
galité (I(r,‘ SOt wufj]. ”f seras diagonale, / étant la matrice unité ;"m'r:
! ) a verlice st les megalités numeéri e s
gi NETHUCS SUIVATCs & isfai
ates sont satisfaires
dive G
, -— ] )
woloow ! 2

(7

-~

weeas TLL

Coci montre it
. mtre que bes diffe phi
Al i 1 comorphismes quasi-c
:'.]t..{t!]('h!:'\ par oot veérifiant (16) ekl ek
tvpe (A ‘
En vertu o i i
i Piddn théoreme bl sui ’
N ; St gqu'un chg ]
-.l(t('”[’ fprlil=l-crag 1 2 E- ; ]dn][) E dLI type [ 3 it
pelenr tuasEch Hormi »oous raceourst (Al sk la com l' e Vg 1
ey .l.‘:t(('ll”illlll'\ principales de la 120 nopmal e
Teres ftant encore e me i : 2
e _ . ¢omeme sigtie, Ceci
Gomaods L o W T g, Cech nous permet d'aflicmer que
SNt oas ilicoiernhi ations quasi-conformes d'une variét¢ de Rien .|
Lorné par un hy )1 '};?'ﬂ_‘i‘ qui transforment une bhoule en un do i,
Jovne par ut ._l} ercllipsotde. la constante € de Pinégalité (16) ¢ ant lide
H ntre des sémiaxes extrémales de cet ol)j Ehide, 2 )t
o cllipsoide.

¢ d4un paramcetre
sont englobés en ceux définis par § e

A o.osont borndées, les

SUH v sun ehe v

o it Vi 1ump o ode tyvpe A

normale ; = i iy

! tn 1115. 4T les courbures principales bof‘niécs vrt

peut dire que le vecteur o oest de tvp '
Maintenant, &

g vt sous-variete be
5 et de méme signe, alors on
¢ quasiconforme ' .
e .oou. (A
Théoré 4 nous pouvons énoncer le dernier théorcime ( e
éoréme Soil D "
o HH Champ de epe K, s HE
(M. 2). Le weetenr v définira des {) (e L1 pe Ney sur ane varicté de Riewmann
N L \‘p‘”wh.:‘ : des ¢ iﬂcamorﬂusmrs guasi-conformes da wn
ies conrbiuies prinei p ;t nurmale @ © st localement conveve, est a dire ! .
E ipales soni borndes en avant le méme sion 5/ 1! ‘f i
: e SigHe, ML pest de tvpe

(l\ “) {Var 1OV THOH e of verifran QFRLH H L] ¥,
S)ody l/ !(f Hornie o ]

; ) TOROLC e L

. . !/ l"f ! f’( f " [f (I]d(l .I& t 1:
”! VRO dit f)( “i“-).

En récapitul

3 apitalant. on peut affir

' nmer que Joe
types de champs introduiis das e ot e s
des inclusions suivant

affirmer tous les
s ce paragraphe sont englobiés dans le schéma

o Ke K o kK,< K
n n n n
K,e K< K,.< K,

¢

5. . . .
e 1t-p&rouzs\'l;ulanams..O"hog"naux d’'un vecteur de Ki
, <A ) de maniere gue le vee ; s anq-
I'hvpersurface no ¢ que de vecteur de Killing soit 4 - v X
( ' ¢ normale & @ est donée localement Jilr l’éqmt-i(;:xl\w Alors.
19) ‘
o' = 0,

!j‘“ 111111.@\:11‘11. B W RM exposée en §3
tangent 0 PR oen oy e
variété (R)).

lling. On  c¢hoisit

on remargue gue dans
C RS, 1 e dans 'y perpls
A S < M ol agit le groupe O(n 1) {s1 .M S'l-'l"i’ 'tl 5
avant les formes invariantes ewf/(3) AT

. H l). (](’})".'[ld-’l;]t d'. (" t })'x'.f‘l”](‘tl( 5 SCCOn i " ] I . '
5Ty © P> ORAaLLres ¢osyateme
; h 1t })] <)10tlg(
..0 -) B s [ il e H H.
( ) ¢ L l H G 1 3 l " - ] j’ 1 I
s LN i sy - "o
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uit les celiicients 1% dépendent encore de parametres secondaires. S1oon
considere v & D fixé, alors on a

@) =0 o (3)=0. ol (3)# 0. 3G A0

lin utilisant les équations de structure (6}, nous ¢valuerons maintenant le
covariant bilindaire du premicr membre de la rélation {20.) modulo (20},
pour un déplacement arbitrairc d ¢t pour l'accroisscment 8 a lintéricur
du groupe O(n — 1}, Apres les calculs cffectués sclon le schéma du §3, on
arrive au systéme différentiel suivant.
21y Al — 1y el (3) = 0. 3, — Iy ol (8) = 1w o} (3 = 0.
Siolm#0 et I, =0, 0= 2. n—1, du premicr sous svstéme (21,). il
sult que
) wi (8) =0
¢t par conséquent n—1 paramétres secondaires ont été fixés ot wf devi
ennes des formes principales. Or, dc (21,) pour ’==1, il résulte que 3 =
— 0, ct, par suite [T = — %, e¢st un invariant — la premicére courbure de
Frenet d’une ligne de Killing. Puisque V, X, = -~ Vg v ot VXX, =
0. il suit que la courbure »,, 1o long d'un ligne de Killing, est constantc
elle peut varier si on passe dune ligne a une autre de fa congruence de
courbes Killing.

Remarque. Si dim M = 2, on a sur Al un réseau sémi-géodésique on
les paralléles sont des cercles géodésiques de Gauss. Si dim A7 = 3, J'ai
montré autrefois que la deuxiéme courbure de Frenet d'une ligne du hil-
ling cst aussi constante. Ceci me fait supposcer que toutes les courbures
d'une ligne de Killing sont constantes. On pourrait le démontrer, ¢ventuelle-
nient par induction, selon n = dim M. en utilisant les formules de TFrenct
bien connues.

En revenant. on considére maintenant les équations du deuxieme
soussvstéme de {21.) par j° = L. En tenant compte de (7). on a

3T3, — The o} (8) = 0.
Si tous les cocfficents Iy =0, j7 =3 ... 7 .1, on obtinet o} (3) =0 ct
alors on a 31y = 0. Nous arrivons ainsi aux nouvelles formus principales
wh, (j =3 ,.,n—1}) et a Iinvariant Tg = <=.

Ensuite, en prenant une nouvelle partie du systéme {213) correspon-
dante & /= 2 et en procédant analoguement, on obtient un nouvel set
de formes principales et encorc Vinvariant 1% = ts au détriment des para-
métres secondaires, dont le nombre a diminué. On continue le procéssus
jusqua V'épuisement des paramétres sccondaires. Dans le cas d'un vecteur
de Killing générique le procéssus sarreite A cette étape de la ATRAM et
on obtient tous les n—1 invariants d’un champ 7 de type (K). Ils sont

n= %, et Tian Ty, &= 2,0 —1.

Pour donner I'interprétation aux invarianis 7,4, nous ¢valuons 'expression
d u" A ", en tenant compte que tous les cocfficients T'Y., sont nuls & I'excep-
tion de x, et T, Aprés des calculs, on arrve a
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n—1

r” " " ®
ddes W = Z, T 0T e 4w
Q=2 ’ :
En conséquenc 5 3
(onsequence, o, sont les composantes de Ja torsron

I} : I i
do I'hy persuriace sormale. 3 o de nonholonomic

Cas parficulicr. Si le champ de Killing 7 st holonome clest dodire

]ll\.jj(’t ST f’i“(. 1 . ‘ 3y I -
. 5 L = Imlll(ll(' 2 ©oesloune fa ]I“ v u JAT, : E

o, 8 . L Tran v a 1] [ AT ‘fre T At
Qr d]nu“-ts_‘- on d()]f A \.nir - irgmoetre d h\ P( =l rd( (56

I'I‘I(Lr“ /-\ (l.)ﬂ U

Ctoquroentraine les relations
T = 0, o=

Dons
r(::l:l‘él_nl'l \((I_(m i }\Jf!mg holonume, a un seul mvariant or hogonal — 1a
}f)' . n-umrhu:c de Frenet s, de 1 ligne vectorielle (21, Cer invarian,
dépend seulement de oy - | arguments, e e
6. Lgs; distributions de Killing et extensions. On
que la variété de Riemann (37, ¢) admet p vecteurs de
. ] - o L - |
Zur.lf;)-- ’1’14{_ AL n et on dit adors quun a une p
5 Cdefi oG . s ail- X 1
Al : nur ‘.L_.ur M. On peut adapter le repére considére (v ) en fe décon -
¥ -"\",111! U oCeus sous-reperes complémentames (. 1
e X, o0 7', 7 =1, 2 n—p; R ;
) a L2 frac b= n—p g da. Alors, (X)) s
I TOPOTe de b Hetribiasrs j i e (R e g S
e .‘].nrlc de la df.\ln!mt.mn AU} tandis que la partic (X, dl"ﬁlrl)l'l"l ]:1
inmuton complémentaire M (A7) ot on 4 la somme de \.\"}l‘iiil(‘\’ o

gy M— 1,

suppose  dorénavang
Killing orthogonaux.
distribution de Killing

.\'")‘ tels (]“0 U =

A @ AL () = T,

f I N s H Sk
Putsque nous avens les conditions

£ v =0

Lt v

en o utiliyg fes for s . i i
noutibisant fes formules du §2.0 celles-ei deviennent

gVx0LY) (XL VB = 0 * XN, Ye ().

En particulier. pour X o= N, ¥ = X\,

. L IR O H ST TR, 5
RN WWant ausst g, THES,

on oh
IEAY o ‘ - P O - -
{-\?\V,\'; ©a A [T AY j) ity ;'.\'(\ In \".Xj iy .\ ") =}

O ‘

o, s N - how ’ : : =
gl Ny = Uy Pa X X ) SN e X, - o l‘;‘" N, =0,

Pici on obtient 1o svsieme suivant Je

by (M) définition de la distrilutiog

de Ixil-

(‘22) auj T“r.’,f + E"u.} a«r + b‘u (-Fj - I;a) - U

{fa 7§
t=pn-—=hHp L] 1.

Si i = ,! w= Y )
O oo, 3 : == {7 3
: e rpour Fes g G (i=a# 1) il en résulte

ou Vg o B 19, = 0,
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(23) \Y% }g Vg —* [“a, h - 0.

Fa tenant compte de (2) on arrive immédiatenient & la formule

(237 Vr, X, =2 — Vigo,

qui montre que le veetenr de la premicre courbure de Frenet définic par
s champs B, est un gradient, Done, chaque vecteur de Killing v, est normal
3 une familie d’hvpersurfaces (holonomes) et on 4 la

Proposition 1. A nne p-disiribition de Kiliing A(M) on pent associer
une distribution involutive (M), dont lvs vartdlés intégrales de dimcension
maximion sond définies lecaloment par

(24} o= Ly feomst) w=m — p 1,0
En considérant 1o cas général i#ast g, e (22) ondéduit des conditions

(25) [ 4+ 15 = 0 G # 0 # )

L

Remargue 1. S1la distribution de Killing (M) est definic par p
veeteurs orthonormés. englobés dans un repére (V). alors (28] constitue
som svsteme de définition,

Remarguee 2. Puisque div X, = 1 de (23), i résulte que div X, -0,
D'autre coté, on a div o, — ,, -+, div N, d'ed i suit div v, = 0. Donc,
une p-distribution de Killing est, en méme temps, une distribution selenoi
dale. La réciproque. évidemnment. n'est pas vraie.

En tenant compte de la relation d’antisvmdétrie (4). les formules (25)
peuvent €tre éerites encore sons la forme:

(2} I TN v R A NS R 1}
En periteulior, de la premicre onoa g, o @0 et par conséquant la formule
{23) devient,

(23”} \-"‘)'“ -\'u = — Y £ ]:m A\ iy

ce qui montre que les veeteurs de fa premicre courbure Frenet des champs
v, apparticnnent & L distribution complémentaire ALA). Done. on avra
b distribution involutive 3 (A1) définie par (24) est englobée en AL(M),

Maintenant, nous concréUscrons les ¢quations de la connexion (2}
enometiant en évidence tant ln partic de la connexion induite sur A ct At
respectls ement. que La partie de ki seconde forme fondamentale de chacune
delles (120 On aura

Vi Xy = I X ok T8y X,

{27) : -
Vy Xy = Fe N 15 X

En procédant analoguement avee (22}, on obtient

‘a 1 i"ﬂ

g, L1, =0 (T8 =0); T8 1% — 0 (usf b):

28
(28) et e =0 (h#as ) VT8 =0 (a# ).
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Les formules (28) contiennent. en réalité, toutes les propriétés de la dis-
tritution de Killing. Nous signalons ici seulement une conséquence e
la relation (28:). Puisque T'g. = 0. de (27)) on a V. XNp = 1% X,
Done. les courbures géodésiques des lignes vectorielles tangentes & X (tam
de b varicté ambiante M. que de la distribution AL), sont les mémes, D'iei
il suit, en particulier. qne chaque ligne autoparaliéle de la distribution
complémentaire (I'f, — 0) sera aussi ligne géedésigne pour la variété am
biante, d'oll on a Ia

Proposition 2. La distribution complémentaire d'une distribution e
Kalling cst fotalement géodésique.

La reciproque n’a pas licu.

[Yautre part, si on généralise sur unc distribution quclconque la
notion de direction asymptotique d’une sous-variété [6], la relation 18, = 0
indique que les directions asymptotiques sur AL{}M) sont indéterminées. Or
cetle propriété est caractéristique aux plans non holonomes d'un cspace
cuclidien. On obticent ainsi un autre aspect de la distribution complémentaire
de fa A (M) de Killing — d’étre Iocalement  plate.

Une p-distribution de Killing se remarque par une mobilité locale,
kn effet, si p = n, on a la variété de Riemann doté par un repére de Kit-
ling. Or, on sait que unc telle variété est locale symétrique [7]. En procédant
comme cn [7] et en utilisant la formule (5) on arrive a

Vx, ® (X5, X)) =0, VX, X,, X, = %(a),

c¢ qut montre que la courbure riemanniene induite sur A(M) est covarlant
constante ; donc on a la

Proposition 3. Une distribution de Killing est localement syaiétrigue
Cas particulicr. 51 la distribution AL{1]) est involutive, alors le crochet
Vot ], 2 s p

b=l 2

[Ne, Xp) = (Thy — i) X,

ey B
doit étre tangent 4 Al et on a
B — 1§ =0
d’olt, en comparant avec (28}, il résulte
Ig = 0.

Donc, la seconde forme bilinéaire fondamentale de la distribution scra
tdentiquement nulle si et seulement si la AL est involutive; alors, les variétés
intégrales de dimension maximum de celle-ci sont totalement géodésiques.

Maintenant, en procédant comme au §4 on peut généraliser la no-
tion de la distribution de Killing {K) comme il suit,

Définition 3. Une p-distribution A (M) sera (Kg}, de Killing ginéralisie
ou (N,,) st les champs vecloriels orthogonaux de sa définition, v, a = n —
—p 41 ., n sonf les vectenrs (Kp) (on Rp).

D’ici il résulte que toutes les inatrices symétriques associées £ g =
= § {0, ¢£) (ou s (v,, g/Al)) peuvent élre amenés simultanément sous forme

13 SUR LES VECTEURS ET LES DISTRIBUTIONS DE KILLING 113

dingonale. la forme qui est conservée par les transformations du groujpe

<tructural de A{M). B B 1 7
Cus particulicrs. 1) Si on a s(,. g} 0 (ou s(v,. g{Ad) — 0) on re

trouve la distribution de Killing (K) {ou, on obtient ance nouvelle distribu-

ton {(A,)) _ . .
2} Sioon wos(,. g) o ey (0w s(Dg. g/AL) oy g/A), on arrive aux
distributions A, de Killing conformes {ou A). o _
3) OUn peut aunssi obtenir une distribution {(Ag) de Killing quasi-
conforme (ou Rye) - sioon exige d'étre détinie par des vecteurs orthogo-
naux o, de tvpe N (ou Agg) o . )

Nous esquisserons sculement fe procédd d'obtentr les expressions aik-
Fotiques tocales pour les nouveauy types de distributions. Pour cela nous
snaintenons le choix du repére adapié aux A et Ab et les autres notations,
Puisqu’ on a

B N, Y) o g(ApBa Y) RN Ve B XY = R,

bl

aous obtenons pour X - XY X et v, = U, X
_ . R .
(18) [S(U{h 1.') if Ca,r Su : 'y i O\u. =Ty (f ja [iu)-
Cette formule nous donne pour i # j et puis pour ¢ — 7 le résultat
sutvant. .
= - * doy o ) ¥ ry i Yo i
|:29) lS (U". Q)JU = ?J“(l _:"I L] l{,,) l 5 (va- ﬁ,')_ﬁ 2 o dnn -~ &g ila g

D’ici il résulte aisément que la distribution 3(M) sera de tvpe Koy 51 et

seulement sioon a

(30) Ia, - Igus 007 # ) =1, 0 p a, be—wn  p--l...n

S, de plus, onoa

(3]) v lg o r‘a’n Ne — ]:o X,.

alors, A (M) est une distribution (Kg) — de Killing généralisé. Siona (30) et

{32) 20, IE T

A (M) sera de type A, elle se réduit au tvpe A, — de Killing con forme
s1 on a de plus

(33) 2igy = ha 27,V R
Enfin. A(M) scra de type A, si, en dehors de (30), (31) on a
I e 0o

La distribution sera (K} =1 on a de plus
b
Vae = O 13, = 0,
et ainsi on arrive 4 la distribution de Killing, D'ici 3l résalte évilemment
gue la formule d'inclusion (I8} reste encore valable pour tous lvs types
de distributions  introduiis ci-dessus, _ N
En ayant toujours pour modéle les théoremes du §4. cn peut trouver
sans difficultés les propriéteés de ces distribations; an peut déterminer leurs
invariants par la méthode esquissée au §3.
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Usie derpiére penworqres, Lexitstens e diune distributic n de iKilling
une variéte {3/ g). ayant la propri¢ié de lesale svmdctrie, indique U'existence
dvn groupe de mouvements quiagitsur M. Ainsi on arrive 4 un nouvel HESTRE:
d'un vicux probleme de la clussification des vnictés (8) selon leur gralpe
de mouvements, La possibilité d’évalaer les invariants arthogonaux ' une
distribution (&) permet dentrevoir des nouveans movens dutiliser o oce
by 17

Les généralisations faites aux vecteurs ot distributions (A') ¢t surtout
e cas de quasi-conformité, indiquent des nouvelles perspectives d'étude,
Les extensions sur les variérés (£) peavent Stre utiles dans la théorie uni-
taire des champs physiques (3, 18],
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1. pOP

In this Note we consider the notion of bicofibraticn which is dfg.»;"l:]c‘:—
ralization of the topological sum of two spaces; it includes t};c ]F[)'ll?(‘(;q‘:tlr;--
plexes and it is dual to the notion of bifibraticn (I_cflncd.;n - Vil
sult is used to construct some bifibrations and :-c_)r?lc_nu;zpc 1.1 ;f o

1. We reeall from {1] that a bifibration is a pail (i\: 31,. 111‘31_.[_‘{,:“ Ay
rewirz fibrations having the same total space ‘\ :=..n(,_r~.u_-.1 t ;}1] h\uo“..i].]"
[ibraticns there exist two lifting lunctions 2., As satisfving the tollowing
conditicns

JIR S FRNCH I falas) and
i }‘:(1-’1, Ou) = f’z(f"i).

ferevery (e, o) € Qﬂ = {{xn o) & X X Lilw (0) = f’r(“f‘)}--f 1 Cz.fed,

If the fibres of the fibrations and the total space .\' m(ta! ((0(;]1:-.5(-1\*(1
locally path connected and the hase Spaces H‘-}mc 10(1?1{; ll‘:mm]nncr‘tcd N
and semi-locally l-connected, then the h1_f1.hrau'un 18 L:j] ;( iR - i
connected bifibration is called a simple tblf{l‘nl’;ilgn 1’5 f’; (i)gl) n oprthe) 15

iscrete subspace of A, for cvery polnts 6, 1 by -

dmIL5’:‘e-::’:l:.vlr);.‘:p11.r Using arbitrary im;}q()tq)ics, the HOI:IOIII{ of lall(?;ﬂl]tl;,—)ﬂ i:a;::
be given as follows : A patr of continuous maps (y, .,'."'P« ) ) f‘.}" ol
bifibration if for any topelegical space Y, any COilillll{C;u;‘ ?1 10) N 75.]“(-\‘-)
and any homotopies I/ Y 3 f — By 1 =1, 2, such that £ {y. (),

{1

there cxist two homotorics G Y xl XN i=112 such that
(2) Gy, €)= f{x), VyeY. i=12
(3) PGy =F, 1=1 2,

p:Gi{y. 1) = Faly, 0) = P fl3),

o PGy, 1) == Il 0) = puf(),

ey (v, ) e ¥ X L o _ ,
o e\]-Elr}qm(-/:!,c[)l.CLet (X, Bi pidicr,2 be a pair of Hurewicz Iﬂ.)rz(lltlfc?:‘.s.d \}\)e
consider the continuous maps pi: Ay X Xe = Iy 7= 1. 2}3 € H}e—l 2})!
p:(.t1 ."“‘-5)=Pi(-tl'), fOr (xl, x;:) E.‘{l X«\r-_\‘. Then the pau- (.\ 1 X-¥:. i 15!)( ="Lig

‘ o A . Witk T RN cone
ic a bifibration. If p, are covering projections, h A,



