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VARIETES DIFERENTIABLES MODELEES SUR DES ESPACES
DE FRECHET : L'INTEGRATION DES CHAMPS DE VECTEURS
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Dans cclte note nous introduisons les LG R-variétés différenuables
modelées sur des espaces de Fréchet, nous définissons la O R-variété
tangente dune LC R-variéte et utilisons les résultats lecany de (41 pour
résoudre le probleme de Pintégration des champs de vecteurs sur une LG -
variété de classe €% Les définitions ct les résultats utilisés dans cette
note sont pris de {4, Pour deéfinir les variétés différentinbles modelées sut
des espaces de Fréchet, nous supposons que 1ous les espaces de Fréchet qui
interviennent satisfont a la coundition (R)de[4] et considérons aus=i dans
chague espace de Fréchet la topologic raffinée délinic dans (4.

Soient I }ie, des espaces du Fréchet et X un cnsemble donné.

Définition 1. Nous divons qu'un cnsemblc of = (U b, By e 1}
esi un L.C-atlas de classe Cig(k 2 1) sur Pensemble XN.si X =1 U pour lout

i€l
i e I, Papplication by Uy = hdl) < E, est bijective, B {l7,) est un sous-
cnsenmble owverd dans la topologic localement conveve (. c) de E; of ponr foul
(., ) & T x I, les cnseinbles Ry (LU'y n 7)) sont onverts dans la topologic Le.
de I, ot les applications hyo iyt he (17,0 ) = WU n Uy sont de classe
Ok dans le scns de la difinition 6 de [4].

Proposition 1. Soit of = [(Us, K. Ey: i 1l um LC-wlas de clusse
Ck, sur X. Alors. sur Vensemble N il existe deux topologics nofées par e ct
respectivement =, pour tesquelles les sous-ensembles U, sont ouverls et les ap-
plications hy sont des honéomor phisnics.

La démeonstration résulte facilement en définissant un ensemble
[ © X comme ouvert dans la topologic 7, si pour tout ;=TI I'cnsemblc
h{U n Uj) est ouvert dans la topologic [.c. de £; et un ensemble "< X
comme ouvert dans la topologic =, si pour tout i€ 1. Vensemble A (UnUy)
st ouvert dans la topologic raffinée de L. L'ecnsemble X muni de la
topologic v, scra noté par X, et muni de la topologie =, scra noté
par Xi..

Seit U un ensemble ouvert de Xy, ci soit (U, h, E} une LC-carte
locale sur X, ot £ cst un espace de Fréchet ct i un homéomorphisme de
U sur un sous-cnsemble ouvert dans la topologic le. de E.

Définition 2. Nous dirons que la LC-carte locale (U, h, ) est Ck,-com-
patible avec le LC-atlas o si. pour tont i € I, les applications hohilet hyo A1
sont de classe (.
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Propositi 4
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nu"ou;‘,;. )hi:m[: .‘"(‘l.h'_ (U7 0 By sur XVooon £ est cavert dans Y ot /fu:h] h—f;
con |l' ¥ e de U sur un sous-ensemble raffiné ouvert d'espace de Fréel '
Toest dite C-compatible avee le LOR-atlas of sipour = S,
sl tout 1 = [, les ap-

lications i v
plications Ao kit ot Jiyoh ' sont de classe (%

Définition 5. {'ne LUK it iR
PP 0 e LOR-varidtd i Sl I T X
deguivalence de conplesi (X . ob) i _(fun ntiable de classe Chy st e clusse
X . Hples (X (ot e est un LC R-atlas de classe 8, sur ¥
pour la relation d'dquivalence . (X, o) ~ (Y. B) s \: ' '}- “b:({. s sur X)
catble Fer " vt ; A=Y ot fowte LOR-
o “II{’ ::fn(;u,p.‘r@) H]’ Crcompatible avee e 1.6 Roatlas '3( (!r{':ﬂ‘)r (a;‘l
Cemargiee, Toute Lo -varictéd de classe % = ArLsp. 0
de classe (k. wicte de classe CF est aussi une LCKR-variéte
])l“:(!ni);;:ﬁ (!v r]ni Sttt m]ms considérons les LOR-variétés X de classe (
sens gue tous les models 7« 1 de X sont is ol e L me I
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donnée par la pro-
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Proposition 3. Lu pelation |, ~" cl-dessus sl nHe reladion d'dyuivalin

Notons par (U, bl la classe Jd’équivalence du triplet (U, o)t
par 17,X Pensemble de toutes les classes d'équivalence {U, 4, n} ol (L. h)
vst une LC R-carte locale dans x = N el it = . L’ensemble 7,X est appele
]'uspace tangent au point ¥ AN el un clément [U A )]sl X est appelé
un vecteur tangent au point x AL

Soit (L. #) une LCR-carte locale quelconque dans ¥ & X' Deti-
nissons l'application 0y : £ — T,X par Ogu) = (U, h, u]. Sur i'espace

tangent 7,X on définit la structure d’espace vectoricl par:
U, hou, AU b Y= (U, hyow 4wy u, v & E ot
WUk, uw]={U, b nw)]: RS R, ue L.

v

On vérifie que lapplication 8y est lingaire par rapport a la structure d'es-
pace vectoriel de T.X donnée par lesopérations ci-dessus. En définissant
sur l'espace vectoriel T.X la famille de scmi-normes {j-l,; = € 'y} ol
WG, A, wlle = l#fa pour toute x € I'y = l'cnsemble de toutes les semi-
normes continues sur E, on obtient que 7, est aussi un espace de Fréchet
et que l'application 8y : E — T,X cst un isomorphisme topologique 1i-
néaire qui conserve les semi-normes (c’est-a-dire, By = Isom, (I, T,X) ol
0o I'p = U'g cst 'application identique (voir les définitions et les notations
de [4)).
I)I ost aussi facile de voir que la famille des semi-normes de 7,X délinie
en utilisant unc autre carte locale (U, b)) dans x sur ., est équivalente avec
la famille des semi-normes définie ci-dessus, parce que les applications
(h o kpy) (hy (x)) et (Iho K1)’ (h(x)) sont linéaires ct continues. 11 résulte
ainsi que les applications B, ct B! sont aussi continucs par rapport aux te-
pologies l.c. de F et T,X et par rapport aux topologies raffinées des cs-
paces [ et T.A, en plus 6, o0y = (& o Ay Y (hufx}). (Uay Ay} €tant une
autre L RC-cartc locale dans x sur X. Désignons par TX = |J 7.4 ct ap-
pelons 'ensemble TX, Pespace tangent & la LCR-variéld X. #€%

Montrons que TX est aussi unc LC R-variété de classe Cf7? modelée sur
E % E. Définissons {’application II : TX - X par T1 (U, &, u]) = x pour
tont vecteur (U, k, u)eT.X. Evidemment. 'application Il est surjective.
Soit (U, #) une LCR-carte locale sur X. Définissons une LCR-carte locale

sar TX par:
Th:T-(U) = h(U) = E; (TH(U, h, «]) (h{x), u} ol
(U, h, u]e I{U) et (U, h u]) = x.

L’ensemble A{U) étant raffiné cuvert dans E, il résulte que A(U) X FE est
raffiné ouvert dans E x E. L'application T#% est bijective et donc le tiple
(I-YU), Th, E X E) est une LCR-carte locale sur TX.

Proposition 4. Si {(Us, ki}ier et un L.CR-atlas de classe C¥ sur X
alors {(T1"MUL), Thi}les est un 1CR-atlas de classe Ci ' swr TX. En con-
cidérant sur 17X le LCR-atlas maximal du LC K-atlas {(M(U), Thi}
il résulte que T°X est unc LCK-variété de classe Chy' modelée sur E x E.
On montre aussi que lapplication T1: X — A est de classe C4' dans
le sens de la définition 6 et donc que Fensemble 7'X a une structure de

1C R-fibré vectoriel de classe Cii'.
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Définition 8. Nows divons ¢ une applicalion £ 0N — 1N est cham p
de vecteurs de classe (=0 sur X gy Papplication 2 est de clusse G5 dans fo
sens de ba définition 6 et de plus nous avons &) = TN ponr tout v = N

Définition 9. Soit | wn jutervalle ousert do R tel gue v = | ot soif
) =N e application. 61t X est wne LOR varicde dooclasse C5 modelée siy
Pespace de Frécher 1. Oy di gite g est de classe CF syr gy ponr toui { &
ioexiste wne LOCR-carte Jocale (1, hy dans ¢(f) sur N lelles gre g(f) < U et
application it og: | = AU = F soif de classe G sy [ dans le sens de la
définition 3 de |40 '

Définition 10. {Fnc wppiication g1 = X ode dasse (5 st oine conrbe
bégrale d'wn chamip de vectours Eosur N dins Lo potnt v = XN &7 g0} oy
o glt) = L) pourtons i e ot gy = Ta(i(t))., Te eut lapplicalion
tdngente de g0 T f s B 'Y of 1o = Roest laoseetion identique, ITn
utilisant la représentation locale du champ £ dans Ie L6 Rocartes Jocalos
(. sur X et (110 () Iy =ur TN nous obtenons Lapplication
ThoZolr i h(17) = h(U}) % [ délinic par:

{(¥hoZ ok YY) = (u. 5,00)) pour tout u = iy,

i, app’lu auen &, 1A (U) 1 =k oest appelée Ta parte principale da chamyp
E. Hrésulte ainst que localement. les champs de vecteurs sur une Lo g -varig{ ¢
de classe G4 sont donnés par les applications de classe € A7 dun souseensem
ble (7)) raffiné ouvert de ! dans [

o Eneffet, 53 E est un champ de vectears de classe (A7 sur Xl est
tvident que L opartie principale 5,0 ) = £ ostoaussi une application
Jayew ko - L . . .
de classe T .’.-\]ur.\. dire quu ]()('.’l!(?l]ll‘;‘[ll. e application g: / — X st
une courbe midgrale pour e champ £ est équivalent 4 dire que Pap-
plication fog esi une courbe Intégrale sur £(L) pour Zao Clest-asdire que
(lrog) (1) == Z.((ér 0 2}(1)) pour tout / < /0 Le théordine 4 Je {41 est alors
un théoreme d'existence pour e flux local d'un champ de vecteurs £ (e
classe €470 sup une LOR-variété N modelée sur un espace de Fréchet 1o

Dane manicre clasique on peut montrer la proposition suivangc

A Proposition 3. Selonl g1 = N o ga fo o N odeny conrbes intigrales
Feur e champ & osir Ja LCRvariéte N felles iftte () = p.in) vy
fes applications gy ot gy coincident sur Son S

) .\'(:I(H].‘- par A, E'(.‘II'N'II]I.ll(“(It‘ toutes ey courbes intégrales g pour I
Amp 2 oavee ba condition  intiale 2(0) Voo o1t f{aa) La réunton des
domaines de g & A, ¢t notons Hve) = (¢ (o). t(r)) € K.

natt DB} = e X}z e ({x). 1(v). ye Nt e R . X

Alors

Définition 11. Nous wppclerons le flux vlobal four 20 ane applica-
o g INE) = Xt gae ponr tond v X, Lapplication g, -} (v) = X
difinic par g (1)~ glt. X} soif wne conrbe inlégrale de clagse (1 pour £ avee
le condition initiallc 4, (0) Y. '

Théoréme 1. S0 v & wn champ de vetenurs de classe MisurXNoety: D(E)
= X fe flux global pour 5. Alors por font x = X of fout ¢, = [(x), nous
avons [(glte, X)) = [(x} — to of pour tout | & J(¥) — 2y om a g1, 2{fe. x)) =
= .'g(t —_'— fn. 2'). .
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Tidmonstration, Soit vy o glfy. 1) & X, Pow R AV eNIste une
courbe mtdgrate g0 flvi) = X avee g {0) vy, Soinogy Beoeonche intae

prale definie par o {6) ozt ; h.)' avee g o) .;;_,(l(,.) 80 A()n. 4 ]gl'l,‘) ‘-.
- g (G} et done les caurlios ln[vgrzl]n\-:\ Zyet g, and le méme (0{’1!\\'“.%
i) W Koot dee [l = [ fo vlow,, (1} @) pour tow
foe JO0) — fe 1) résulte encore gt slfe. V) gl le. A). ‘

" Théoréme 2. Soii o cleomp de veclonrs de classe ok sur la 1L I:’ va-
Pidte X de classe (5 medilic sur espace de Fréchet I, 4 lors Pensemble 1) (%)
et oweerd dans Ko X de flux elcbal goosd de elasse (F /J:U’ repport d ({’ V).
pourdend toe {6} Sensemiie 1) =i & X {/. )« U(C,Jf‘ est u.-rur.rf J;:?l‘.\'
N ot Dapplication ¢ Dy — XN définic par .1,(.}) ol ) s :f:‘lt‘.’::t.\‘.\(: (5=,

Didmonsiration, Fixons le point 1, & N et notons par / [("!\N'Il]])h'
de tous les peints /= flv,) avee T propri¢td il existe un nembre r('-('i_ o= 0
ot nn volsinage ouvert £ de g tel que Vensemble (¢ — a0 Fpay U DI{E)
cUTa restrnotbon de g A (0w F - a) o U sl de :_‘Lu—ﬁ-' (ko par 1appor
fov) et pour tout fy = (0 al Sy, Papplication g .-'(,_‘ 2\ il
de cliasse CA7T D'une manidre classique, on montie que 0= fTet que f
comeide avee f(vo) Alors, panr tont (4, ve) = D(E) i}« Msle o un sous-ens
Ble flvy) o {7 e THE) tel que (L. ve) = [ () o SOIt N volsinigce
cuvert de v et la restriction de g f () - U saic de clasee €F 1 par rapiort
A (fa) et de classe () par rappoert 4w ' .

Remargue, 51N estune LCwvariétd de classe €% modelée sur espace
de Fréchet f) alors tousles résultats ci-dessus resient valables sinous eansi
dérons sur X Iy topologie 5, donnée par la proposition |,

BIBLIOGRADPHIE

Lihearpghie s, Gh, Opraiu, Voo Variddtt diferenprabale finif s nfinat demiensionale,
vob 1, Ed. Acadewmici, Bucuresti, 1076, _

L Lang 5 — Dtrtwction o Differentiable Manifolds, Interscicnce, f\'(‘}\ Yark, 1962, i}

Marinescu G —Tratar de analizd functionald, w0l B, Edo Academici, Bucuresti, 1972,

S Papaglinoe No— Surlecalowd différenttel de Marinescat dans les espaces localenrent convexes,
An. st Uiy, lasi, fasc. 1, 1979,

W

fiogue e SV JG7% Pucndté de Mathématgues
o B . Untversité de Jassy
.S, Rowmanie

10 — Matematica



