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SUR QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES DANS LES CATEGORIES
PAR

I, TOFAN

Soit @ une catégorie et .4 un objet de €. Par définition [I. cap. 3 ;
1. cap. 4] on suppose que A est doté d'une certaine structure algébrigue si
vX e |@| (| €] désigne la classe des objets de @) Uensemble € (X, A) est
doté de la structure considérde et pour chaque morphisme n : X =Y (Y =€),
€ (u, A) est un homomorphisme pour ceite structure. On peut montrer {{,
cap. 3; 2. cap. 4] que cette condition est équivalentc & une condition de
factorization pour le foncteur contravariant € (—, 4) : € » Ens [Ens décione
la catégorie des ensembles).

Nous allons supposer dés maintenant que, sauf mention spéciale.
€ a des produits finis et un objet final, cas dans lequel on peut expliciter,
comme ci-dessous, la condition antéricure.

Soient p;, pa, p3les projections pour A = A = A, ¢,, g5 les projections
pour 4 = /. Notons par -2. > le morphisme qui correspond par la pro-
priété d'universalité du preduit a un ensemble adequat de morphismes (de
iméme source).

Soit un morphisme [ A4 x 4 — ., nonuné opération sur 'objet 4.
Pour chaque X = |@] on peut définir sur € (X, A) une opérationsg
par Wy =f <n v>, o0l u ve@(X A

Remarque 1: VXN €€, n, ve@ (X, d) et VgV o X, (u+v)g=

(g)*x (vg).

Lemme 1. Les conditions sutvantes sont équivalentes

a) fllax f) <pu, < po p3a>>=f{f X 1o} << py, P2 >, p5 >
> {condstion d’associativité pouwr f)

b) VX < (@i, l'opération vy définie sur € (X, A) est associative ;

c) lopération * 4, 4. 4 définie sur @ (A XA XA, A) salisfait ¢ I"égalifé
Pr* acaca (P2 # acaxaPs) = (P1 % axana P2) “avaxa Pa

Lemme 2. Les conditions swivanles sond éguivalentes :

a} f < ¢z 1 >==f (condition de commutativité pour f)(<gs. §1 > #
# <G G > = laxa)

b) YX = |8|, Vopération =y définie sur € (X, A) est commutative ;

cy lopération .. 4 définic sur € (Ax A, A) satisfast a ['égalité:
Y1 %¥axaq2 = g2 * axa q1:

1
Soit 1 l'objet final de € et les produits
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Axl =2, 4 1% A -1
9a
! |
1 A

Notons par !y Junique morphisme X -~ 1. Soit 1 2, A,

Lemme 3. Les conditions suivantes son! équivalentes :

2) 1, X &) == gy fle X 1.} = ¢4

b) VX €\€], lopération »y définie sur € (X, A) admet comme élément
neudre elyp;

c) les opérations * 4y et #y, 4 définies sur € (A <1, A), € (1 xA, 4)
admetient les éléments neulres ¢l g, of ely, , respeciivement.

Soient f: AxA — 4 et 1 —» A satisfaisant & a) du Lemme 5.

Lemme 4. Les condilions sutvanfes sont éyuivalentes :

a) 3i:Ad - A satisfaisant ¢ f <1, 1> =e¢l;=f<1i 1,>;

by YX (€], Vu e (X, A} a4 un tnverse par rapport a l'opéra-
lion %y ;

c) 1, € €(A, A) a un inverse par rapport a lopération * .

Soient f, g: AX A - 4 et op définic (en utilisant g) de fagon analo-
gue i *x.

Lemme 5. Les counditions suivanies sont équivalentes :

a) f(l Xg) < pl! < P?v P:‘J > = g(fxf) << pls P2 =y = .'Pl » PS‘/‘ >
(condition de distributivite @ droite de [ par rapport a g) ;

b) VX e|@|, lopération =y est distributive & droile par rapport a ox
(*x, ox sont définics sur € (X, A));

c) Les opérations * 4, 4. 4. ©qpuxa défintes sur € (A XA XA, A) sans-
Jonk & Py % 4y nna P2Oaxaxa Pa} = (Proacana P20 icanalPr1*azaca P3).

Remargue 2. Sont équivalentes :

— les conditions a) des Jemmes 1, 3, 4 sur un méme objet ;

— la condition b) du lemme 3 (sans la spécification de la forme de
Vélément neutre) et des lemmes 1 et 4 sur un méme objet ;

— les conditions c) des lemmes 1,3, 4 avec la méme restriction que pour
les conditions b} ci-dessus.

En effet en utilisant la remarque 1 on obtient la forme désirée pour
Télément neuire,

Remarque 3. 51V X € |@], € (X, A4) est doté d’une structure de groupe
{ou gronpe commutatif, ou anneau. ou anneau commutatif) par rapport a
Popération #y (et oy pour la structure d’anneau) satisfaisant a la condition
de la remarque 1 alors, ¢y *4,40.0 A X A= A4 (éventuellement ¢ o 44492
aussi) est une opération sur 4 satisfaisant aux conditions équivalentes
(selon les lemmes) aux conditions satisfaites par les opération (s) qui définit
(définissent) la structure sur € (X, A).

En effet sion note ¢ #,,49: parf (et éventuellement ¢, ¢, .¢» par g)
on peut constater que ¥ X € |€| on obtient, pour #, v & € (X, A), uxyv=
=f<u#, 9> (moyv=yg <u, v>).

Pour les objets dotés d’une structure algébrique analogue (obtenue
par la réunion convenable des conditions des lemmes antéricures). 4, avec
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fv (éventuellement g,), i =1, 2, on définit Ja notion d'homomorphisme,
#:A4; = A; par la condition % f, = fy (v X 1) (ug, = go (1t X u}).

Remargue 4. Cette condition est équivalente i la condition que Y X' =
« |@|, € (X, ) soit un homomorphisme pour la situation considérée.

En effet pour Ay, A, © @] dotés avec fy: 4, X Ay ~ Ay, &1 1 =4,
$1:d4, =4y, fiiAg X Ay > Ag, e A, 130 A - A4, pour un homo-
morphisme ¢: A, -+ A, et pour », v € @ (X, 4,), ou X = |€], on obtient
Qs yv) = gfy <14, v> = fo(g X @) <, 0> = fo < gu, qu > = (gu) * x(¢v),
ou *y est définie sur @ (X, A,) par f et *y est définic sur € (N, A.) par
J2 (éventuellement une relation similaire pour g; et g;). En prenant X =
= Ap X Ay, w = py, v=py, o0 par p;, p, on note les projections du pro-
duit A, x A,;, on démontre V'affirmation réciproque.

H résulte immédiatement que si w: 4 —» B, v: B -C sont des ho-
momorphismes, alors vn est un homomorphisme, On obtient les catégories
des objets groupe commutatif, anneau, annean commutatif (notées généri-
quement par €,)), et les catégorics des objets groupe, anneau, groupe com-
mutatif, anneau commutatif (notées génériquement par @,,) — associées
aée.

Un objet de @ peut étre doté d’une structure algébrique par diverses
opérations ct dans ce cas il fournira plusieurs objets de €,, {€,,), qui seront
individualisés par cette opération.

Proposition 1. @., est une catégorie additive.

Démonstration. 1, et !, (considéré deux fois éventuellement) équi-
pent V'objet final 1 avec la structure algébrique considérée,

Soit A €1@,,}. La relation flexe) = f(1, % e){ex1,) (éventuellement
une relation similaire pour g: A x A -+ A4), o0 f: 4 x A - A est l'opé-
ration sur A, e: 1 — A4 est I'élément neutre de f, démontre que e: 1 — A4
est un morphisme de €,. Pour chaque objet de €,,, !, est homomorphisme.
Soient A4,, A,=]€,| dotés avec fi:A; X 4y - Ay, fa: Ay X Ay — Ay,
hidy = Ay, i A, > Ay 6154 &30 1 A, En vertu de la remarque
4, 1l résulte que le sousensemble de € (1, A,), des éléments ga ol a: ! -4,
est fermé a I'opération *, définie par f; (éventuellement aussi a o, définie
par g). L'¢élément ge; est neutre pour #x et ¢ x admet V'inverse ¢ije par rap-
port a Vopération *x. On en déduit que ge, = ¢;,. Alors, du fait que !, est
I'éément neutre de € (1,1), il résulte qu'il existe un seul homomorphisme
de 1 3 A. En conclusion, Fobjet final I de @ est objet zéro pour €, . En
utilisant les lemmes 1-—4, on démontre que €,, (X, Y) est groupe commutatif
pour chaque X, Y < |€,,]. Selon lcs remarques 1 et 4, on démontre que
la composition des homomorphismes est bilinéaire par rapport 4 'opéra-
tion de €, (X, Y). Pour les objets Ay, 4, considérés, nous pouvons définir
une opération *y sur @(X, A, X Ap) par o ry 8= < pia *ypf, paarzpal >,
ou «, 8 = @(N, Ay x A.), py, po sont les projections du produit A; x A,
(¢ventuellement on définit de facon analoguc une opération oy). Pourz: Y —
X @ (u, A = A):1 @ (X, Ay X Ap) » @ (Y, A, x A,) cst un homomor-
phisme. Les conditions des lemmes 3, 4 sont satisfaites dans ce cas en con-
sidérant < ¢), 5 > 1 = ) X Ap ¢t f X ta: Ay X Ay = A; X A, Fi-
nallement on vérifie que VX e |@] € (X, p,), €(Y, pa), (X, <qg,7v>)
ou M = |€, |, gct, (M, A}), r = €, (M, 4;} sont des homomorphismes
pour la structure algébrique consid rée.
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Proposition 2. S: & est cartésicnne fermée, alors YA < [€.,), 3T,
G : €, — €., — des foncteurs —tels que les diagrammes

Qaz —}""'_’ Qu, Qag """""(’_"’ édg
| : b

| ! & [ ‘ U
L oax P |
e — e € — " @

sotent commutatives, ot A X — est le foncteur produit, A son adjoint (¢
droite) et U est le fomctewr d'oublie. o )

Démonstration, Comme dans la démonstration de la proposition pre-
cédente, il résulte que €,, a des produits. 51 A, X, ¥ & |€,,| ¢t o Coy
(X, Y), alors 1, % «a & @, (A %X, 4:Y) donc. F=AX—: Cs, —
— €a, (A = |€,,]). Soient 4, B = 1@,,|. YX =.]@] il existe B* = (€] tel
que € (A X X, B) px € (X, B*), ol gy esl I'isomorphisme naturel. On peut

alors, définir I'opération *x sur @{N, 11} par ey = oy(pz'() ®Axx %
(v)), ot %, v = @ (X, B4). En remarquant que pour « € € (Y, X), o3
(o) = px{u)(1, x «) et € (1, x #. B) est un homomorphisme, on dé-
duit que B* « i@,,. Ln utilisant la commutativité du diagramme

EAxX B —= s Q(XI' B4
|
€(4AxX,f) @ X,/
) !

€(d » X,C) —=—— €(X,(C)

ot B, C €€, ¢t f{&, (B, ). on démontre que f* = @, (B C),
donc on peut construire G. _

Notons par @, les catégorics des objets groupce commutatif ou anneau
commutatif — associées 4 €. o o

Proposition 3. @, (XN, A)(X, 4 < (@,]) avec opération définte par
A € 1@,| est sousstructure algébriqgue de €(X, A), doté de Uopération +x di-
finte par lopéralion de A = |€,. )

Démonsiration. Soit A e |@,] doté avee f:dx A - 4, 1 ::Al - A,
2:1 A, (g:4 % A > A éventucllement). On démontre que V Y = (8],
(Y, i):e (Y, Ay - @ (Y, 4) cstun homomorphls,mc, donc i € €, (A, A)
Alors pour # = €, (X, A) il résulte que iu € €, (X, A) et que ¢ 2 est I'in-
verse de u. Pour %, v = €,{X, A) il résulte, que f < u, v > € €, (X, 4)
en utilisant la remarque 1.
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SUR LES SUITES ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE PERIODIQUES
EN PROBABILITE

PAR

ANCA-MARIA PRECUPANU

Dans un article récent [5], nous avons mis ¢n évidence certaines pro-
priétés  remarquables  des fonctions presque-périodigues en  probabilité,
définies par un- propriété du tvpe Bohr en probabilité,

Dans la note présente, nous allons introduire, de la méme fagon. la
notion de suite asvmptotiquement presque-périodique en probabilité et,
en suivant une idé: de G . H. Meisters {17 nous allons établir un
théoreme du tvpe Dini {théoréme 7), qui donnc un critérium pour
I'uniforme convergence en probabilité des suites monotones de fonctions
pre-que-périodigues en probabilité.

En général, nous utiliserons les notations et Ia terminologie de l'ar-
ticle ci~-dessus cité [51.

En ce qui suit. nous désignerons par: K--l'ensemble des nombres
réels ;. N--I'ensemble des entiers positifs | (L2, e, P)—un espace de pro-
babilité. De méme, nous comprendrons par une fonction aléatoire sur K une
fonction définie sur R et & valeurs dans U'espace de toutes les variables
aléatoires sur (Q. of, P’). Nous désignerons encore par: (,(R)—Lensemble
des fonctions aléatoires continues en probabilité sur R ; 4 £ ,{K)—1"ensemble
des fonctions presque-périodiques en probabilité sur K.

Définition 1. Un ensemble A de nombres réels est dit relativement dense
s'il cxaste wne longuenr 1~ 0 (longuenr d'inclusion) telle que toud intervalle
de lomgucur supérienre d 1 contienne auw moins un point de A.

Définition 2. Soit [ une fonction aléatoire sur R, Un nombre réel < cst
appelé nombre de franstation de f par rapport aux nombres positifs € ol 4 s

Pllo = Q0 | fit+ v @) — flt, w) | 2 e}) <,

pour toul { & K.
Soit 4 = A(e, 1, f) Vensemble de ces nombres de translation.
Définition 3. On dit gu'une fonction f € (R} est une fonction presque
pénodigue en probabilitd si pour chague couple ¢ ~ 0, % = 0, 'ensemble
Ale, v [lest relativement dense.
_ Définition 4. Ou dit yu'une suite de fonctions f, & Cp(R) est asymplo-
tiguement presque- périodique en probabililé si pour chague couple ¢ = 0 o



