62 EUGEN POPA h

Corollaire 7.8 5, K ¢st princi pul alors tour point do §,K est compled.

§8. Deux catégories. Soit C; une catégoric qui satisfait aux mémes
hvpothéses que € (cf. §1), Considérons £7:C—=C; un foncteur additif,
qui satisfait : (a) 4 monomorphisme = I'(#) monomorphisme. (b) /' com-
mute avec les limites projectives finies.

Délinissons 'application & @ Sp{F(A}} = Sp(.1) par S(I7(:1), A)=(A, AY)
ou: A'={d'cd | F(A') €A}

OnadsA car (A=A ST F(A'Y€d et A'cA” alors F{LINeF(4")
daprés (a), donc F(A™"yeA vt d”" €A’ SiF(d)Y et F(AYY€A alors (A0
A" y=FA ) nF{4") d’aprés (b), done A'nA"eA’. Ceci montre que b
est bien défini.

Proposition 8 1. On a ¢ (0(.1")=0(F(A")).

Diémonstration. On a les équivalences :

(F(4), A) = 7(Q(A)) (4, A') €0(d )=
=4 €A’ =F(A'yeAe(F(d), A) € O(F(4").

Théoreme 8.2, [/ exisle un b-morphisme 5: 0,0, .

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, ¢ est continu.
Définissons : 94 2 Q+(e (A, {A'}), A) - Qu(e (F(A4), {F(A')}), F(A4)), par
oa([ul}=[F(x)]. (a) et (b) montrent que F(e(A, {A'})=e(F(A), {F(4")})
car les constructions des prop. 3.5.—3.7. n’utilisent que des limites projec-
tives finies. Ceci prouve que [F(u)] €Q+(e(F(A), {F(A)}), I'(4)). Enfin, si
ty & [u}, donc #y | 4. =4, ce qui donne F(w}] gy ey =(2) | p ar; 94 €5t dOnC
bien défini.. Soit A'cA”. Alors F(A')cF(A4'), donc e(F(A), {F(A")}e
ce(F(A4), {F(A")}). On a le diagramme commutatif :

Qu(e(d, {A'}), 4) 75 Qu(e(F (), {F(A), F(a)
Te 1¢
Qule(A, {47}, A) 28 Qu(e(F(A), {F(A")}, F(4))
ce qui prouve que p est un y-morphisme.
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SUR L’EXISTENCE DES VALEURS PROPRES POSITIVES POUR
DES OPESRATEURS NON-LINEAIRES DANS LES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

PAR

G. ISAC et R, GAUDET

i. Le probléme des valeurs propres positives pour un opérateur a
ses origines dans les travaux de Frobenius et Perron [8], [10]
et il a été étudié par: Birkhoff ct Kellog 2], Krein et Rut-
man [10], S. Karlin [8, M. A, Krasnoselskii [9,a}, b)],
D. E. Edumunds, A. J. B. Potter et C. A Stuart [6],
I. Massabo et C. A, Stuart 1], H. H. Schaefer [12],
H Amann [l] etc

~ Sur les espaces localement convexes, ce probléme a été étudié par
H. Schaefer [12], F. E. Bonsall {3] et récemment par A. Cor-

ea et I. Ichim [4].

Les résultats obtenus sur les espaces localement convexes sont des

dmes d’existence et les démonstrations données utilisent directement
directement le degré topologique (4], [9], [t1].
‘Nous utilisons une méthode trés simple, c’est la méthode de conts-
¢ de Poincaré exprimée par un résultat de A. Granas [7]. L'utili-
n du théoréme de Granas et des cines localement bornés, qui sont
1sidérés dans cette note, nous permettent des démonstrations sur l'exis-
'T;ies valeurs propres positives pour les opérateurs non-linéaires com-
icts, dans les espaces localement convexes sans utiliser le degré topologique.
. 2. Si X est un espace topologique et U< X un ensemble, I sera la
rmeture de U et U la frontiére.

Soit F la classe des espaces qui ont la propriété de point fixe pour
applications compactes. La classe I~ est formée par tous les espaces
logiques X qui ont la propriété suivante: si /: XX est une appli-

continue et compacte, alors f a un point fixe dans l’ensemble X.
msembles convexes fermés d'un espace localement convexe se trou-
dans la classe F*. L'espace L, (0<p<1) qui est homéomorphe 4 /,
s le théoréme Bessaga-Pelczynski) appartient 4 la classe
aussi les espaces linéaires topologiques admissibles au sens de Klee.
ES €spaces vectoriels que nous considérons sont des espaces réels.
- la méthode de continuité de Poincaré, qui est infiniment plus
¢ la méthode du dégre topologique, A. Granas a démontré
‘rage [7] le théoréme suivant.
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Théoréme 1. Soit C un convexe appartenant a la classe F', U un voi-
sinage onvert de O=C ef f: U ~+C une application continue el compacte. Si
f n'a pas de poinis fixes dans U7 alors il existe xe¢l et 0<<h<c) tels que
Aflx)=r.

A5 Du théoréme t nous obtenons facilement le résultat suivant.

Corollaire 'Birkhoff-Kellog| Soit E un cspace vectoriel
normé de dimension tufinie, U une boule ouceric de cenlre () et [ une appli-
cation compacie et continue de (U dans E, telle quc O&f(al).

Alors il existe xg=dU et g >0 tels que f{xo) =g

Démonstration. 1. cspace E étant dc dimension infinie, le thioréme
6.2 de Dugundji [5] dit que ¢U est un retract absolu, donc il existe
une retraction @ de U dans ¢U (qui prolonge l'application identique de
al7). Alors : g{x)=f(R(x)) est une application continue et compacte de T
dans £ telle que, 0&g(T). 11 existe a0 tel ques Unx . g(U= O, d'ou
il résulte que l'application A(x)=ag(y) est continue, compacte et elle n'a
pas des points fixes dans G.

Le théoréme | implique qu'il existe pEel’ et 0=hl tels que:
w{xp) = hag(xg) =2rf(xo) = .

Si on pose: p=1l/a.A on obtient le corollaire.

Remargue. Le corollaire n’est pas vrai dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2. Soil E(<) un espace localement convexe séparé, A un com-
pact de E tel que 0&conv (4) et K /e céne convexe de sommet zéro engendré
par A. Soit U un voisinage ouvert de zéro tel que UnK est horné et soil f:
20U~ A une application continue.

Alors, il existe xo€8UNK ef 2= 0 tels que f(x0) =ho¥o-

Démonstration. a) On supposc que £ est un espace normé et .1 con-
vexe. Puisque 8UnK est fermé dans I'ensemble {7, utilisant le théoréme
de protongement de Dugundji [5, Th. 4.1] on obtient que f a un pro-
longement continue f: U/—.4. L'ensemble {'nK étant borné il existe a>0
tel que UnKnad= 0. L'application h(:c):af(x) est continue et compacte
de T7 dans «4 et elle n'a pas des points fixes dans 1'ensemble U. Le theé-
oréme |, implique qu'il existe xy eal’ et a> | tels que B(xy)=xrx, Comme
Flxo) €. il résulte que xg=dl nK d'oti:

w7 3 3
f(10)=f(3‘¢) et f(x[))=;\0.l'ﬂ ou Ag=
o@€
b) On suppose maintenant que I est localement convexe. Soit ¥
un voisinage de zéro. D'aprés un_ théoréme connu d’approximation,
ilexiste ay, ag,...,d, =4 et une application fy : U nK—conv {ay, az,....8}

tels que:
(vx=aU nK)(f(x) — filx) = T).

Par hypothése, O&conv {a1, 42 ,..., a,3. Si Ky est le cone convexe en-
gendré par {a;, @s,....q.} alors K, est contenu dans un espace de dimen-
sion finie de Vespace E
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Donc on peut appliquer la partie a) de la démonstration & la restric-
tion de fi a4 eUnKge Il existe alors xpyedUnK, et a0 tels que:
f;'(.'l‘y) = Ay iy, d’on f(.t‘y) — ApXyp € I
Spit W oun veisinage ouvert, convexe svmétrique de zéro contenu
Jans U et soit 1 py(x)=ini {fo<Olxe plh o
G e I alors ppl(fla)—rexy} <t dlol:
5 |+ pwl{f(xr))
Y ————— b ———
pwlxy)

)21, 1 résulte que si "= W Vensemble {3y} est un en-

Comme py{xe
semble borné. _ B
# Soit ¢ un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de zéro. On a:

limuf(.r;-);\ =4 et limgy, hy=ho

11 résulte que x>0 parce que pour tout 1, .\‘,-Eéi['nl\'_ et cUNK
est borné et si on suppese que lim 7., =0 il résulte que Xy . xy =0 d’ol on
obtient que O €A, ce qui est absurde. .

Alors, limqﬂx,-..—_xu=_\-/7_n =alnK ¢t comme f est continue on a:
fxo) =Po 0. ‘

Corollaire. Soit F(z) un espace Jocalement convexe séparé Ke E un
cone convexe saillant de sommet z€r0 et 4 K un compact tel que 0& A. Sout
U un wvoisinage owvert de zéro lel que 1" 0K est borné ef soit f:dlUnK—4
pplication continue.

Alors, il existe xo=dUnK ¢ 3o>0 tels que f(xo)= hoXo-
" Démonstration. l.es hypothéses, K saillant et 0&A
conv(A) et on peut utiliser le thloréme 2.

" Remargue. Le théoréme 2 dans le cas d’un cdne localement compact
été démontré dans l'ouvrage [4] par une démonstration différente qui
ise le degré topologique.

~ 3. Nous supposons que E(7) est un espace localement convexe réel
1 que la topologique T est définie par une famille suffisante de semi-nor-
es {| lx}rea ¢'est-a-dire :

51) (Vx € E)(x#0)( Jx e 4)(|x15#0)},
(Vo' o' €AY Fx e A)(Vr e EN|xla. ¥ [xla).

impliquent

K+KcK; 1) {(YA(AK < K)).

€x,
‘ensemble B<E est une base pour le ¢'ne K si et sculement si:
est un ensemble convexe,
Yx A . unique) { 3b, unique) (x=rb).
K\{ﬂ%(el+\{o} que) (“ que) ( )

ca Universitéiii
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Nous disons que l'ensemble convexe Byck engendre le ¢ine K si:

AER
i
Le cone convexe K s’appelle bien basé s'il est engendré par un ensem-

ble convexe et borné A tel que O¢ 4. Utilisant un théoréme de séparation,
on peut démontrer quun cine convexe K est bicn basé si ¢t seulement
si, il existe une base bornée B telle que O B.

Remargque. Les cines convexes bien basés occupent une place trés
importante dans la théorie des espaces vectoriels topologiques ordonnés,
Des cas particuliers de cones bien basés sont utilisés dans la théorie axio-
matique du potentiel, dans la théorie Choquet, ctc.

Nous introduisons maintenant une classe de cones convexes dans les
espaces localement convexes qui a été inspirée par les ciines avec .plaste-
ring" qui ont été définis et'utilisés ¢n analyse nonlinéaire par M. A. Kra s-
noselskii [9].

Deéfinition 1. Nous disons que le cne convexe K < E est localement
borné s'il existe un voisinage U de 2éro tel que UnK st borné.

Nous avons la caractérisation suivante pour les cénes localement
bornés dans des espaces localement convexes.

Proposition 1. Soit E(z) un espace localement convexe réel. Le chne
convese K = E est localement borné st ef senlement si, 4l exisie une seminorme
continue p uniformément positive sur le cone K, c'est-a-dire

() (Vo= 4)( 31> 0)(Vx < K)o - [xlasp(2).

Démonstration. Soit K< E un cbne convexe localement borné. Donc
il existe un voisinage U de zéro tel que UnK est borné. Nous pouvons
supposer que U est un voisinage ouvert, convexe et équilibré et nous con-
sidérons le fonctionnelle de Minkovski de I'ensemble I7: p{x}=inf {p> 0|
|x=plU}; YxeE. La fonctionnelle p est une semi-norme continue. Nous
avons aussi la relation suivante: dl'={x=E[p(x)=1}. En effet, nous
avons la caractérisation suivante:

(xedU)e(Vh, u)0<i <l <u)[{(hx e U) & (nx g U)).

St px)=1 et O<hi<l<u alors puisque: p(Ax)=r <l <p=p(ux) il
résulte que (Ax €U} et (nx¢ U). Soit maintenant x€E tel que: (VA u).
(O<r<l<p)[(Ax=sU)&(pnx ¢ U},

Dans ce cas p(x)#0 parce qu- st p(x)=0, il résulte que 2x < U/ ce qui
est absurde.

.. Soit w1 et », T 1: puisque p est continue et p(r,x) <1 <p{uux)
il résulte que p(x)=1.

Puisque Pensemble Un K est borné, il résulte que pour toute «, il

existe une constante f£,=>0: telle que

) (VreTUnK){|xl, < f£).

Nous prouvrons maintenant que si x& K et p(x} =0, alors x#0.
En effet, si p(x)=0 alors la définition de la semi-norme p implique
I'existence d'une suite {pu}uey telle que: YueN, o> 0, x=p,U et lim p,=0.
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IDonc pour tout x =4 ct tout n =\ nous avons .\':,’S’pn. [ ce qui (I()nm:
que |ve=0 pour tout a = d’oit utilisant la propriété s) nous obtenons
= Alors si x=K* {0}, xf p(x)]=el’ et de la relation L nous avons
1), < fap{x) et si nous posons va= |/, nous obtenons la relation (7).

Si nous supposons (ue pour le cone K il existe une semi-norme con-
tinue p uniformément positive sur K alors, utilisant la propriété 322 nou?
obtenons que l'ensemble (';{.\'EElp(.r)<l} est un voisinage de zéro te
que {7nK est borné ce qui démontre la proposition. R

Remargues. 1) Si U7 est un vo’lsmage.de 7610, ou_\'ert, cony e,\L,KS} me;
trique tel que: (UnK est borné et s :'I(V:r, s K)(Ostcs_ v e
vel)=mrel alors: p(x)=inl {p=>0]x e ¢U'}; YreF, cst une semi-norme
continue, uniformément positive et croissante sur K ot lg come K est un
cone normal Tvoir A, L. Peressinic Ordered topological vector spaces

— or & Row (1967) 1. . )
Hag)LLa proposi(tion Jl n'implique pas que la topologic sur le cine l;_:
ost normable mais nous avons la propriété remarguable suivante : S Kc
¢st un cone convexe localement borné et p une semi-norme contmuer et\
uniformément positive sur K. alors une suite {v,} < K est convergente vers

zéro si et seulement si p(x,)—0. o . ) ’ o
L’existence d'enscmble séparant définic dans l'ouvrage 4] caractérise

dnes localement bornés. ' )
lesl COQ(S?’: IchiE un cone convexe : un sous-cnsemble A< K s appelle sé-
parant s'il satisfait les conditions suivantes:
1°) A est fermé dans K.
BEN2E) O A. - .

' '3°) La composante connexe de K™ A contenant l'origine est un en-
le borné dans E.

Prop.(.).sition 2. Le cb6ne convexe K< E est localement borné si el seu-
tent si, il existe un ensemble A K sé parant. . '

" Démonstration. Soit A <K un ensemble séparant. Puisque lespace
opologique K est localement connexe par lignes brisées il résulte que les
composantes connexes de K. A sont ouvertes dans K. Donc la compo-
sante connexe de K™ 4 contenant l'origine est un ensemble 'borné dans
E et ouvert dans K, d’ou il résulte qu’il existe un voisinage U7 de zéro tel
que UnK est borné.

Réciproquement, si K est localement borné, il existe un.voisinagfz U
e zéro tel que UK est borné, alors la frontiére de U relativement & K
‘un ensemble séparant.

Définition 2. Nous disons que Yensemble A<= K est (f)-séparant
jpour tout sous-céne convexe K'= K cngendré par un ensemble fini de
cteurs l’'ensemble 4 nK’ est séparant dans K'.

" Le résultat suivant est démontré dans I'ouvrage 4.

i-c;liositidn ‘3. Soit KcE un cone convexe of A K\ {0} un ensemble
el fermé par rapport & K. Si A est { f)-séparant alors 1l est séparant

dne K est localement borné). On peut démontrer que si Kc E

L cbne convexe et 4 <K un ensemble, les conditions suivantes im-

nt que A4 est séparant dans K:

s
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a) A est fermé dans K,

by O €A,

¢y A est borné,

d) Pour tout veKona: (K. x)nd=a.z h.x ol:0<egh <420

Exemples. 1°) Chaque cone convexe localement compact ou faible-
ment compact dans un espace localement convexe est localement borné.

2°) Chaque cime convexe qui a une basc bornée ot fermée dans un
espace localement convexe est localement borne.

3°) Chaque cdne convexe bien basé dans un espace localement con-
vexe est localement horné. La mécanique quantique axiomatique utilise
des cines bien basés.

4°) Chaque cdne convexe dans un espace normé cst localement borné.

4. Nous présentons maintenant quelques résultats globaux sur les
valeurs propres pour des opérateurs non-linéaires dans les espaces loca-

lement convexes.
Lemme. Sost E{x) un espace localement convexe réel est K< E un céne

convexe saillant el fermé.
Si x, yeK et y#0 alors il existe fo€ R, Bpz0 tel que:

i) (VB < fo)(x — Ay € K).
i) (Vy > fo)(x — vy € K).

Démonstration. La démonstration sc¢ trouve dans l'ouvrage 9, )

Dans les résultats suivants la relation d’ordre utilisée sur l'espace
E est la relation d’ordre définie par le cine convexe K.

Proposition 4. Soit E(<) un espace localement convexe véel, KcE un
cone convexe saillant, fermé et f: K—~K un opératenr croissant. On suppose :

D) (I 5 Va>0, v> 320} 3y, y s KNAOH(VE, < t<v)(f(Ey) 2 o).
i) (3x€K) e que:
a) x—vyy € K, b) f(x) <xx ol 23>0, ¢) fiy< x o (8=0ct £23)

Alors, a<gh.
Démonstration. Nous supposons par absurde que ) <«. Le lemme et

les hypothéses a) et ¢) impliquent : 4 <y. Puisque / est croissant, de la re-
lation i), utilisant ¢) nous obtenons : f(x)>f(fv)>«fy et I'hypothése b) im-
plique : Axzafy. Donc: vz (2 %) . Ay ¢t nous obtenons la relation :

iii) 2 (A Ta)¥ L gy Vrel,

En effet, nous avons déji démontré la relation iii) pour n=1.

Nous supposons la relation iii) vraie pour u, alors a) et le lemme im-
pliquent : (A 'a)" f<y.

Puisque (A~'a)*> 1 ilrésulte : (A 'a)"'S> £ 8 et donc Sy () By) 2
>a(rla)"fy et la relation &) implique : Ax>a(2 %)"fy d'ol nous obtenons
que iii) est vraie pour tout # €N. Mais alors, la relation iii), 4) et le lemme
impliquent : (A 2)?8 <v; ¥n2 1 ce qui est absurde. Donc nous avons «< A

Théoréme 3. Soit E(s) un espace localement convexe réel, K< E un
céne convexe, fermé, normal, localement bornd et p une semi-norme conlinue
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uniformément positive cf crotssante Suv K. SoitreR, r>0 K ={xeK plx)<r}
o fi K=K an opéraleur complétement continu. On suppose qu'il existe un
opiratenr ¢ K=K nonolon croissant et miinorant pour f sur K, fel que:

(3 & R 0)( Iy} (y = R(In)(y < KN {0} :

i) (vx=K)(x—yv ¢ K),
i) (¥(0 <t <) {gltv)2at).
J Alors, pour foul ro, O <ro<r o evisfc x,, €K of b 2x tels que: f(x,)=

=1, %, ¢f plx)="re
Démonstration, Soil 1 0 =<y et {eal
telle que:

17y (YnelN)(za>0),

.ex une suite de nombres réels

%) lime,=0, 3) (¥ne N(en <v),

H=s 5

4°) (W =N)(, - ply)gr—ro).
Puisque y#0 et p cst uniformément positive sur K, ona: p{(y)>0.
Si veK,, alors y--e,v <K, pour tout neN parce que:

d(x-F e V)< plx) - eap(¥) S ot (7—70)=r. Pour chaque ne=N nous consi-
pérons Topérateur f,: K, —-K complétement continu _défini par: Salx)=
=flxte,y); VyeK,. Puisque V'opérateur g est croissant ¢t minorant

_pour f, I'hypothcse t1) implique :
o1 ¥y .a‘f,,(x)———'f(.r+s,,y)>g(x+t-:,‘y)zg(s,,_\')zas,,} pour tout x<K,,.
Nous avons donc la relation suivante:

[D(fu( %)) 2xeap(y) >0 VxsK,.

--E'-::-IS-'t: i, = {xskE p(x) <ro} et comme p est uniformément positive
Sy H X 3 ., e
sur K, U, UK est borné. De Ia relation 5%, il résulte que: O€f,(éU, nK).
ors utilisant le corollaire du théoréme 2, il résulte qu’il existe x, €K et
2= 0 tels que: p{x.)=ro. fx)=tsxn; YREN.

Nous avons aussi:

v
e '°= ! . .
I* 6°) Sl e v) =ha¥y

~ De-la_proposition 1, il résulte que I'ensemble K, cst borné et f étant
mplétement continu nous obtenons que {A,¥a.}ien est un ensemble borné,
1c {AJnen est une suite de nombres réels bornés, Il existe alors M >0
que : (Vi €N)(A,<M). Puisque Vopérateur g est croissant ct minorant
r f nous avons: (¥ieN){(u>g(v.te.y)>g(xa) et (¥ eN)(hex,2
Xt ea¥) 2 g(eay) 2 2e,y). Nous utilisons maintenant la proposition 4 en
nt: =0, x=x, A=2, [f=3;'ag, et nous obtenons: {Vu € N){(A>a).
onc: (Y eN}0<agh,<M) ct utilisant la relation 6°), la conti-
, la compacité de 'opérateur f et éventuellement des sous-suitcs, nous
‘supposer qu’il existe:

g

YinelN.

A, =lim 3, lim(x,4-¢,y). Soit, x,=lima,; évidemment,

=t fh=» N w
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Pluy=ro, ad, €M et fla, )= lim f{x, ¢ e3) =k, 00,

"o
théoréme est démontré.
Théoréme 4. Soit E{z) wn espace localement convexe véel, K< E wuu
cone convexe, ferme, wormal, localement borné ot p, une semt-norme coi-
tinue uniformément posilive et croissanic swr K. Soit reR, r=0, K,=
={xeK p{x)gr} of [: K, > K un opératcur complitement continu. On suppose .

1) il existe un opéraleur g @ E—E monoton croissant cf minorant pour f,
11) (IseR)sc)(VyeK){VisR, {20)(e(tx)=#(x)).
i) (IeE)u=v-—u; v, weK)(—ueK){Ipe)
{ Jx = R){a = 0){g(1) = xnt).

Alors, powr toul O zypev il existe v, €K of W, =R, L. =0 tls que:
p v =ro fla) =2, - 1

Démonstration. Pour chaque #€N nous considérons l'opérateur :

et le

fx=fx+ " vaieK.
i

L'hypotheése ¢if) implique que v#0. L'opérateur /, est complétement
continu sur Il'ensemble: 2U, ={x=K p (y)=r}. Puisque: p (fu{v))=
=p.(f(x)+o/u)2p (v/n)y={1/n}p (2)=0 pour tout xegsl,, il résulte que:
0« f(cU,}). Le corollaire du théoréme 2 implique qu'il existe x,=cl,
et 2,>0 tels que: folx,)=n,v,, dol f{x,)+o/n=X,x,.

Comme p, est uniformément positive sur K, il résulte que eU,, est
borné et comme f est complétement continu nous pouvons supposer {éven-
tuellement utilisant une sous-suite) que la suite {f(x,)}aex est convergente.

Soit y, =lim f(x,); de la relation: 2,ro=p (f(x,)+2/n) il résulte que
la suite {M}nex est bornée. Nous pouvons supposcr que {i,}b, ey est conver-
gente (éventuecllement utilisant une sous-suite). Soit ., = lim A, ; nous

n—w

démontrons que: inf {},}>0. En effet, ,x,=f(x.)=f(x) - 2?g(jr.,,)-i- Y ;
nEN " n

VnalN. Donc: Ax,>g(x,) et x> -1—.1', pour tout neN d'oh:
An
(8) : g (%) <" M) gAY S

De la relation: x,2 1/(n2,) . v il résulte que x,> 1/(nA,) #.

Le cdne K étant normal, les intervalles en ordre sont bornés d'otl
on obtient qu'il existe £,>>0 tel que: (x,>¢,u) et (x, 2¢u; Vi>4,). L'hy-
pothése 77) implique :

(3): g (%) > gP(ta) =87 ()2 o . 57 . .

Les relations (8) et (3) impliquent: Al+e+t+®™! x>q . #1% 4. La
définition de ¢, implique:

9 SUR L'EXISTENCE DES VALEURS PROPRES POSITIVES 1

aln? .
LI =AY

D L L Rt S
NP <i, dou: x,"" Z e
= 5

Mais, la suite {/,}sey vst bornée, parce que st on suppose quq{z‘,.} -+,
de la relation : vy2{,% nous obtenons (utilisant que p,  est uniformément
positive sur K) que : {x,/7,} =0, donc u< 0 (K étant fermé) ce qui est absurde.

Donc, inf A, 0 d’ot: lim 2,=x, = 0. Alors {x,},ev (éventucllement

nEN Hew 7 i . . .
une sous-suite) est convergente : soit v, = lim x,. Evidemment, x,, €dU,,

L
et f(x) =%k %, et le théoréme est démontré. ’ )
Corollaire. Soit E{=) un espacc localement convexc véel, Ko E un cone
convexe fermé normal et localement horné. Soit g : E-L i opérateur com-
plétement continu, positif, monolon, crorssant ¢t homogéne d’ordre s<1 sur
le cone K. Sl existe: peXN, a€R, a>0, u=v—w, (v,we K) fels que:
— w&K of glu)zau, alors il existe A>0, x& K, x%0 fels que: g(x) = Ax.
Soit £(z) un espacc localement convexe réel et K« F un ciine convexe.
: Définition 3. Un opératenr f: K- K s'appelle striclement j!?ositij,’ sur
A K si: V{t)ae . unc suite d'éléments de K, la relation f(x,)—0 m’tphgue lexis-
' tence d'une sous-suite {x,} de la suite {x,} convergente vers zro.
Remargues. 1°) Un cas particulier de cette notion a été utilisé par
H. Schaefer dans 'ouvrage [12}. )
2°) Un opérateur uniformément positif au sens de Krasnose 1-
skii [9, a] est strictement positif. :
Théoréme 5. Soii E{z) wn espace localeient convexe véel, K< E un
cone convexe saillant, fermé, normal et localement bornd. Si f: K—-K est 1
opérateur complélement continu et slrictement positif, alors pour tout c>0 1
existe 2= 0 et x, €K tels que: fx)=hx. of p(x}=c; ot p est une semi-
norme uniformément positive sur K. o .
Démonstration. Soit v« KN\ {0} ¢t cs kK, ¢> 0; nous considérons l'opé-
 rateur f.: K—K défini par: [(¥)=f(x)+lc—p(x)|y. L'opérateur /. est
complétement continu. Nous pouvons démontrer la relation ‘suivante:

e
| () ¢ it p(f(x) lx €K, p(x)>(1/2)c}=¢ >0.

"~ En cffet, si nous supposons que:
L h inf {p(f(x))[x =K et p(x)>(1/2)c}=0,
by’ Ak L
r;filiem_ste unc-suite {1, <K telle que: p(x,)2(1/2)c pour tout & Net
f(#.)) 20 et puisque f est strictement positif, il résulte qu'il existe une
suite’ {%n,) = {x.} telle que lim x, =0 cc qui est impossible.
Jrs o

.e cdne étant normal nous pouvons supposer que la semi-norme p
notone croissante sur K donc nous avons:

inf p(/(0)>in sup {p(/(9), \—p(x)|p(y)}>inf { ‘., _; cp(_v)} =0,

1
snc 'opérateur :

¢ folx)

gc( =
Y P(ff(x)\J
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est bien deéfini, il cst continu et il applique Pensemble K {xp{x)=cp dans
un ensemble compact. Le théoréme Tichonoff-S§ ingbat 1m-
plique qu'il existe
v <Knfx[p(x)gel tel ques vo=p(x).
posons ¢ A=p(/f{+,)}/s nous obtenons, fivd=l.x ce
théoréme.

Remargue. Un cas particulicr du thioréme 5 est démontré  par
H. Schaefer dans Pouvrage [12.

Nous avons: p{a)=c et 51 nous
qui  démontre e
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OPTIMAL IMPULSIVE CONTROL OF LINEAR EVOLUTIONARY
PROCESSES WITH QUADRATIC PERFORMANCE INDEX
IN HILBERT SPACES

By

I, TACOR

&

s 1. Introduction. One of the topics of contemporary interest in the
control theory is that related to the impulsive contrel problems. Thesc
problems arise quite naturally from a number of mathematical 'modc]s
describing  various physical, cconomic or biological processes in which cer-
tain modifications mayv often be well approximated by instantanecus chan-
ges of the system.

During recent vears
aspects of particular impulsive
a computational point of view.

some successful studies, investigating various
control cases, both from a theoretical dnd
have been developed. The works of J. G.
Picrce and A. Schumitzky [t3, 14/ arc relevant. A good deal
of attention has beon given to this topic by J. L. Lions and his collabo-
rators [107, who introduced the technique of quasi-variational inequalitics
for solving such problems. Finally. . Noailles |11, 127 has very re
cently reported a couple of results relating to impulsive control in the
area of evolution equations.

~ The purposc of this yaper is to single out a particular tvpe of pro-
em — the lincar impulsive regulator problem. Using a “semigroup and
volution operator” approach, an analvtical treatment of a quadratic cost-
inear dypamics impulsive control process is made. Concerning the exis-
tence of an optimal control law, the appropriate opevatoln Riccati equation
(in a mild version) is considered and studied.

"~ The paper 'is divided into cight sections. In § 2, notations, defini-
ions and some results which will be used in the succeding development
e presented. Section 3 contains a number of models involving linear im-
ive contiol problems with quadratic cost functional. The sctup of the
blem is described in detail in § 4 and the adequate optimality theorem
iven in § 5. Section 6 deals with the synthesis of optimal control for the
dered problem, introducing a suitable ..Riccati equation® formula-
for the feedback law. The next section is concerned with the respective
or equation. Finally, § 8 presents the lincar hereditary systems case
ich the general results are immediately applicable. S

. Preliminaries. In order to establish the setting for the sequel,
rtinent notatlions, definitions anel results are presented in this



