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Theorem 2.4. Lot M be a semu-invariant submanifold of « Sasakian
mantfold M. Then, the distribution D®1Z} 1s invelutive if and only if we have

(2.18) WX, EY)=MEX,Y) for all X, Y =1(D).

Proof. From (1.21) we obtain M, FY)=CHX, ¥)+-1F0V, Y, for all
X, Y e (D). Since & is a symmetrical morphism of vector bundles, it
follows A(X, FY)—A(Y, FX)=FQ(LX, Y]). In this way, [\, Y]= M@}
if and only if (2.18) is satisfied. Taking inio account lemma 2.4, the
proofl is complete.

Finally, we establish a result on totally umbilical semi-invariant
submanifolds. It is known that J/ is a totallv umbilical submanifold if
its second fundamental form satisfies

(2.19) MX, ¥Y)y=g(X, Y)H

for all X, Y =[(7M), where H is the mean curvature vector of M. Then,
from (1.30) and (2.19), it follows

Theorem 2.5. Let M be a tolaly wmbilical semi-invariant submani-
Jfold of a Sasakian manifold M. Then, M is an invariant submanifold.

Corollary 2.2. 7ere does not exist totally wmbilical proper semi-inva-
riant sibmantfolds of a Sasakian manifold.
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CHAMPS PRESQUE S CIAUX DANS L'ALGEBRE DE D FORMATION
PAR

LIVIU NICOLESTL

Dans cetie article on iotroduit les chiamps presque spéciauy d.anf
Palg: bre de d formation de denx connesions hin“aires sur une Variétd diffeé-
rentiable, Ensuite on met on évidence les courbes presque 'h[.){.‘(‘lilh.‘&s, de
Palgibre de déformation et on étudic les courbes presque xpéciales d'une
hiy };c‘l'slll'f;m: dans Vespace euclidein 2770 Dans ke dernicr chapitre on étu-
die les conrbes presque spéciales des Pespaces de Riemann conformément
cuclidicns. ' ' .

§0. Introduction. Soit ) unc variété différentiable & » dimensions.
On note par F(M) Fanneau des fonctions réelies de classe O sur W et
par F(M)-le F(Mp-module des champs de .\'1‘(311’11!"-1. N

Supposons que la varicté 37 est music «J'un couple de connexions
linéaires (V, V). Si Von définit le produit de deux champs de vecteurs
X, Y (M) par la formule :

(0.1) Ny =V, VLY.

alors le F ()-module #(M) devient une F (i )-algebre, Cette algébre s’a}')-
pelle Talgebre de déformation du couple de conrexions {(V, V) ¢t sera notee
par A, V, V) |81, . .

§1. Des champs presque spiciaux. Considérons deux connexions %me-
aires V, ¥ sur la vanée Mool seit A4 =V—V le champ tensoricl de défor-
mation |27 ‘

Définition 1.1, [ édment N & XY s'appelle champ  presque spo-
etal daws Ual gébre de dé formation WM, V, V) 8"t existe une fonclion fy €T (M)
felle que

(1 W2, Xy=fal,  (¥) 2 (M),

Remargue 1.20 Si fo=0, alors (1.1} montre que X est wn champ spé-
cial duns Valgébre UM, V, V) 3] N

Proposition 1.3, [enscmble (M) des champs  presque spocraux
dans Ualgibre AWM, V, V) est an F(M)-sousmodnle du module (). )

Dimonstration. Si Xy, Np=8'(M), alors X+ Xp,eS'{(M) et AN, e
eSS, (viheF ().
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(1]

Proposition 1.4. Tow champ spicial de alysbre WM, ¥V, V) est un
champ propre {ou caructivistique) 1], (571, (7] dans Ualgébre UM, V, V).
Dimonstration. Soit X €S5'(M), done on a (1.1} pour tout 7 & X)),
En particulier, pour Z=X dc (1.1) on a:
{1.2) AN X) =/,
ce qui montre que .\ est un champ propre dans Lalgebre UM, V, V), sa
valeur propre étant la fonction fy.
Propesition 1.5. Les propridtés suivantes sont Cquivalenics
(1) Tout élément delalgébre UL, V, VY ost chemp presque spécial.
(W) 11 existe wne V-forme o sur M tel que

(1.3) AN Z) =XV, (V)X, Z = X)),

(i1) Les connexions V et V possident le méme transport paratlile des
directions.

Démonstration  (i}=(ii) De (1.1) on a:

(1.4) A2, X)= /7, (V)X, Z = Q).
En utilisant (1.4}, il résulte :

froxy=fx tTxn frx=hfx, (VY F(A1), (V)X X, = X(I)

done fr=w(X) olt o est une [-forme sur A,

(i) =+(i} Evidinment.

(it) e (iil) Voir [27.

Corollaire 1.6. Supposons guc Palgcbre WM, V, V) ost commutative.
Les propriétés swivantes sont éyptaralentes :

(1) Tout élément de I Igébre UM, V., V) est un champ presquc spdeial.

(if) v=v.

Definition 1.7. Soit X =5'(M). Si Ay 0, (Vipe M, alors X s'appelle
champ de directions presque spiciales. Les trajecloives des champs de divee-
lions presque spiciales sont appelées courbes presquc spiciales.

. Proposition 1.8. Soir X'e %()) 1/ gie X, 20, (V) p=M. Les pro-
prictés sutvanfes sont fyuivalentes :

(1) X est un champ de divections presque spéciales dans  Palgeébre

UM, T, V).
(i) Powr tout Z = XM on a la rolation

{1.5) MNZ, X)@ZL—Z@A(Z, )= 0.
Démonstration ILvidémment.

Remarque 1.9, Sotent AYy, resp. X', los composantes de A, resp X,
dans wn systime de covrdonnées locales. Alors lu relation {(1.3) s'derit

(1.5°) (A3t 53 Nk = 0.
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En utilisant (1.5°), on obtient le sy%téme dificrenticel d'équations des courbes
presque spéciales e Valgébre AL, V, V) ¢

&

{16) (.‘ ;h S:-—.’ :k 8}) —‘-[— =0},

Proposition 1.10. Les propriétés suivantes sont cquivalentes .

(i) Pour tout pe=M i existe wne conrbe presque spiciale contenant le
point p et tangente @ une dircclion duiide. ‘

(i) Les commexions V ot 'V possident le méme transporl puavalléle des
direciions. N o

Démonstration. On utilise la Proposition 1.5, N

§2. Courbes presque spéciales d’une hypersurface. Soit .M/ une hy-
persurface dans Pespace euclidien E3 Seit g, b, resp. I, la premiére, la
deuxiéme, rcsp. la troixiéme forme fondamentale. buppostl)'ns’ que b est
nondégénérée. Soient V{I), V{II) resp. V{III) les connexions linéaircs asso-
ciées 3 g, b, resp. £ Sion note: A =V([)—V([!), A=V DV, "=
=V{I)—V(I[I]}, alors on a les formules {3], [6]:

(2.1) b{A(X, V), Z)= b(4"(X, ¥), Z)= 20{A"(X, ), 7) = —%(V(I)_Yb)(}’, 7).

Les relations (2.1) s’éerivent en coordonnées lecales sous la forme:

(2:2) A= Ap=24 = — - b9V(D). by,

[

ol ‘El‘j,ké 1,‘%‘/1,,:, resp. b, sont les composantes de o, A7, A" resp. b et
ou b b =24 i ‘

Enk utiklisant {2.2) on déduit que les :dgubrcsﬂ"ll(ﬂ], Vi), V(]I)‘)
WM, V(II), VUIT)) et WM, v(I11), V{{}} onl les mémes cour‘b‘es pres-
que spéciales. Ces courbes s’appellent des courbes presque spt\?males‘ d‘e
I'hypersurface 3f. Conformément & (2.2), nous obtenons le systéme dlf-fi‘-
rentiel ’équations des courbes presque spéciales de Phypersurface M :

dx¥
(2‘) lTbir V(I)v b,li_bjw V(])r i?;:) "";'I:" =i

Proposition 2.1. Soit M mune hypersurface dans espuce enclidien
E*Y. Supposons que la dewxiéme forme fondamentale ost nondégénérée. Les

propriétés suivantes sont équivalentes : -
(i) Les V(I)-géodisiques sont V(II)-géodisigues,

(ii) Les V({I)-geodésiques sont V{I)-géodésiques,

{iii) V(I)xb=(0, (V) Xe= %(M).

iv) V(I)=V({I), .
((\')) Tgu)t élément de 'alpcbre &M, V(I), V(II) cst un champ 2-nil-

Potent. .
(vi) Tout élément de Ialgébre UM, (I
(vil) Tout élément de 'algibre WM, V(
spicial,

). V(IIY) est un champ spécial.
1), VD) est un chump presque
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(vill) Lout éément do Palglbre W N, NUT)) osto e champ cu
cardcliristique.

(ix) Powur tout po= M, il cxiste une cowrbe 2l potente contenan! e
pownt poet tangente a e direction donsnée.

{(x) DPowr fouwd p= M il existe une cowrbe caractéristique confenant le
poinl poel fansente o wne divechion donide.

(xi} Powr toud pe= il existe wne courbe spéciale conicnant le point
poet tangente ¢ une direction donnde.

(xit) Powyiout pe M il existe wie conrbe presgue spéciale contenand e
point p oof tangente ¢ une diveclion donnie

(x1il) M est wne sphire,

Dimonstration. On utilise 6 {Théaréme DY, 31 (Proposition 2.2),
[4] (Proposition 2.1) et le Corollawre 1.6.

Remarque 2.2. Fu utilisant les formules (2.1} on obiicut des résulials
analogues pour l'algébre S(, VIT), V(L 11)) et pour Ualgébre AN, V(111),9(1])

Remargue 2.3. St V()= wby, ot wy sont les composaites d une
t-forme sur la hyvpersurface M, alors les conrbes presque spiécivdes de M sont
indétérminds.

§3. Les courbes presque spéciales des espaces de Riemann M con-
formément euclidiens. Soit M un espace de Riemann conformément en-
clidien, dont su métrique s'éerit [97:

(3.1) dstmm gttt ({2 ()],

Soient T} les composantes d'une connexion linéaire sur M, qui satisfait
aux conditions :

(3.2) !:U,l =O, ]1-"” ']‘§k=8§‘7fj "8}“‘-,

ou gy=e®8,;, w,=0nu[dx’ et gy, sont les dérivées covariantes du tenseur
métrique gy par rapport & la connexion de composantes 1. De (3.2) on
obtient :

Mo f i i
(3.3) Doe= 10!+ 81, — 25 g%,
o %] sont les symboles de Christoffel de deuxiéme espeéce de la métri-
que (3.1).
Les courbes presque spécizjdcs de Palgébre “EE(M), jel, U3) s’appellent
courbes presque spéciales de l'espace conformément cuclidien A/, Les
¢quations différenticlles des courbes presgue spéciales de Vespace A sont :

A ¥ -5 4T
(3.4} ( L ‘LY—)S;':('H 4 d'r)b“.

1y — . ts — 1 3.
Tat At e )

Proposition 3.1. Les glodésiques d'un espace de Riemann confor-
mément euclidien, gui sont des courbes presque spéciales, sont des droifes.

Démonstration. Les géodésiques de Uespace de Riemann de la mé-
trique (3.1) ont les équations:

diyl 5 da dxt

3.5 2 :
(-3) di* dt dt

-
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oft ¢ st une constante. Alors, d’aprés (3.4) les équations (3.5] deviennent
d*at dat
A2 d
oft x ost une fonction de /. Les équations (3.6) montrent que les glodési
ques qui sont des courbes presque spéciales sont des droites {(dans les va-
riahles xt,...,27%). ' ‘ N

Proposition 3 2. Si wun espace de Riemann conformdnment eictidien
admel comme courbes presque spéciales des droiles qui forment 1 Sfaiscean,
alors sa wétrique §'derit:

(5.7) dstm b ) () (A7),

ot I est une fonction arbitraire. -
Démonstration. On suppose que les équations (3.4) admettent la so-
lution xf=a't-+bf, ol «l,....a" sont des paramcires et b',....b* sont des con-
stantes. On peut considérer b'=...=d"=0, c’est-d-dire, que le faisceau de
droites ait le centre 2 Vorigine, ce qui est toujours possible par une trans-
lation. En écrivant I'équation du faisceau sous la forme vi=udalfdl f, 11 ré-
sulte de (3.4):
{3.8) xly;—a = 0.

=0,

(3.0}

La solution générale des équations (3.8) cst uxl, My =F{() 4+ (27)F)
ol I’ est une fonction arbitraire.
Remargue 3.3. Si dans la métrique (3.7) on prend
. . {
F{(xH)2 .. 4+ (x*)%) = In N ,
14+ — {(a1)2+ .. .4 (=]
4
ot K est une constante, alors on obtient la métrique d'un espace de Rie-
mann a courbure constante sous la forme de Riemann:

(dxt)+ ...+ (dx")?

ds? =

w "

{1 + %{(x‘)'ﬁ o (2]

Il résulte quc: Tout espace de Ricmann d courbre constante, rapporté a
un systéme de coordonnés dans lequel la métrigue a la forme de Riemamn, a
les courbes presque spéciales formdes d'un faiscean de a’roztes.‘ "

Proposition 3.4. Si un espace de Riewmann conformément euclrdien
admet comume courbes presque spéciales des droites paralléles a la direction
(a,....a"), alors sa mélrique s'éerif

(39) dS2=e'h(a,;r‘+... e xn) [i”'xl)‘z___ _|_ (d_“_u)‘z E»

I étant une fonclion arbilraire. .

Démonstration. On suppose que les équations (3.4) admettent la so-
lution af=a't+ &', ot al,...a" sont des constantes et b1,...,b" sont des para-
métres. Alors les équations (3.4) deviennent a'w,—a’u;=0, ct admettent
la solution générale:
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ulx oy = e xt A,

alt i oest une fonction arbitraire.

Remargue 3.5 3.5, Evidemumient, L condition (3.9} est nécessaire
et sullisante pour que Vespace W conformément curlidien admet (v comnye
courbes presque spéeiales des droites paralléles.

3.3.2. La condition nceessaire et suffisante afin qunim espace de Rie-
mann M conformément enchidien admette comme courbes presque spé-
ciale : des droites paralléles est e sa melrique puisse e réduite, par
une transformaltion linéaire, 4 la forme CANONiqC :

(3.9) (5? == g2fic! A2 (g,

ol f oest une fonciion arbitraire. La métrigue (3.9°) st Pune des formes
données par Schapiro pour la métrique dun cspace de Riemann n—?
fois projectif {197 p. 39).

3.5.3. St dans (3.9') on a A =a, ¥, ou ap est une constanie non
nulke, alors :

dsPa= et (e (d ),

est la métrique de Vagner des espaces a connexion constante {9). 11
résulte que : Tout espace de Ricmann M, conformément cuclidien qui est un
espace de Vagner a comme courbes presque spéciales des drotles paratiiles.

3.5.4. 5i dans (3.9') on prend SO =12y 1] K(x1)2]], ot K est
unc constante négative, alors on obticent la forme canonique de Beltrami

. Aty 4 4 (dam)?
t{S‘{=( ) _T. —l‘( )
— K (212
Ii résulte que : Tout cspace de Ricmann M 4 courbure constante néga-

e, rapporté & un systéme de coordonndies dans lequel la métrigue a la forme
de Beltrami, a les courbes bresque spiciales formées de droites paraliéles.
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DEFORMABLE SOLIDS WITH MICROSTRUCTURE HAVING A
SYMMETRIC STRESS TENSOR
By

b BORS

In the Tast vears, various modeds for Lodies with microstructure were
claborated and some boundary problems were solved. Among the papers
existing in the scientific literature, concerning this subject we quote [1].
13, |53, (6], 181, [10], [12], {151, {17]. Other results and references to this
problen: can be found in [91, {113, 4], (151, [16], (18],

Generally, till now, only medels with microstructure having an asyim-
metric slreess tensor were considered. But, the asymmeiry of the stress
tensor s not a conscyuence of the presence of microstructu‘n- in the body,
it 15 rather a constitutive supposition. Then, we mav imagine hodics witl
microstructure having a symmetric stress tensor and, because S}lCh a model
seems {0 have remarkable properties, we inl‘(-'-n'l to construct, in _thc follo-
wing, a model for a deformable bodyv with microstructure, which has a
symmetric stress tensor for all processes of deformation.

' First, a more general model will be boiit and afterwards a model
with symmetrie stress tensor will be derived.

We reler the motion of the body to fixed rectangular Cartesian axes.

Let 17 be the region occupicd by the body and 2 an arbitrary part of
1"y Pe X

For a body with microstructure we take the usual definition. I'hen,
for such a body there exists a vector field o, called the microrotations field
and a tensor Ju=/; (/i % 5.0, te#0), called the micreinertia tensor,
defined on 17, such that, the angular momentun K(P) and the kinetic
energy ££(1) of the mass contained in the region 7€ ¥ are given by

K(7)= S ()X b Ju e N, E(D) = ;K SV TV2 i ) 90X,
P . P
where g(x) is the density of the medium, v is the position of the point x &’
with respect to the coordinate svstem, v is the velocity of this point, =
=0, D=l = %D ¢; ate the orthogonal unit veelors paraliel o the coor-
L
dinate axes and ¢\ is the volunie ¢lement,



