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IV, (So(p, e = Su(#*, 0). p= S, e >0, Ae[01],

are satisfied, then the conclusion of Th. 2 holds.
Proof. In our hypotheses the relation (11) is verified. Indeed,

Se{(Se(2) e))l» )= [S,(S},(PR, e), e (§p(151’ e+n)=
—[(Syl, <+ WP (Syls e+ M),

Theorem 5. Let (S, 0, T) and (S, p) be two spaces as in Th. 4. If the
compatibility conditions (I}, (IT), (III), and

(S.(p, ) =S,(f, e), p= S, £>0, A< [0,1],

are verified, then the conclusion of Th. 2 is true.

It remains to approach the question of determining some conditions
under which the space (S, F, T), generated by one of Th. 2 -5, induces
the initial spaces (S, 8, T} and (5, ¢). This question is the object of a subse-
quent paper.
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LE FIBRE DES TENSEURS DE TYPE (1,1) SUR UNE
VARIETE DIFFERENTIABLE
PAR
V. CIHUCEANU

Parmi les fibrés associés d’une maniére canonique & unc variété diffé-
rentiable, le fibré des tenseurs de type (1.1} présente un intérét particulier.
A chté des propriétés géométriques généralles des [ibrés vectoriels [1,2]
ot tensoriels [5], le fibré des tenseurs de type (1,1) possede des propriétés
spéciales, remarquables, déterminées par sa structure de fibré en algébres
associatives ¢t par suite en algébres de Lie, sur le champ R des réels,

Ce travail est Ic premier d'un cycle consacré a étude de ce fibre.

1. Introduction. Soient M une variété différentiable 4 # dimensions,
de classe C*, E V'ensemble des tenseurs de type {1,1) sur M et =: E—M
la projection canonique. En associant & chaque carte locale (U, ¢, R*) sur
M, les triplets (= (U}, @, R*x R™) et (U, &, gi{n, R}), ou @ (#;) = (2, %)

avec o(p) = (x*), 4 = 3-}%@ dx' et () = (b, y=I}ll), on obtient une
ox

structure de variété différentiable de classe C* sur E et une structure de
fibré vectoriel (E, , M) de classe C* avec la fibre type gl (#, R). En considé-
rant Vapplication =, : gl (n, R}—E, donnée par

(1) Hy) = ¥ @ d¥,

éx
on en obtient pour p=M et y'. 3"’ =gl(n, R},

(2) w(y'oy") = (3" Yer(s"), ([, 3" =1y} =y
Par suite, (E, =, M) est un fibré en algébres associatives et en algébres de
Lie, localement trivial. L’ensemble I(E des sections C= sur L est une algébre
associative et une algébre de Lie sur anneau (F(M) des fonctions réelles
C=sur M. Le triplet (K, m;, M), olt K est I'ensemble des tenscurs de tyype
(1,1} nonsinguliers sur M el =, =my;, estun fibré cn groupes de Lie, localement
trivial, avec la fibre type GL{(n, R). (E, =, M) est lc fibré en algébres de
Lie correspondant et K est une sous-variété ouverte de .

Un changement de coordontes locales sur E,induit par un changement
sur M, est donné par
TR LT & axt ax’
(3) ' =at(x), Yp=o T NiTS

4 — Matematica universitdtll
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La matrice jacobicnne de co changement est

ox'
- 0
(4) J= , Jat ,
o2 «t axt Lx! gt éx! ,  extaxt
Bxhax? ext fxr gxV AN dxt axh axt’

IPar suite, les coordonnées d'ua vecteur 4 et d'un covecteur « sur E, donnés
par

(5) A=A 4 4 e ada s addyd,
ax* [hY

sc¢ transforment respectivement suivant les lois

itk
. éx
P i
AV=4 ,

1 |
ex
(6) ‘l‘ # j r if . . r r. 4
A i 9x09x of 37 ext aat o ax! P
ey T < 2 5 o oh e e
axt axt fat daP dal da? dxt ot gad
dxt gf e oxt | dxt At exty iy 0xv ax
GO T Ay e b o e ), ama—
éx axt dx? ea’ axt gxt'ax’’ dx dat

2. Relévement vertieal (r.v.). A chaque {onction f=F(M) nous asso-
cions la fonction f¥=fo = sur F, qui sappelle le relévement vertical de f,
On obtient une application F: 7 {}} - (F(L) qui est un monomorphisme
d’alg bres sur R et par suite F(M)" = 1'((F(1)) est unc algébre isomorphe
aF(M). Plus généralement, soit D (M) le F (M)-module des champs
de tenseurs C~ de type {7, s) sur Al et 2(M) la sous-algébre de 'algébre
tensoriclle D (M), définic par D* (A1) = X D}, (M). En faisant correspondre

rial

a tout champ T & D}, (3) le champ TV = D}(E) donné localement par

i, d d I " v __
(T,: b AN —_’dx‘: ®..® “&‘x"‘ ®dx"@... @ da'r+s)V =
7 - :
( ) =T;I1m i . Dni e ® a ®dp'jr+l®_._®{£;tj!+lr
bt O T g o5}

r

et nommé le relévement verticul de T, on obtient unc application V :D*(3M) -
~ D(I) qui, avec Vapplication V: F(M)— F(E), constitue un dimor-
phisme d’algélires.

En particulicr, si o cst une I-lorme sur 34, son rv. est la | -forme
o” donnée par o =wiondx’ . i S ¢t un champ de tenseurs de type (1,1)
sur M son r.v. est le champ de veeteurs §Y sur /£ détini par

»

-

&y

(8) $=Son
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On a cn particulier,

(9) (dx')? =da, (_" ® d_l_,): 2
e a5

I1 est utile de considérer, pour s=1, 2,..., 'application 7 : D1, (M)-> DHE)
définic par

(10) i(]";;‘l...}, % RV @A® ... ® £E.‘\fjaJ — J';!.T}'jl. # ordrh® ... @ dal.
X

En particulier, pour S« @D{M), on obtient ¢S =(F(F) donné par
(1) iS(L) =SHP)¥, Vi, E.

On peut considérer aussi pour S = @D} M) Papplication i :DPYM)—
- @YU E), donnée par

(12) 1'3(’5"1, . _3_ R ®dH®...® d’x") =S.’-'Tj-il i, OTAXN® ... ® .
dxt

Pour T &@}(M) on en obticent
(13) i =Tr(S o T)om.
Un champ de vecteurs A sur ID s'appelle champ vertical s'i] appartient
A [a distribution verticale i.c. ='(A4) =0. Par suite, un tel champ a I'expression
locale
; d
(14) Allp) = A%, 3) — -
ij
11 est aisé de voir q'on a la propriété caractéristique:
Proposition 2.1. Un champ de veclewrs A sur E est vertical si et seu-
lement si

(15) A(f") =0, V[ = F(M).
En mettant pour chaque ==K et {, & K
(16) Meo b)y=expr.4

on oblient une action de classe C*, i : R x E - £, du groupe additif R sur I,
nommé le groupe des homothéties de E. Ce groupe engendre un champ
de vecteurs vertical C sur E nommé le chantp canonique et donné par
. 0
(17) Clt) =3—, .
€35
En remarquant qu’un champ de vecteurs €~ sur £ cst uniquement
déterminé par ses valeurs sur les fonctions de la forme ¢S, avec S €D M), on
obtient pour C la caractérisation suivante.

_ Proposition 2.2. Le champ de vecteurs C sur L est le champ canoniyue
81 el senfement si
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{18) C(iS)y=i5>, vS = DYM).
Un autre exemple de champ de vecicurs verticaux est donné par les r.v.

des champs de tenscurs de type (1,1) sur M.
On peut établir pour ces champs la caraclérisation suivante :

Proposition 2.3. Usn champ de vectenrs A sur E est le r.v. d'un champ
de lensenrs T =DMy, A=T", si cf sewlement si
(19) . A@ES)=Tr{So I} owm, ¥S=DYR].

Unc autre caractérisation pour les r.v. des champs de tenseurs (1,1)
sur M est donnée par la :

Proposition 2.4. Un champ de vecteurs A sur E est le r.v. d'un champ
de tenseurs (1,1) sur M st et seulement si
{20) Led=— A4,

ou L est la dévivée de Lic par rapport au champ canonigque C sur E.
Soient maintenant 4 ¢t B deux champs de vecteurs verticaux sur
E, donnés dans une carte locale par

. 3 . 2
(21) A =4i(x, ) Pl B=DBi(x, 3) o
En posant ’ _ ’
(22) doB-aiB} L

&35
il résulte de (6} et (21) que 4 o B est aussi un champ de vecteurs vertical
sur E. Il est facile de voir que I'application (4, B) >4 o B détermine sur
U'ensemble VD YI}, des chainps de vecteurs verticaux, une structure d’ulgébre
associative sur F(E). Par suilc en m:itant

(23) {A,B}:AOB—BC.A,

on obtient sur V/DI(3) une structure d’algébre de Liesur 7 (E). Pour
S, P=PDHM) on a

{24) (SoT)W=8" 07% |[§ T)V={S", I},

et par suite

Proposition 2.5. Le relévement vertical V :(F(M), DYM))— (F(E)
VIDVE)) est un dimorphisme @’ algibres associalives ef d'algébres de Lie.

Vu que la distribution verticale sur 17 est intégrable, sur VDYE)
on a une autre structure d’algébre de Lie, induite par le crochet habitucl
pour deux champs de vecteurs sur E. Pour f, ¢ & (M) et A, B=VDI(E)
on a f'A +g" B VDVE) ct[['A4, Bl € VIDYE), 1.c. VIDYE) est unc algébre
Lie sur #(M)", En posant, pour S €D M),

¥

(25) v(S)={C, 5"},
on obtient unc application v : ‘DYM) = VDUE) pour laquelle on a
(26) IS T =[AS), A P)], VS, T eDi(M).
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11 en résulte

Proposition 2.6. Le conple dapplications {V, ) (F(M), DL (M) -
S (F(EY, VDYE)) est un dimorphisme d'algtbres de Lie. i

Remarquons qu’en mettant pour tout A €VD L), TrA(t,) =Ai(t,)
on obtient une fonction C* sur I, o )

Une [-forme sur E qui cst égale & zero sur la distribution verticale

s'appelte 1-forme wverticale. Le r.v. d'unc I-forme sur M ecst un excmple
Je 1-forme verticale. Pour unc tetle 1-forme on peut établir.
Proposition 2.7. Une I-forme « sur E est le r.v. d'une I-forme sur M
<i el sewulement st
(27) chl = 0.
3. Foliation canonique. De la loi 2) il résulte qu'en mettant

(28) filtyy =Tr{t,)*, k=1,2,...,n.
on obtient 1 fonctions de classe C=, f, : E— R. Par suite, les équations

(29) fk"_—CJ.-, R=12,..mn,

avec ¢, € R, définissent unc foliation sur E nommé'e la folm'twn canonigue.
Les champs de tenscurs de type (1,1) sur M, qui appartiennent 3 cette
foliation ont le spéctre constant ct jouent un réle l’mpo‘rtant dans la géomé-
trie différentielle de M [3, 4, 6]. Les 1-formes différentielles exactes

(30) o= k7S, k=1,2,..,n

sont des 1-formes verticales sur E qui ont les expressions locales
(31) oty =(3*daf, k=1,2,...,n,

o, sera appellée la 1-forme canonique de degré &-1.

' De (2) et (3) il résulte que les expressions

a
h oty = t_li-—., k=l,2,...,ﬂ
(32) elts) = (¥ );ay}
définissent # champs de vecteurs verticaux sur E. v, sera appellé le champ

de vecteurs canonigue de degré k—1. On a ve=C.
Le nombre des vecteurs (32), linéairement indépendents dans un

point £, de E, est égal au degré du polyndme minimal de Z,. On obtient
pour n{k=1,2,..., n) la caractérisation suivante

{(33) 2:(iS) () = Tr{ti* o S(p)), ¥S= DUM).
On remarque aussi, pour A, k=1,2,..., 1, les relations
(34) < @py Ve > (8) =TT, [Ug, 9] = (B —R)vpsa-a.

3. Relévement complet (r.c.). Ensuivant A. Ledger et K. Yano
[5), 2 toute dérivation D de l'algébre tensoriclle (M) nous associons un
champ de vecteurs Df sur I défini par

(35) De(iS)=1iD(S), VSeDYM).
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et nommé le relévement complel de la dérivation D. Si dans unc carte locale,
D=(D*, Dj), alors pour le r.c. D" on obtient dans la carte correspondante

(36) Df = (DF, D}~ DEah).
De (35) il résulte
(37) (Di+ Do = Di D5, (aD)f = ale, (DD, =15, DS

¢t par suite on a

Proposition 3.1. Le r.c ¢y Der (D (M)) DI} est un morphisme
d'algébres de Lie sur R,

De (31) et (36) on obtient

Proposition 3.2. Le r.c. d’une dérivation de D(M) est un champ de
vecteurs langents G la foliation canonigue.

On a aussi de (26) et (25):

Proposition 3.3. Le¢ r.c. d’une dérivation D de D(M) est un champ ver-
lical si et seulement s'il est induit par un champ de tenseurs T de tvpe
(1, 1) sur M. Dans ce cas on a D =y(T).

Remarquons les relations

(38) D"y =(D(fyy", (D=, C)=0, [D*, T¥]=(DT)", [Dr, WT) ] =+(DT)

pour feZ(M), De Der (D(M)) et T = DIM).
On appelle relévement complet d'un champ de vecteurs X sur Mlec
r.c. de la dérivation de Lie définie par X,

(39) Xe = (L)

Si dans une carte locale X =(X%), alors
. - Ox ; 0ak
(40) Ac=(Af’ ;’_y}—_‘)'h——J

da'
De (35) il résulte
Proposition 3.4. Lc champ de vecteurs X¢ sur E est le r.c. du cham#p
de vecteurs X sur M si et seulenient si

(41} Xe(iS) =1(LxS), vS =DYM).
On en obtient
(42) [X, X =[Xg, Xz].

et par suite on a

Proposition 3.5. Le r.c ¢ : ‘DY M) —DVEY est un monomorphisnie d’alge-
bres de Lie sur R.

4. Relévement horizontal (r.h.). Une connexion linéaire V sur M
détermine une loi de dérivation sur le fibré vectoriel (E, 7, M} notée aussi
par V et définie par

(43) VxS=Vy0S5—SoVy.

Pour la courbure R* de cette loi de dérivation on a
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(44) RiyS = Rxy,S1 VX, Y =(DYM). S = Di(M).
: i srivation V est sans courbure {R*=0),
I1 en résulte que la loi de dérivation ' : B :
ou & parallélisme absolu des fibres de (F1, =, M) =i ct seulement s il existe
une 2-forme « sur M, telle que
(43) R=a@1I.
o1 1 cst le champ de tensears de Kronecker. Sila conncFitm V est sans torsE}g
(T =0). alors la condition (45) équivant, pour n>2 a R=0 ct pour n=
3 Tannulation du tenseur de Ricct de V, E?]. ' o
La relation (45) caractérise aussi le fait que la connexion V sur

est avec parallélisme absolu des directions [7]. ,
L On I:Lppwllo velévement horizontal pour un champ de vecteurs X sur

[, relatif, 3 la connexion V, le r.c. de la dérivation Vy,

(46) X = (V.
Iie I'expression locale Ve=(X‘, I'j; X*) et de (36), il résulte
(47) XH =(X', ~Gy XP),

01 . _

(48) Gy =Tk 35— 51 Ths.

De (35) et (46) 1l résulte. ,
( Proposition 4.1. Le champ de vecteurs X" sur E est le r.hr. d'un champ

de vecterurs X sur M si el sculement si

{49 XH(iS)=i(VgS), VSeDiM).
Compte tenu de (41) on en obtient
{50) X7 =X++v(VX),

01 'V est la connexion transposée a V, ie,
VY=V, X +[X,Y] VX YeDYM)

1 cn résulte o
Proposition 4.2. Le r.h. du champ de vecteurs X coincide avec son 7.c.

si ol seulement s'il exists ) eF(M) tel que
(51) WV, X=2Y, VYYsDYM).

o ¢
l.e. X est concourant dans la connexion V.
De (50) on a

(52) (X, YV =[X" Y] +v(Ryy), VX,YeDYM).

On en obtient o .
Proposition 4.3. Le 7.k H :DYM)—>/DVE), associé d la connex:on'
V sur M, est un monomorphisme d’algébres de Lie sur R si et senlement si
la loi de dérivation induite par V sur E est sans courbure.
Remarques aussi la relation



53

9

52
V. CRUCEAND
(53) |Xc Y}; — Y !
S “f-orn'q )= [X#, YH] +“_:((I-.\—V)(Y)), VX.Ye @1(11,.[)
; casur L s’ i . ’
(54) appelle 1-forme horizontale si on a
De (47) et ) (XT)=0, vXeDiyn)
et Vex i .
B expression locale o= (a;, i) on obtient pour une I-f
(55) ¢ I-torme hori-
Oy == — (G5 nd
et par suite ! G
(56)
ol @ = af 8yi,
57
(57) Syl = dyi -G dah
i s +G:,jdx .

A tout cham
amp de tenseurs - (1
zontale ap sur E, définic PEI:;L DM} on peut associer une I-forme hori
ori-

(58) ar(S") =Tr(
=Tr{So Tyon, « (XH
. r Gr =0 p.
et qui a Pexpression locale ) VYE@I(JII), Se (D}(M),

(59
5 ) : “T'-ngj';-
N a aussi la relation utile
(60)
«r{y($)) =Tr(C o [S, T)).

p cers .
our la différentielle extérieure de ay on en obt]
: obtient
dag(SY, U")= 0, 2dop(S7, X”):—Tr(v T oSy
x o

2d B
et par suite ar(X¥, Y#) =Tr(C o [Ry,, vijls)

P p Slt on 4.4- 1 h e 4 Cihl:f ?5 =
1 a
T (3 T

SDUM) p
! ar les relati
est covariant con ons (38), est fermée si
stant mee st el seulement i

. st le champ T

)

On appelle reldye
ment hori
le champ de tenseurs fi efp?(fff.‘);ttgél?ggr un champ de tenseurs feDiM)
par 1 ’

(61) fH(SV)=[ LSV, fE(XYMy o

(Cﬁﬂzr)npte tenu d: (3j; & (5£)’(f“);1[j§;:iizt VX =D M), S eDiM).
- Cham:: (;‘:{2: [{AX)H {7, (VX)) vx =DYM).

ks DUEL) donne far ronecker I sur M on trouve com
{62) M) =0, MXM)=XH, vX <pra), S <prayy

l.e, ].e rolec "

F=r-2}on i
obtient Ia
V. pour laquelle on a structure presque-produit associé

me r1.h. le Champ

N mettant alors
e a la connexion

LY FIBRE DES TENSEURS DE TYPE (1.1
(63} F(§")=5", F(X")= — X",
Localement F a l'expression
S
(64) F =l % .Ok]-
2Gi; O 8

Pour le tenseur de Nijenhuis de F,ona
Ng(S¥, T}y =0, Ng(XH, TV =0,

Par suite il en résulte, compte tenu d
n 4.5. La structure presque
égrable st et seulemen
) est sans courbure.

M on peut associcr aussi le champ d

Np(XH, Y¥) = —4v(Rer).

c (43)
produit sur E, définie par la
! st la loi de dévivation induile

(65)

Propositio
connexion V sur M, est int
par V sur le fibré (E, = M

A la connexion V sur
6 =DYE) définil par
(66) 6(S¥,T")=Tr(S o Y, 6(S7, XH)= B(X*", S*)=0(X", YH) =0.

Ce champ est symmétrique et de rang constant #2 Il a V'expression locale

" [G,.’; G& G,.;:]

¢ tenseurs

(67 Gk R
qui peut s’ecrire encore, en mettant 8y =||8l
(68) 6= Tr{3y)%
De (66) il résulte que I'équation
(69} 6(4)=10
on horizon-

détermine une distribution sur E qui coincide avec la distributi
tale définie par la connexion V.

Si T =DYM), alors pour la 1-forme thorizontale ar epYE), définie
par {(58), on a aussi
(70)

Les champs F et  sont liés par la relation
(71) §(FA, By=6(4,FB)=6(4, B},
Remarquons aussi les relations

(72) I, F=0, Ly6=20

oit C est le champ de vecteurs canoniques.

On appelle relévement hovizontal d’une connexion Vsur M, la' connexion
VvH# sur E donnée par
(13) VATV =0, Vv X¥=0, VuS'=(VxS)", VERYH = (VY)Y

Pour la courbure R et la torsion T de V¥ on a

ar= B(T").

VA, B = DYE).
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(74) [&lf,ﬂ’:()_ f{’si'_‘,ﬁ=0_ 7\“_‘.:{],}1—_-’1\‘4‘.}.:"
(S T =0 T(S¥, Xy~ o, T(x*, Y0 =[x, vy ¥ Ryy).
Par suite, on en obtient
Pro

position 4.6. L¢ ».7;. V¥ 4,
V est sans cottrbire.

Proposition 4.7. 1.; ;. 1. V¥ de la connexion v
ment st V oest sans torsion et la lo; de dérs
est sans courbure,

ar suite, vH
les relations :

(75)

la connexion v CSESANS Conrbitre st el sen-
lement si

oSt sans torsion

St el sende-
vation induiis

par Vsur (B M)

est plate en méme temps que V. Rem

arquons enfin

VIF =0, Vig=g.
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2 3 INVARIANTS
GEOMETRIQUES \
Oﬂjgglsa LE FIBR:< DES TENSEURS
DE TYPE (1.1)

PAR

V. CRUCEANU

gy o = ot (E, w M)
saté différentiable C7 et | S
: i M une variété di 4 é localement trivial,
e do type (1,1) sur M. Clest e Te champ R dos
9 IE tcnsc}”ts'\'c(; ¢t par suite cn algtbres e.ééllcs C= sur M ct par
cn algbres associat] M) l'anncau des fonctions 1 Jc type (r.s) et classe
réels. Notons p\al (?é‘1 des champs de tcnseur’s_(_minc une applicatmon
) e op do tenscurs S <DI(M) déter
C= sur M. Un ¢
. E, définic par . <E.
?;) o A s{ta) = S(p}otp. vpeM, b

i ication
Gtermi ssi unc applica
N1é translation @ gauche. 11 détermine au
i sera appelle ! .
g‘fl: S|J":? —E donnée par:

(2) oty =t,08(p) VM, ,=E,

. 5 jet géométrique
; i . disons qu'un objet g 2riant par
o tion & droite. Nous dis : ‘il est invariant par
qui sera “.O,mrngcets);“;fﬁ:iant a gauche F,rcipt“ ‘f}gﬁimam Pétude du fibré
sur la variéte I es resp. & droite). En ¢ - 12, 3], nous nous
toute translation 2 ga\(nl:hlt; (surpune variété d1ffe’rc:11’{Cé1;;‘;‘3;;E'S inlariants sur
des tenseucll'S o tem:rea\"{il de certains objets geom
C Lt
occupons dans ) UMY un champ de
e cteurs invariants. Soient S_E(Dﬁl(i a\)JChe définie par
2. Champe ((iel)veur M, 2 :E—-Ela tl‘anst?}tlmlUngchamP de vecteurs
1) 8 Lo lation.
tenseurs de type {1.1) su tielle de cette trans
o S TE la différen
Setrs: TE

. i et seulement si
invariant a gauche sl ¢
E sera invarian yM)Y, t,<=E.
;:1”) sur l:s(A‘p) =Als(tp)’ VS efD;(M)M Pavec o(5) =(x%) et 1;}
( idé ne carte locale (U, q%f) surE avec ®{f,)=(x', 3}), o
En COHSlderanfld‘:nte (=(U), ®, R* x k™) sur £,
carte correspo v

i dquations locales
i ur l'application s les equatio
L= i 2 ®dx’, on obtient po
» =i axt wt=xt,  oh=Six)y} l
' ion locale
i‘li) ésulte pour la condition (3) l'expression
en r

P - Si(x) A, 9)-
(5)  Al(w,9)= A4z, y), Al v) = A¥x, ¥) —a—’;n—y';‘+ S4(x)



