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(74) R-SVT[" =0, f\;.s'"_?” =0. 7\).1'”1'” =Ny,
(S 1" =0 T(S¥, X1y = 9, T(x", yu
Par suite, on en obtient
Proposition 4.6. I, vl VI de
lement si v est sans courbure.

Proposition 4.7. 1., ., y# de la connexion v
ment st V oest sans torsion et la lof de dérey
est sans courbure,

Par suite, v#
les relations :

(75)

=[T(X. Y} —y(Ryy).

la connexion v estsans courbure sq el sen-

€St sans lorsion si ef seule-
ation induile par V syuy (E. = M)
est plate en méme temps que V. Remarquons enfin

ViIF =0, Vig=og.
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V. CRUCEANU

: différentiable C* ct (E, %, M)
. : A variété différentiable -alement trivial,
1. Introductlon.d-?ogsr;(t: 2{ |l ;n;u.- M. Cest un ?prCSlll(;Llil Lcl;:amp R des

le fibré des tenscurs (:; edtlpar suite cn algehres de.éi-ll(l:cs C= sur M ct par
cn alg'bres associatn L?u) {"anncau des fonctions 1 Llc type (r.s) et classe
réels. Notons pat ‘7&‘ le des champs de ttzrlstzulr;‘-t (rminc unc application
ey 13[(}{?1{ :1?;&; de tenscurs S <DIM) dete
= sur M. Un ¢

: E »E, définic par { i, =E,
?;)‘ : )\g(tp),=5(f))°-t;=- VPEI‘I’ r

1 lication
ttermine aussi unc app
Né translation & gauche. 11 détermine
ui sera appelle ¢ i
2& : E-E donnée par:

(2) ps(lp) =1,05(p) vpeM, i,=L,

. ; et géométrique
S e N disons qu'un objet geom t par
o jon a droile. Npus A ; ’il est invariant par
qui sera n'o’m'n;;(’eiza?fff}f::{anf a gauche .'re;S pj;a [f:?rﬁfzujalnt I’étude du fibré
sur la variete £ es resp. & droite). Ln conty 12, 3], nous nous
toute translation 3 gal(hlthl‘; (surpune variété dlffe’rcnglgll?cl;e's invariants sur
des tensemis . tyl:rea\"{il de certains objets geom
& i
occupons dans < LMY un champ de
ibré C i SEfDl(i ) Y
ce fibré. invariants. Soient o> =0 che définie par
2. Champs de vec:e‘;‘l;s )\.‘ :E —}E ].a tranSl;}tlm}U‘; gc?‘]l:lmp de vecteu‘rs
tenseurs de ty};‘%(lla l(zifsgférent‘iell'e de cette tra?séil;&n-s :
- %Tfer_;\ invariant a gauche si et seu 1e PR
o rs(Ae) =4 {£o), VS =DyM). b ) et la
(3) s(4s, : R™ sur M, avec qa(?)=(ix N
idé e carte locale (U, P E, avec ®(f;)=(x", ¥).
e respondante (x(U). ®, R x R¥) ‘sur E,
carte correspon v

équations locales
! jcation »s les équa
= i 2 ®dx’, on obtient pour lapplica
p= Ui axt wext,  th=Six)y} 1
' ion locale
S) ésulte pour la condition (3) l'expression
en r

OSHE) 4 Sy(x) A3, )
i _ h y t
(5) Al o) = A, y), Al )= 43w ) S 5



-

¥

s INVARIANTS SUR LE FIBRE DES TENSEURS

_—

56
V. CRUCEANU
" OBJETS GEOMETRIQUE

3

Par suite, si 4 est invariant a gauche, il oxiste un champ @ €/D}(M) tel que,

dans toute carte locale, on a (15). Réciproquement, si a=Di(M) ct a toute

La conditi -
on (3) doit #tre P
satisf; T
tisfaite en particulier, pour les translati
< o ans
s A¢, A} données par (13), on con-

infinitésimales 3 g . L1
(6) gauche ie. définies par les champs'S «Di(a1) de In ¢
e a torme
avec Te@l(ﬁ{) i ; S=I+T, carte locale, nous gssociqns leg fonction :
I de Kronleckcre I e(’- ¢ €)c R, par suite par le state que ces fonctions déterminent un champ de vecteurs A sur E qui sa-
finitésimale & o -€5 cquations (4} devi es champs voising au cham tisfait aux équations (5) ct par suite cst invariant 4 gauche. A cctte occa-
ale a gauche lennent pour une translati op sion. nous avons constaté qu'un che de vecteurs sur E est invariant 2
anslation in- , ; até qu'un champ de vecteurs sur est invarian
(7) P g ) gauche si et sculement sl il est invariant aux translations infinitésimales
Par suite W= g=ai+ Tix) i, . a gauche. Les équations {15), nous sugg:rent 'idée de considérer I'appli-
cation a,: MDYM)— VDYE}), ob VDNE) est l'algebre Lie des champs de
(8) Bof e o o o vecteurs verticaux sur E, donnée localement par
Vi=ti=yi=Ti(x)yk, 23 _ T, " :
PR (16) ax(a;f(x)@@dxf] =3k 5
F)

ant :
de vecteurs A sur E est invariant @ gauche

On peut énoncer mainten
de tensewrs a €DYM) tel que

Proposition 2.1. Un champ

At - . aAt
(#, v) Af(.l,y)—!--a—?-. Tlyie, Ai(u V) =Aify Al
En - Vi ’ i, )+ Thylt. si et seulesent si il existe un chawmip
n remplagant puis . Ay
en (5), il résulte (17) A =a,(a),
9 At : - o .
(9) o Thyi =0, 3_14;1.?}’,:14“37-3' , . ol iag)bplwax’wn o est donnée par (16).
Vi 2yt k a—x;yj.;. TiA}, Pour l'application ¢, on a
ox(a) =0a=0, oiffa+gb)=f"o:(a) +&" a1(b),
vf,g=F (M), a,beDiM).

(18) . !
a.([a, b])=[a1(a), o:{B).,
" F(M)~F MY et o DM~

Compte t i .
Pte tenu que 77 et aTi/82* sont arbitraires, on
’ a
Donc, le couple des applications I
lévements verticaux des fonctions

(10) A‘(x,y) _—_0’ _a_d} (x ) 1 8‘ ;

En Prennant d ok e AAj(x,y)' —VPYE), ol (}(M)" est ’anncau desre
ans (10;) /=% et en faisant 1a somme. ] ré “éclles C+ sur M. est un dimorphisme injectif [1] d’algebres de Lie et par
(11) 244z, y) » Hrésulte suite LE =o,(PY}AL)), i.e. l'ensemble des champs de vecteurs invariants
~—’—-hL-}._y2=A.;(x ) 4 gauche sur E est une sous-algebre Lie de I'algtbre VADYE) sur I’anneau

Iy NI F(M). Tl en résulte:

Proposition 2.2. L'ensemble LE des champs de veclewrs invariants a
gauche sur le fibvé (E, =, M) est une sous-algébre de Lie de l'algébre VDN E}
Valgibre Lie (D} M) sur Uanneatt (F(M).

sur Pannean GF(M)Y, isomorphe avec

Un champ de vecteurs 4 eDYE) sera invariant A droite si et seu-

II en résulte
: que les foncti
premier deeré i lons de classe C=, i
81¢ en 33, done sur R™ et par suité eljlgléj:))r:f?}t’hpmogénes du
Inéaires ;

(12)
S A;(x$ =Ai~ Yk
ou A;:}:(x) sont €= en x'. De (I(')y)) . 1k(%)3%, Jement st
. il ré
(13 A sh e st g 09) A=Ay, YSSDIM), GE.
7 ke = A i m ".
On obtient I Un calcul analogue A celui éfectué pour les champs invariants 3 gauche
(14) montre qu'un champ A Di(M) est invariant & droite si et seulement s’il
ot a( Aik(x) =3}a}(x) existe un champ a =@}(M) tcl qu'on a dans toute carte locale
U 4j(x) sont C= T ; ;
- en x. On a en définitive, (20) Az, 3) =0, A,~(x,y)=ah(x)y’}.
Afx, ) = ; A T'aide de l'application o, : DYM)-VDI(E), donnée localement par
(x, y)=0, Ai(x, y) =yial(x). . h i(E) .
(21) e (aj (x) — ®dxf] (L) =ak{x) ¥ — .
ax v

a

nt comme les ¢ E )
oordonnées d'un champ de tenseurs 4 Hx
¢ type (1,1) sur M. on peut énoncer :
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Proposition 2.3, ¢, chawmp de vecicurs A s E est invariant Lutiche
Sioet semdement s'il existe y champ de tenscurs o SDUM) tel gue
{22) -P=0’2(¢r).
o l'application a: €St donnée pur (27).

Il est aisé d’établir pour ., los propriétés :

(23) o) =090 ~0, oy fu+ gb) = ['0,(u) +g'ont)
o.([a, b]) = [oa(a), o,(2)], Vi,gsF(M), a be DY),
Par suite, le couple d’applications ¥ - F(M) ~F(MY, q,: DM
= VD E) on VDB est 'algébre opposée a
injectif d’algébres de Lic. On a donc.

Proposition 2.4, Llensemble RE  es champs de vecteurs hvariants
@ droite sur le fibyg (E, =, M) est une Sous-algébre de Lie de Calgébre 17D YE)e
sur U'ainean F, 1somorphe avec Valgébre de i DY) sty F(M).

Comme nous’ avons Yu, un champ de vecteurs syr E cst invariant
& gauche si et seulement s'il est invarjant 3 toute translation infinitésimale
a gauche, Une telle translation, donnée par (7), est une transformation
Infinitésimale associée au sroupe uniparamétrique local engendré par le
champ de vecteurs invariant 3 droite oa( ). Mais, un champ de vecteurs
<1 est invariant par le groupe uniparamétrique local engendré par le champ
de vecteurs ox(1) si ct sculement si Ja dérivée de Lie de A par rapport a
0:(T) est égale zero, [4]. La méme remarque peut étre fajte pour les
champs de vecteurs invariants i droite, On 2 donc.

Proposition 2.5. 75, champ de vectenurs cr E est invariant ¢ gawuche
{resp, a droite} si et seulemeont S su dérivée de Lie par rapport ¢ tonr champ
de vecleurs invariant 4 droile (resp. o gauche) cst égale & zero.

Pour donner unc autre caractérisation aux champs de vecteurs
Invariants sur £ considérons I'application 7 - @}(M)—»KF{E; définie par
(24) () () =Si(p)yl,  vs SDiM).

Comme tout champ de vecteurs sur E est uniquement déterminé par ses
valeurs sur les fonctions de la forme 4S5 avee S =Dy}, [2] on obticnt de
(15) et (20):

Proposition 2.6. 17, champ de wecleurs A sur la variété E est inog-
riant @ gaiche (resp. a droite) si ¢f seulement 5’5/ existe wn champ de tensenys
a =DM, 1o que

(25)

)—

VIDYE), est un dimorphisme

A28y =i(aoS), (resp. A(iS) =4(Sou)), vs =DM,

Remarquons que Fapplication -+ fDH.’II)—»I”D‘(E), définie
ment [2] par

(26) ( si£ @cfxf) () = (318} — Siy2)
6:\"

locale-

8_}';-
s‘exprime i I'aide de o, ot g, Par la relation

(27)

Y=.0'1_...0._.

e

——

=il
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N GROMETRIQUT INVARNIA SUR E FI
BIE >

’ / Y= 1DVE
le couple Vo FM) »FEY, v DHM) - VDUE)

On peut voir qu ) ire de

(bt un dlIIlOl PhlSIIl(.‘ d d]g IJI(..S (i(—‘. I..].( 5 (]u‘ a comime noy
1 dlg(,bl(. Z](-u) Ct comme ll“(lb‘(., la 5 Ollb-dlgeble d(.— l Z (_L ), 10] mec PaI
l(!b C]lc”“pb (1(., \CCt urs (]Lll [)L,ll\ Lllt S C.\pll]"t] COINMMe ld dlfielf..]l(.e d un
C!ld]lll) 1nve {lrlllt d ‘C’ (,‘. 1 4 l“!) invaria t a h“ltL Q CS[)OIl(lclIltS
1 i n { .
bduchc un 18 | COTT )) o
all meme C]ld]” p (l(., t(.n Ers ( ) SUr ! [. € blat's & ¢ ]( ol
seurs l,] SUT l I ot 11 SOUS 1l 'f,l 1 Z JU na
I lopOblthll 2- ; . O H (v”(l”!j) tll, vPeCICUNS ‘l s 1: ij)Pﬂn”If e o La Sous
! b (4 K(Dl(ll)) 51 !,f ¢ !( et 8§t I 1
a bf } t et { l v Et t 5 J‘:ll !tl! He

(28) A(S) =i[a, S], VS eDy(M).

I (#1334} lLb ap 1( d[ 5 0 g, U O a aussl
14 I ])l FOnN b t I} « . , .
]l()p“sltl()“ .2; ol fo t:}“[?ﬂ DS ¢ enseltrs d tt ‘; li .t)'?hﬂ t].l'
2 . I I s
/)5 j(: yectettrs ‘\. f’l CONMNENTON [1ilcdire c sit A"u, ]{S tl‘j)Pf’IClPﬁOJES g1, O
C}l!lﬂ?' 4 (4l

/ - relations : |
el v salisfonl aux re A
[S, aua)] =(Sea), [S", ox(u)] =(uoS)", [S .*.f,“) - ’_£~](v a).
(29) e = X", oufa)] =cu(Vya), [X". v(a)]=v(Vx ‘
e sera Invariante A
3. 1-formes invariantes. Unc I-forme a<=D,(E) scr:
gauchc. si et seulement si
(30) )\‘g-( IJ_S“M)

p + o 1 ].
8] p
) G b ICi ]_)0‘. ce
COI“ tﬂ te“u (l(.. (4 no l lt I lt(.’ C Ildltl()ll ](.'{ ress101 U(:dle

—a, Vi,=E, SeDi(3).

[P o -
LiL T+ &y,’,a§=0, —E)',i-&zﬂsi—o.
3L vk el axt i

faf =0, De la deuxiéme,
=il x). viek =0,
emiére de ces relations nous denne %i o]ts(?c)l,_ }It’”’k S0 Dol densiame,
La premiés «! sont homogénes de degré —1 sul S
O & (1510 0. Par suite, si z est une I-forme invariz
C~. ona a« =0. ek
dans toute carte locale on a |
(32) wi =oif{x), aj=0,
‘ ‘me Y Réciproquement,
i it le relévement vertical d'une 1-forme R}u JK;S o ;{)(32) e
S ehlt LI‘\' ment vertical d’'une 1-forme sur A, alon
sia est le reléve : |
i 3 m résulte: - . ‘ .
e I_I.U‘- 3.1. Un 1-forme a€@\(E) est invariante {; gac
ey oot I ¢ verty ’ -formie sur M.
5 u!emr:mtpsi elle est le relévenent vertical d une Th_f § :Et e et
o invari 4 gauche s g
> €5 varlante a ga et
‘ ¢ I-ferme cst invariant Al tame telle transhy
' J(.ortmuzrut?)ute translation infir it.simale & ‘gauclllge;ttc e i
11'wmmlt] ; {)e transformation infinitésimale com.sppri\‘“hnt u groupe uni-
§ et s
tion est » engendré par un champ de vecteurs invaria Ldrotte on 8¢
- 2. Use T-forme a€Dy(E) est invarianie uib o
T e i np de veclenrs inevd-
L nfl)l;zg::?lzi sa dérivée de Lie par vapport a tout champ
el seule )
] i ] 3 zero. -
R e *"]‘3 t logues pour les [-formes imv arlan‘;e%
ic es résultats analogues L s mvarianies
ad @’in C()‘,btrlntlf:ltc (ics 1-formes sont aussi les relévements
4 droite, Lo
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I-t_'_ormvs sur A, il résnite
coincident sur E,

4. Champs de tense

FeDiyr Al eurs  (1,1) invariants,
{(E) est invariant a gauche si et s‘u'oméntUsril champ de - tenseurs
(33) o

que ics 1-formes invariantes 3 gauche ct A droile

7 .
}‘S.Ip oF,
»

=F1.,-up)°}'-’3-',,’ Vi, =E, SE@{(M).
Locaiement cette con:l

2)

itivn devient :

Fil(x, y) =Fii(u, v) 4 Fu IS
a2, v) (% v) 5; (x)_)’l »

Fif(at,0) + Fii(x, y) 950(2)
A

c) . dx
E¥(x, y) =F¥(y, v) Sh(x),

b Fillx, QS_‘ m ‘
) w(x ) Py (%) yP + Fl{x, ¥)SHx) =

r

d) Fii(x, ) 850 ‘
E D) TSI FY (3, 5)Si(x) = Fi(n, 0)S1 (2).

Pour upe translation infinilésimz!

r ' ¢ 4 gau s
terms d'ordre < 1, ou en obtient gauche (7). en nous limitant aux

ar) __"_ A, 1 I BT,’;‘,
oy e +E = 3P =0,
b') gy A8 o
F{;A—“—m moy o phg . OFG o Tk
X WP HFAT = L0 ey i 6T,
It pidn o FREI ™ m
8 ay "R TTR GeT
C') o et
Faipa, 945, o
k. ,+-—-—ay2 TPyl =0,
d’) Fp $Tn

nyFai_ 95 :
o 4 TR = gjz’ Tiye +FYTS.

Colllpt' te ] i ei———s]][ alhﬂ] re [I €I 1e h'e
¥ a 5, 51

au) aFg .
o Ve=0 Fibyr=o,

b’l - o~ g

) Elypsk=Fii8yr, Fhsj= oy

ayg ~ "
c") org! Ay o E Y]
aﬂy’ﬂ-l_ k- p=0’
d”) Fyr =0, Faigi_ arg Ty
1% = "a—-;y;‘ +FM3,,

Y
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De by, ¢}, di) et puis de 1) on o respectivement :
(34) Fi=yifilx), TI¥=0, Fhi=ax)88, Fj=a(x)},
olt «, fly=F (M), Par suite, si FeD}(E) est invariant a gauche, alors

Jpx
dans toule carte lecale on a

i 4
(33) F=r{8h 0] ’
¥ S 5,8}
olt a=F(M) et fi; sont les cocrdonnées d'un champ feDiD).
Réciproquement, si pour un champ de tenseurs FemiE)}, il existe
une fonction «€F (M) ct un champ de tenscurs f€DyM) tels que dans
toute carte locale on a (33), alors les équations a), b), ¢), d) sont vérifiées
et par suite F cst invariant 4 gauche.
En considérant I'application 7,: @}M)—~VDYE} donnée par

Y
(36) e ®dx"®dx’) (t,) = (yif;.'r,é-. @dx") ,
ox' 31

ott VDYE) cst V'ensemble des champs de tenseurs (1,1} verticaux sur i
i.e. qui considéiés comme endemoiphismes de @Y E), conservent les champs
de vecteurs verticaux, on a

Proposition 4.1. Un champ de_lenseurs FsDYE) ¢st invariant 4
gauche si et senleniient s'il endsle wsF(M) o feDYM) tels que

(37) F=a"T +,(f).
oit Uapplication =, est donnée par (36).

En considérant l'application ¢: F(M) x DY(A)—VDYE) donnée par
(38) p(a, 5) =" T +mifs),

on a
of{a, s)=0+s0=0, s=0

o(f(e, 5) +g(8, 1) =/T5(x, s) +&"¢(B. 1), Va, B.f g =L (M), 5,1 =DyM).

Par suite, il en résulte:

Proposition 4.2. L'ensemble L'DYE) des champs de ftensenrs de lype
(1,1) sur E, tnvarianis @ gatche, est un sous-module du_niodule VDIUE) sur
(F (MY isonmorphe avec le module F(M) x DYM) sur F(M).

Un champ de tenseurs I' =@}(E) sera invariant & droite si et seu-
lement si

(39) p:.;.,poF,p=Fp_s“r,op_',‘,v. Vi, = E, S€DiM).

On constate quun champ F & P}E) est invariant 4 droite si ¢t seulement
s'il existe a=F (A1) et [=Dy(M) tels que

adi 0o !

(40) F=1" , .
{fryi «8;,8

§ — Matemation unlversititil



62 V. ORUCEALNY R
En considérant Papplication <, ’/)._’.(_.U)—;i'ﬁ(){(E) donnde par
2 . .
(41) i i @A A | (1) = [ fiyi-L @)
dx* / P
on a

Proposition 4.3. [ chastp de tensenrs I° SDNE) est invariant ¢ droite
Si el seulement 'l existe « A (MY of S=DYMY tels que
(42) F=a"T42,(f),
ot t, est donnée par (7).

On obtient " anssi

Proposition 4.4, Liensenibie RDUE) des champs de tensenrs de {vpe
(£,1) sur E, invariants a drotle, est un sous-medule dy miodule VIONEY suy
FAN, somorphe avee le moduly rf‘(ﬂ[) x DMy sur (1),

n raisonncment analogue o coni fait pour les champs de vee-
teurs invariants nous donne :

Proposition 4.5, {/, champ de lenseurs de (ype (1.1) sur E est invg-
riant & gauche (resp. & droite) si ‘et seulement St sa dérivde de 1ic par rupport
@ tout champ de vectenrs meariant @ drojte (resp. a gauche) est égale @ zero.

Enfin, comme un champ de tenseurs (L1) sur I cst uniquement
déterminé par ses valeurs sur fos champ de vecicurs de la forme S avec
SeDUM) ¢t X7 yvee XDy ot X rclévement horizontal, caleuls
par rapport a une connexion quclconque sur A7 [2], on peut denner pour
les champs de tenseurs de type (L,1) invariants sur E, la caractérisation
sutvante :

Proposition 4.6. [/, chainp de lensenrs de iype (1,1) sur E est npa-
riant 4 gauche (resp. dioile} st el sculement s'5 exisie wie fonietion asF (A ),
un champ de lenserrs feDUMY of ung CONREXTION linéeire ¥ sur M ols qite
Pour lous SeDiM) o X eDYAY on 4
(43) F(S")y=aVs7, X"y <oV X0 (7 xf),

{resp. F(S")=q"sv 1-'(X”)=a")£"”+?2(:‘3;f)),
ot =y, T, sont les applicctions difinies respectivencent par (36) et (1) ot 137
le chanp de tenseurs de type (1.4) sur A, donné puar

(txf/) (Y)=/(X, Y).
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TANGENT AND FRAME BUNDLES OF ORDER TW

BY
C. T. J. DODSON and M. $§. RADIVOIOVICI

ive th #-manifold M
le of Order two. Given a smoo ‘ :
- Tlile E'}Ir‘anoge)nt Bu\lgld econstruct a bundle T®M from \%ﬂeuﬁ;;?f
N Eltl:flb ('\'Ic‘s‘;nii'l}. which agree up to their acce!?latlo_n e paopt &
L.lassc(lzisngtt Cfurlcc approach to achieve CSSE}Illtlﬁlly the [E‘am(ifbpalso 2
o . [ d Ishihara . .
cally by ano an / 2
conshﬁg};‘:\lﬁi;};all}( \}?E;I)l nCI—{sn_zoon [ (—¢e €)M |f0)=x, some
>0} and (Vf. k() f~xlz4:=»_f(0)'=lr(0),
fazohesf(0y=h(0} and (f(0) =A(0) .
. - . e
here f and [ are the tangent velocity and acceleration vector fields along
where f o
el Fi(—€, e)=TM :t=Df(1)

fi(=¢,e)y=TTM :1-D,f(1).
i lations
d =M, ~, and =, are equivalence re 1.
2 For each a=M, ~, an = caEadih
Tare R'mmék;; is set-theoretically equivalent ’L'o %‘"zili; LI)t S e
%)Iorgozir‘thorﬂgw vector space structure and so we ha M o f
e ) 2cis 7 is a functor from
tural vector bundle with fibre R” over M. Precisely, T is a fu
N -

L Vbun (cf. [1). ' .
e \t\?c can bgcgin in a similar way to use = :

B g

TOM =C,fm, TOM = TOM

Then we have a fibre bundle (7*2M, TIG), M) with
Ng oM -M : [fly —x

zonti in the coinduced topology. In fact a 3n-manifold structure is
;3:(t]lillj~:'logf)induced through the atlases:
| (TU, Do,)gea for TM,
(PTU,., DD9.)yeq for TTM. -
It is clearly possible to coinduce a vector space structure on £

D i i al that
i i phism. But in general tha
by irine tha Do, . yiclds an isomorp ism. I n gencral that
s{"rurﬁl::m\l\"i&lltxlll(')ltt linearly aérec with a structure similarly coindu
cture 3



