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of 27 follows. As {o Theorem 3.3 of [2' we notice that @ is Hausdorff,
since £ is Hausdorff. Hence A €cd=.1 is P-closed=4 is €-closed (since
PCOy=(1, @) is T, since (£, €) is Ty={d. =) is T\, by Theorem 3.
This proves Theorem 3.3 of [27.

Now if £, is compact then F¥ is compact and hence (Z, P)is compact
{see [17). That is, Z €cf and hence =€ on Z by Theorem 3 and this esta-
blishes Theorem 3.4 of [2]. Here we remark that the condition ,F is com-
pact” of Theorem 3.4 "27 could have been replaced by ,.£(x) is compact
in I, for all v = £,

Again, the hypotheses of Theorem 3.5 of 27 imply that € is a topo-
logv of joint continuity and those of Theorem 3.6 of (27 are sufficient for €
to be joinuy continucus on compacta (see "1 ). Now since €C < both the
theorems trivially follow. Now, we know that if £ is an evenly continuous
family of functions on a topological space £ to a topological space F
then both the topologics 7 and € on Z are jointly continuous and also if Z
is an equicontinuous family then (Z, 7; is jointly continuous [17, Now
since €, P C < we obtain Theorems 3.7.and 3.8 of 2] at once,

In § 4. of (2| topology of uniform convergence is discussed. Here a
family Z of functions on a topological space £ to a uniform space (F, @)
has been taken and =(@%) has been taken to denote the topology of uniform
convergence where @ is the uniformity of uniform convergence. « has
been used to stand for the mixed topology on Z, constructed from =(%)
and P for the bitopological space (Z, (%), P) exactly in the same way
as done in Definition [. Now, procecding similarly as in Theorems 2 and 3
we have ~()C < and the topologies <(?) and = coincide on every Z-com-
pact subset. .

Now we know that if cach member of Z is continuous then (%)
15 jointly, continuous {see 1), Since ={"#)C = we obtain Theorem 4.1 of
[2]. Finally, from the hypothescs of Theorem 4.2 of (2 we immediately
have «(7)/®R)=€ (sce [17). Since the topologies = and =(%®) are identical
on every P-compact subsct 4 of Z, we have at once 7,=€ , which is Theorem
4.20f [27. We further note here that from the conditions assumed in Theorem
4.2 of [2] it is evident that = is jointly continuous on compacta if £ is Haus-
dorff or regular. In fact, here (7 /@) ==€ and the members of Z are continuous
on compact subscts, of E. Hence € is jointly continuous on compacta [1 .
Since @=<(U[R)C =, + is also jointly continuous on compacta.
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SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ANALYTIQUES DANS DES ESPACES DE BANACH

PAR
TON ONCLUT I SCE

Dans (4, 3 A, Haimo vici a étudic Pexistence d'une intégrale
analvtique pour des svstémes d'¢quations aux dérivées particlles avant
1a forme

~u i, i, fv, 6,

i dv oz fx ax
ey ; Vor 0 e,
i (e — Lo, cily, Aty [P
(«l) — =& (.\, Vs Iy dlp, dq,"‘:"" O e “— N —.I';- ’
Y oy ez dx #z

w0, v oz)=0, w0, =007, p=1L M 1 g=1, ke,

ou les fonctions f; et g; sont analytiques de tcus leurs arguments dans un
voisinage de (0. ..., 0) & A3k _

En partant des résuliats obtenus dans ces travaux. nous étudions un
svstéme qui généralise dans des espaces de Banach, le svstéme (1), A ce but
on utilise la dérivée de Fréchet et la notion de fonction analytigue intro-
duite & l'aide des polyvndmes homngénes dont nous’ rappelons la défini-
tion bricvement dans 1.

1. Fonctions analytiques dans des espaces de Banach, Définition 1,
Soit Ny.... N, desespoces linéaires normis ¢t Y wn espace de Banach sur
le méme corps VAR on C). Une fouction P, g ( vy, o0 24) dé fime sur N> .. X
XNy @ valeurs dans Y, est par défimtion un polynome homogéne de degré

P

Sy eit Ny, iy, o8 xp 871 existe wne fonction 4+ i-lindatre, Iy ... .r".l_....,

s X AN dd finie sur N Nie of dvaleurs dans Y, symdtrique dans

des variables [SERRRE .5 ISR (£ G %Y respectivement de maniére que
i

H
i
Pi (X ) T S G PRUUUR 1

La fonction 4 est appelée la | forme polaire” du polynéme.

Nous allons noter par .0 les zéros des espaces qui vont apparaitre
par la suite.

Proposition. La forme polaive dun  polyudwme  homogéne P-‘y--‘g
est unique. Si le polvndme P,l,,,.‘_ esi comdinn en BeXN, v .« X, alors la
Jorme polaire I esi continne cn feXic XXk 11, 6.
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On notera par la méme lettre e polyndéme homogene ot sa forme
polaire. Dans les évaluations que nous allons faire sur les polyndmes homo-
gémes on utilisera la norme de Jews Tormoes polatres,

Difinition 2. Soir B, X, (-1 A B fvo ve N L a ot Une

Jonction f(x,. ..oxp)y dfinic sur B Byoot a valeurs dans Y ost par
dé finiticn wnal Viigue sur Bosi Fen
Sy )= 5 _ P awg) sur B.oon I sont des polvudmes
§ e i =0,
PRI .
homaogeénes continus & finis sur Xy <Ny et ¥ 1‘,1 i fl ah )I:k =00
FRT
1 k

pour wi &, 1a, <ry, =1, k.

Remargues : a) St f(xn .. a,) est analytique sur /3, alors alors f
peut étre dérivé au sens de Fréchet d'un nombre arbitraire de fois pur
rapport a chaque variable ¢t on a:

A

1 iy
Pici (T o A== . 1])?__1:'___' x:f((i,_\',_....

?1! sy

15
-
e

: 1'_:),

b) Soient z{xy, ..., v;) (7=1, p}, desfonctions analytiques, définies
sur B=B,x. xI(B={v, v=X,, [[x|-orl) ct & valeurs dans les
espaces de Banach Z,, ..., Z,, respectivement, ct z{0)=0 (i=1, p).

Si la fonction f{si. ... ) st définie et analvtique sur un voisi-
nage de L'origine de 7, <...>/4,. & valeurs dans Y, alors il existe la fonction
A X0y oo 0 =S 2 ie ooy 1)e ) sUr un voisinage de l'origine de Xy »... X
= X, et g est une fonction analytique au sens de la définition 2,

2. Un Systéeme d'Fquations aux Dérivées Partielles qui Généralise
les Systémes de A. Haimovici dans des Espaces de Banach., Soit &, Y, 2,
des espaces normés et {7, 17 des espaces de Banach sur le corps (K ou ).
On considére les fonctions fv. ¥y 2w, oy 2] s 2] 400y vJ‘1 S s )
et glx, vz 107, ’Il"lg s r.r:: - 'E.'}l s w2 L) délinies sur BCXxYx
XA XU XV ) U Ut Ko Vo, B={(x, v. ..}, vl o opli<tr) eta
valeurs dans L(X, U) ct LY, V) respectivement, Alorsle systéme aux in-
connues #(x, v, 2), ?{x, ¥, )

2y ) 3 (it (i Pty g
Ly I ARIL-LLY ROV RIG.. 1) NS OV L 3y NN £

(M

cv A it IRy dx
(v a a cw Jv ;
AV =g(r, v a i B (Vo) s T (3g) 2ees T2 (Fo) pooer— (35} 5ee) (Ay)
o oV ez ox dz

avee les conditions
(2) (0, v, 2y=0, o{x. 0, z)=0,
ot les dérivées sont prises au sens de Fréchet, Av, Ay sont des variables,
AreX, AvelY ol v, €N v, 8Y, 2. ::—;J =7 sont fixées, généralise le
- ol N e 2

svsteme (a).

Nous allons démentrer que, sous cortaines conditions, cc  systeme
admet une seule solution analvtique au wens de la définition 2.
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3. Un Théoréme d'Unicité pour les Systémes Analytiques (1). Con-
sidérons le systéme (1) introduit cn 2 et supposons que :
{1} Les fonctions f et g =ont analvtiques sur B,

T (o)) L 70
X | ((.Tl) ‘ i vail ¥y f"j"(T) Yoy, || <1,
- —— e . I g !
r el b f=hq Ji b
(&5 #g(0) .
S de(0
. }".._I er} ‘ Il youll + _E_ﬁ ;j! )H | 2o, | 1.
h=1p0 U PR KD H

Alors on peut démontrer le

Théoréme _1. Les condifions (1), (II) élant remplies, s'il existe wie
intégrale analvtigue du systéme (1), (2) dans un voisinage de 0€ X Y »Z,
alors cette infégrale est unigue.

Démonstration. En faisant le changement de variable z=2z’, par un
choix convenable de 2€[, on peut remplacer les conditions (IT} par les
conditions

S ETIC) . v (/O] . IO
ek Rt e L g LR
. éf(e .
ol o FEATSE
W 2l L Ja
(11) \-11 ::‘{(0”} ” v ||+ h “‘;’g(ﬁ) |“ -1 ”+ p !Eg(ﬂ)' “”C !:_|_
h lﬁ r”ill | Lo l'z‘-l‘:_P:{ élfi I . jx*]-;:l aﬂ.:l o
i \ (g(e) 2 =
J.El_.;; (’)'U;! ” zoj, ” e

Nous allons supposer que f et g satisfont aux conditions (/), (I1".
. Seit  maintenant #, ¢ une solution analvtique du systéme (1), (2).
A cause de conditions (2) on doit aveir

. |
u(x, v,2)= p 1% Hapy(¥y Ay 2),
a=1,m= By=0= %1 2.7
{3) I
vy, v, 2)= z Yapy (s Ny ),

p=Tmay=tn a! Bly!
0l #yp,, Uasy sONt des polyndmes homogenes continus de degré = en ye4A,
BenveYetyenzsl.
S1 on note

. G 6
Fy, v, 2} (Ax)=f(r. ¥, 2 n{x, ¥, 2), w(x, W Z),ﬁ‘ (veir)s ';I—‘(Z,’_,,,),
v oz
ay dv
= (xop)> —{z5)) (A%),
éx ks
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. i ai o
Glr v, 2) (A =gle v & i 3 2h o 3 2= Qo) ()
‘v iz
as dy e — —

(-\01.)’ T (:ﬁjf)) ("\\) (?.1 I, Ps o= L pa h i 1. ,’j2=]9 f]-.:)

i

~
-

alors F et G sont des fonctions analytiques dans un voisinage de 0 € X V0 /.
Les fonctions # et , analytiques, ayvant la forme (3) constituent une solution
du svstéme (1), {2), s et sculement s1 on a

o TR
Han (V57T A, A3 )= )

{Av, 7L A8, 27y

Fxer By
. . ) -
% a ,.A8- . = . A—1 .
‘apy(\ . . A_\, .Y) m (._\_'l. v A i) e

Si a4 B 4+ =n, le relations (4) déterminent pour tag, (> 1) et vy (7 +A=n,
;Z 1) le systéme
g, (%74 Ay A8 ) s g (Ar 2T AR )+
L df(® .
+ Z {f{ 1) (A, a1 g3 A% Vo 5 4
L=lp T

9/(9)

+ e (AN, gy gyga{A®, A8, v, 53.,))‘*‘
ig=1,fn 1
af(o
# (A, Tag (2% 0 oy, 33, 2
¥ (Ax, gy (a®L AR 27, 22 )03y =10),
~ f=l, ¥
) 2ip¥, A7, Avo By =B (af, Ay, AT ) 4
1)) .
- ).__ (,IE! (A, g (vh A07Y A 2N+
. éx(0) .
R SRR G )
Lot .
L_ t‘(-,l) (D, Biey (X Yy, ) )
St Y 3 I
oeg(l !
SEI 352) (Axy vy, 2770 25 2000 (e = B).
=192 Iz

Aqays Biy sont des fonctions «+ B+ -lincaires, -7+ k& -linéaires, respec-
tivement. Elles sont des sommes dont les termes sont les dérivées de frespec-
tivement g, jusqu'd l'ordre 21, dans 'origine, calculées en #yy, v, avee
i4jt+hgn— 1
Notons par Fae (N, Y, Z: U}, Faso(N, Y, Z; 17} les espaces de Banach
N tf'l’\ R Ca g . .
des polynomes homogenes continus de degré = en w, B en v, ¥ en = a valeurs

=1
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dans les espaces de Banach {7 et 17, respectivement et considérons espace

de Banach 117, - 11 lian, = I I avee la norme maximum.
ERN R Y ijehen
Bore=Om, a=Tn 1.
woil IH : ”.n—*”-in
i (.... ”“3‘* » bi) ...... ) -1 L

el iy
. {0
Fos f. (¥ dage (X710 N0, 272020 -
1 r; (“.‘n
¢ f(0)
£ ¥ : I . R RN
6) i (6 Bt 0% 2 25
. defl
enes L "":"(—ll( i (\‘ \11 1, .‘..u“‘ __,*))..l..
W=11p (Itl‘
)
+ o b' B (}l, ”J'_.'—H.+l("‘ . .\J 1 2k. 2.‘]) 2))_{_
=1, ()“H
alid { )
box SO e T
=1, O(Jl
. él«r 0 _ o
' l'— NE-’ ) (3 biyonpa{ ¥ 200 25 :c";j,)).u )
F=ls (‘jg -
ol i, — 0. by =10, Parcequion a {(/1'). on trouve: |7, <L

St dans (3) on remplace Av=y. Av—= 1, onobtient que (... Manye Tipe)
g+ B v ]-j-l-k=mn. constituent une solution de I'équation

{6) =T v i

ot == (oo ol (00 AT A8 )L B (W e WL R ), Parcequion a i T,
< 1. I'équation (6) admet une solution unmique dans 11, donc wagy, UM e
LRy =i474+k=mn) sont uniquement ddterminds, Le théoréme est comple-
tement démeontré.
~ Remargue. Dans le cas général, avec les polyndmes gy, i qui se
déterminent par les équations (6) nese constitue une solution formelle pour
le svstéme (1), parce que ces polyndmes ne vérifient pas toujours les systémes
(3), Ax, Ay des expressions de f et ¢ n'étant pas des éléments permutables
dans les dérivées des fonctions f ot g.

Dans 3. nous allons étudier des svstémes avant la forme (1) qui admettent
des solutions analvtiques.

3. Systémes d'Equations ayant la Forme (1) avec des Solutions
Analytiques. Soicnt les espaces lindaires normés X, ¥, Z. et les espaces de
Banach U7, 17, sur le corps de scalaires P, Considérons le systéme
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] o gl i, e
ARy =ful 50 ¥ 2 tr 7 = (Yaads = (3, = (von)s 7 BD)a(B),
' ok ¢ :
' ‘ Ut s o !

() 20 g b e S () = () — (i) = CENB(AY),
ay v Fir 1\ Az
1_-13 /J.ls I.'.! 1, /’:z- 71 l:I s j:_'l,f]_,

ol : . . . . défimici sl X, rigpee-
(1y a(x), b(v). sont des fonctionelles Iincaires continues, définics sur .\, resy
tivement Y, .
3 LR % T .- 2
(71) folx, v, zo0, w1, i, vl 08), gfx, am o, wl, ud, vi. 1)
sont des fonctions analviiques. définies sur le domain
[ [l 7} C X XY X2 X PR U (P 70X 7,

ik . o
D= {{vyy. 2 :r...._.i;;g), Wl 15

a valcurs dans (), respm‘i‘i\'cmcn{' T, ayant la forme

o2
fu( Vieeos U;‘:) > (”(“ ( ) jl)ijm:mii...jg':(zr u, v, ”i:'“: ‘qz)
L3
e do(Xersts) = X ({0 (G Qippmnid.53 (5 1 75 13 5o %)
ot .2, (... ;2 sont des polynomes de degré ken z,.., 77 cn of . 4 valeurs
"'. “, A

dans {7, rt‘spu,h\tnwm 1" o R
Rewmargies f.c svstéme (1) est dans la classe des svatémes (1. aves
J=[w{&x). F=¥ b(A\)
2. A cause de la condition
(1), imposée aux systemes {t). . o
3 Dans ce cas, les conditions (77} sont satisfaites si les conditions smvan-

tes sont satisfaifes:
M,!') 1,

B ¢ folh
er ( E_“ fu( ) Yod, '*‘ || f
i Ly
| o n)d.

(1.}, le svsteme (1) satisfait & la condifion

(“}1 || - .:.f|: ("J:

,b( . Eago(o)lﬂw_ - quf.w)
e [IRNTH — x
H

-0 ot — 1
il p b Oy

{In)

RN B
4. Le sy Cf(,mL (3). si ?!am( na)= (“("))a(}’(I\'))slfgey(zY): 'L"m(-}c'g L 3)I=
; : . genes  continus de
—(a{x))! (b(_\))’ 12002%) (Uazye he. des polyndmes mmo,;c'{us .
(lcfr.;r(é i ro%po(tncm(‘nt L en 1), f fo a{Ax), £=gob(An}), devient

/U S VR R ’(fra.wm(z*,:s‘,))nhgf

‘,,_1,1,1 ('\Hh 12—1 M €
7 . [ 0 2

+ Z - ,.0(10) (DOGT(:T))‘T("'QJ.I)+ L— '(/-)‘:" ) (v a-—lﬁ'!+1(  5G3a))s

e i-z (T'.’f-l j:ﬂ]'qt S
(5 N AL s &)
O (zh = Bha(2h) ;.i _\_:7 (':fil] (8 (2F 0D var,) - :,:1.,':73”?2 (195aea(z"s 20) -+

o - D(J’ e . a

by 20 opaty+ 5 B0 e G 18,

fi=T (r‘i’}: fi=Tgs O,

abBty=itidh=n 21, j21,
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ol 3a, Bl sont des polynémes de degré v respectivement 4 en 2 s sont
des sommes de dérivées, jusqut Uovdre n—1. des fonctions f,. respective-
nlult dae dans l'm'inim- des espaces m‘l ciles sont définies, calcultes en udg,
e avee w-FRysa— 1L od--jRhsn Powr obtenir une solutien formelle
pour le systeme (1) tlml assurer [ (\1‘»1( nce des sotuiions pour les svsicmes
{3 ) Ide celte manidre nous arrivons au

Théoréme 2. 57 lex fonetions fo, go sond anal viiques surle denimain B.oavant
i,jm'mc (7) of sulisfout apx condificns

. ; o nl . U W 7 a
b ! (';‘,f(_l)l l)(,"m‘,)i'l!_ - ” fn ” s ~Ua~ — (f ( “ I u "-f
=1‘7I (.Hl'l ' l‘g'—-:.‘-‘-:L (' P . j]—l 4y B (’UJI '
. idfel0 o ego( Ll ego!
((") + X /o [! | <1 % :,0{1 l [ O xoi) - = ; ’ ”"0“
fo=1,02 I 67’:: | ’121_:;;‘ iy, ]l iz‘—;]'h i

. lidea[h)i . 1)
o N Ij‘;-(—)w ”(-"n‘r,)l"}’“ z fel l]” ~ng1. <

| = R R
fr--1 C'”‘J'J Jze=1,9: 4 ('sz i

alors Te systéme (') avee les condiitons (2 admet wne solution anal viiqie wnique

(v, vs3). w5, w2),

. [ e . o <o
B =X e (PPl ()
o D)= 3 e (a(HB())P o ().

acloa=te % ol

otk 1, Vag.S0nt des pol yudnies homogines continus de degré v en =0 St fy, g4
satisfont aussi aux conditions (11}, alors la solution (3"} est uniguy dans la
clusse des fonctions wiwal yiiyies an sens de ba d7 fruition 2.

Déwmonstration. Si u(x, v, z), »(x, v, ) avant la forme (3') constitucnt
une e,olutlon analytique pour le systéme (1), alors #lg,(2Y), @9(2%) (a4-B+vy=

=l+j+kh=n, a1, j< !, ngl) vérifientles systémes (3°). Nous allons montrer
que (es systimes admettent des solutions unigques.
Constdérons Uespace TWy= 11 £, W F o0l estVespace de Banach
x4 y=n idjtkan
wzl J=t

des polyndmes homogeénes continus de degréy en ~ 4 valeurs dans U ct Iy
est Fespace  de Banach  des polvnomes homogénes continus de degré
Eoen =i valeurs dans Alors e svstene (37 s'¢erit sous la forme

{8) w1 i -y,

ou 1, W=V, yac="T,(.... tagys.os Bisuger ) ={ s €anpnersflippsnns), avec

casnl)= = U gyt 3 LU (e B+

£1= 1-_91 au}l

. df b X Loaf b °
3 P eam) 3 LD, ()
Jri==ty (' Ii-1.72 ('T.i
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u - IJQ' o =
dip(#)= ael) (i (ZNOyar) + = C——O'(T) (s (2% %)) +
1 ]T ('”:| i _:;: 6y,
| > —‘—-""'—E 30(0) (!’r el -H("'LI))”( \'n_h) t = ¢ -.n( (hu 1l 1(" "‘“N))
e ban ( f,:'s Jr b L.T;j-‘

" .
St dans 1, cm utilise la norme maximum, & cause des conditions {C") on
trouve | 1, " De cette manicre, il résutte que le sy stéme (37) a unul solu-
tion unique, ct que pour le systéme (1} on peut déterminer une solution
formelle avant la forme (3').

On prouve l'existence de 1a solution formelle (37) par une ll‘lctll‘{)dt de
majoration. A ce but nous considérons le systéme d’équations scalaires

e éit AT oy _ AT
(j" [n( v, 'I". 3‘- ”’, 3' T b( V' rul) [ “ .llli, ‘- "—:l ‘T(-\Oiu) _ - li “Qga n)
: ) ox

*

IS (1\ [

I.l-) n* e ook

' P " dit Gu Loy CF
L R SN 7R T C—-— b(ver) = Nzonll —. a(xor) s — Ul % H)
i 0 DA E . (j\.' P P oz

avee les conditions
(2% W0, ', 27)=0, (v 0 M=

S4pitprt b
ot f3. sn,‘(mt des fonctions définies, en palt'mttlg(':‘) sur B C R¥+hvtatatis,

Br=={{x",..., :',,2); Niids s ”'qj {<r}. par

Fo= S0 P e 2 Y P () (@) @) () L5

Qopmart -2, 1Y O V(@Y ) (08

\ canse de 1a condition (71). fo. o sont analy tiques sur B, Parce quon a (C),
le svstéme(1') a une solution analvtique unique

’:
(=33
14

o |
T ER G- E '( )R ey
a=1.u,3,7=0,m0 & 1 B e
(37) I
u (1*’ v, Z‘)= E ) ( ) (Z*)Yﬂ;gy

dans un voisinage de 0 € R#{(2, 51

Fn utilisant les conditions (C') on trouve que [irgayll < ”;Bv- ||?‘;3.ril£
< 135y donc la solution (3*) est une majorante pour la solution (3') ob-
tenne A Daide des svstemes (5.

Si [, g satisfont ctdes conditions (/1,) alors oun peut appliquer le théo-
réme 1. De cette maniére on obtient que la solution (3’) cst unique dans
la (‘lds.SL. des fonctions analytiques au sens de la définition 2. L.c théoréme
est complétement démontrd. N

Remargues V. Les conditions (C) sobticnnent par Jes conditions
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¥

ch’o

|||b ml: s 0f0 l{tl‘ 04 -[.

dut

0 1P P, j|=|»‘h

. 0 [ g (0) 1

\ (~'..t1( )" I("n,)"i— s § |I of ‘I. |=z 1.
Tl sl | P

<i on fait Ie changement de variable s=2:" oit Z &l est choisi convenable-
ment.
2

ali= 8], alors les conditions (/1) implinuent les conditions (C).
De celte manicre il résulte.

Théoréme 3. Lo svsicme (V). oir fo 2o salisfont auy conditions (I.),
(Y et Tal =<{b]l, admel wne solulion mm/\hqm att sens Lo d¢ finition 2, wnique,
o colte solution cst de la forme (3).

Des résubtats analogues s peuvent ¢tre obtonus pour des systémes d'équa-

tions qui généralisent de la méme manicre les svstémes de Ledney ¢tudics
[N PAR
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