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being a_homotopy inverse of ¢, By theorem 1 p has the WRLP w.r.t, L.
Hence, in diagram {**°}, there exists a map H': X' [—E such that poH =
and a fiberhomotopyv K H'ei~ 1.

Define H: X v [-»F by 7

Kix, 0, 135 for s='0, 13
H{x, s)= H'{x, 35--1) for s=[1/3, 1/2]
H'(xv, s) Jor seflf2, 1]

An easy verification, using the semi-constancy of r, shows that pol =0z,
Morcover f{a, 0)==F{v, 0) and '

K{a, 0, 1--3s) for s, 13, a=sd
Hia, )= 3 K{e, 35 -1,0) for s={1/3, 1/2], us.i
Kfa, s, 0) for s[1/2, 17, a=.t.

Define 7. (X ~Oud - ) td=L by
L{x, 0, )=K(x, 0, 1)=-F{x, ) for veX, te] and

(a, 0,1 35565t} for asd, s=[0, 1 3, f=0, 2]

K(a, 351,20 for asd, se[1/3, 1j23, t<[0. 12

K(a, s, 21) for asd, s=[1j2, 11, t<[0, 1/2]

( i

Lia, s, f)= [ K(a.0, 1) for as.1, s=[0, 1/3 (2201, {={1/2,1]

A 322 o
Kia, et l)for aed, set3(2-u), 121, ts [1/2,1]

K(a,s. 1) for asd, se(12, 17 and f=il;2, 1]
(Continuity verifications arc left to the reader). k -

_ One verifies casilv (using again the semi-constancy of &) that L:
HoiiF, rel X (). Hence p has the WLHEP w.r.t. & .

. ‘=" The WLHEP of p wort. i: =X, combined with theorem
17 (6.12), ensures that p=G.

 Remark. 1f we drop the semi-constancy of G in the definition of the
WLHEP, we obtain a characterization of the class of {Hurewicz) fibrations.
This can be proved using the RLIP of A. Strom 73]
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COURBES DANS DES ESPACES TAGRANGE GENERALISES
PAR
FLENA MAUCOVE]

H. Rund {{4] chap. V) a développée Ja théorie des courbes dans un
cspace de Finsler Fr=(M, 1) et il a observé que les formules de Frenet
sont de la méme forme que dans le cas Riemannicn, mais il n'v a pas de
théoréme fondamental pour elles.

Cette Note contient la détermination d'un repére invariant ct du
systeme complet d'invariants, les ¢quations fondamentales et un théoréme
fondamental pour des courbes dans l'espace de Lagrange généralisé.

Le probléeme étudié appartient a la géométrie des espaces de [.Lagrange
73], des espaces de Finsler [47 ct % 1a théoric des configurations Myller
dans ces espaces.

1. Soit M"= (M, gi{x, 1)) un espace de Lagrange généralisé ou M
est une variété differentiable réelle n-dimensionnelle et gq{v, ¥) est un
champ de tenseurs Lagrange du type (0,2) symétrique, non dégénére et
défini positif. En M" il v a lane seule connexion |.agrange métrique
FT=(N, F, €) [31, théoreme 3.2) qui a les propriétés suivantes :

1. 1a connexion nonlinéaire N ¢st fixée apriori dans TM,
(1) 3. les k- ot v-dérrivées covariantes de gy; par rapport a FI sont
nulles,
3. les torsions Tl ct S de FT sont identiquement nulles.

Si (C) est une courbe donnée sur la variété M par ¥'=x'{t), t€(a, b)

alors, on peut considérer unc courbe (C) de TM" ayant les éjuations
(2) Ves (), )iy, fe{ah),

qui a la propriété d’étre projétée sur la courbe (C) de M. Dans ces éjuations
v{v¥{f)} est I'élément support de Vespace M™.
Le carré de Uélément d'arc de la courbe (C) st défini par :
dxtdx?

dsi{t) = gis(x(0), x{t) -;}—i—;t- dt

et la longueur de la courbe (C) est donnée par:

[

(3 e st 30y 5 G . e =te, 0

s
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Considérons la longuenr de I'are s comme parameétre sur la courbe
(C). Par conséjuant, on peutr admettre pour la courbe (C) Ia représentation
suivante :

(4) s xi(s), Y= 2i(s) sE(s, .= k.

Notons par Zj(s)=—d v /ds le champ des vecteurs fangents 4 la courbe
(C). De la définition de l'arc, par (3) et des propriétés du champ de ten-
seurs g, (x(s), ¥(s)) il résulte que  Zy{s} st un champ de vecteurs unitaires
sur (O}, O oac

(5) £olx(s), MNEGHE =1, s= (5, 3),
et la dérivée covariante, par rapport & [I* dve cette relation est:
’ vy PRI
I6__I gu(,\ (s)‘\‘(q)) :_1\,\') ._'.;_L_‘ —
s

[a relation (6) montre que le vecteur DEf/ds est orthogonal 4 Zi(s)
dans les points de la courbe (C). De méme, on observe que DEi(s)/ds a
un caractére géométrique sur la courbe (C). Nous allons définir, en général
par récurrence, les champs des vecteurs :

i D (s
(73 p(s) - —"fl-(i’, p=2, . n—1; s(sy, 8.).
iy .

On voit aisément que i'espace linéaire iif, ... 21 (p==2,...,1—=1) 2
un caractére géométrique sur la courbe (C). ' Rt
Si lon suppose que 4(s). .., Z,(s) sont linéairement indépendants
;‘]’ans les pmln'gs-cleﬁla co&:{rbc (€}, alors il Cﬁiw 1_1i:i.;__},(52. penpcndicu}airc sl
espace linéaire. [£], s Zpa s La.farr‘ul.lc.(:,, oer Sneq, En)-cst formée par n
champs de vecteurs lindairement indépendants dans les points de la courbe
(C).
On peut construire unc base orthonormée dans chaque point de la

courbe () du systéme de vecteurs linéairement indépendants (2}, ..., 25
et notamment, en prenant : )
(5 2 (x(s), y(s))==2i(s),
- " i <1, 1z 1, p—1>% i
splv{s), v(s e L L. ___._.-
1"’”;) 1 ]J;! L
<polzo<p, pml

ou

D=1, Dial — wm = . P
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On o la: _

Proposition. Lo fumillc des chainps de ccteurs {#i{s)y difinis par (8)
o (9) posséde les propriétés suivantes

1. Le systeme de ovectenrs {xd(s),
daus les points de da courbe (O). _ . . )

2. Le svstéme de veetenrs (0408), .., 2i(9) déterine win replie orthonorie
invariant sur la courbe (C). . o

Démonsiration. Des formules de définition {8) on déduit, que pour
Yh,y avee py= b, 2, ..., o0 4.

{8y est e fawmille orthonormde

ab(x) = at(s) Zi{s) b u(s) ZL05),
(10} : s=(s;, 5.

o (5) = D (s) Zh(8) o R () Sols),

R GO
et alors © <o, ) m—goala g (S By (L) - = Xath e, e
¥ = H B nol Palu=1
. ¢ &
Sig<p alors <x), 2f o= X X ah <k, w ) =20, parce que, par con-
=l =l

i ; Ame S b g ON W Pt e
sruciion on a dans ce cas < n, w>=0. De méme, sl p-<q on at <y, dy e

P q . .
- @ (X B <, uz)=0. Dans o cas pe=g on montye, par caleul direct, en
2= 1 [TECY | . q 9 o
utilisant les formules (8) ct (), qu'on obiienl -Zm, og>-=1. Il suit que
(23(s), ..., xh{s)) est unc famillc orthonormée dans les points de la courbe (C).
Les vecteurs de la famille (£}(s)) (p =1, ..., n} ont un caractere géome-
trique dans les points de la courbe (C), car duns nos conditions, le procédé
utilisé dans la normalisation des vecteurs du systeme {#,(s)) @ un caracteére
géométrique. La famille (z3(s}) détermine alors un repere orthonormé inva-
riant sur ka courbe {C). ' ’
la dérivation covariante par rapport & la connexion I.agr:uﬁlgc mé-
trique I appliquée aux vecteurs de la famille orthonormée (ai, ..., %)
dans les points de la courbe (€) nous aide de trouver les formules de I'rénet
pour la courbe (C) de M™.
Pour xi{s)==3i(s) de (3) il résulte que
soaiDaifds=0, donc Dajfds est orthogo:iml a 23 dans les points (le' la cou_r‘bc
(C}. D'autre part Daffds = Dij/ds — I, et de (8) pour p==2. l'on a ==
YD D= DeDuf D] 2i(Dy== D=1} En notant »,(s)="YD,D./D,120
on obtient la formmle :

) DD,
(11) . ok, g
: s D,

SUoz(s)#0, ¥s=(s,, su) on applique la dérivée covariante au vecteur z
qui a les propriétés : giad=0, giahad=1. De ces relations par la dérivée
covariante par rapport a FI' et en utilisant {11) il résulte que :

D DA D,

od ) AL
guta—— = — K= —%1, Yir

“TE =0,
ds ds ds

(38
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qui c:;;prinu- le fait que le vecteur ph= Dakfds 4 woah est normal A la famille
(j, o3} dans les pomts de Ia courbe (C). En notant pb=ux,(s) #(s), on
i est, par construction, un vecteur unitaire et normal 4 la famille {5, =8)

on obtient la formule

E I
(12} Daz — VDIU =0

L] i
e oy Ey 1t Ay, M
:[.\ ])a

ol Vexpression de z,(s) est déduite par cal ul direct.
Par induction, on montre que:

D;ti, " .
= =y Fpe1 A A,
.'!!i
(13 ..
/.p V'[)p _*_ll)yml I:',r”_::(_)‘ a” U)r

D,

Ol 4y 0, o, 2y 00 et 2, ale signe précisé par la convention que la #-uple
orthonorméc (aj, ..., @) soit positivement orientée.
. La famille (2 ,..., &) définit un repére orthonormé invariant ¢t posi-
tivement orienté  associé 4 la courbe (C) qui est le repere de Frenet. Les
formules (13) sont les formules de Frenet pour la courbe (C) de V'espace
de Lagrange généralisé M, ct les invariants z,(s) (p=1, .., »n} sont les
courbures w,, ..., 2, ef la torsion »,_, de la courbe (C).

{.es équations fondamentales de la courbe {C) de l'espace lagrange
généralisé M*=— (M, v, (v, v]) sont: cr

dat e ‘
x sh, vis)),
g = Ms)).
(14 .
Dag(s) o : |
. -'[S- S AparZpol T pEpE, (P_:]_’ 2k nk:
ou
VB D
(li) T l}.)lp _._.1(]),',=|’ ]_)lz-.i: iP:‘:I.---,)I]I

==}, =0, 2 >0, L, v, >0

On obtient le:

Théoréme 1. On  pent associer d'une mantéve uniqite  un repére
orthorormé invariant posuivement orienté ® == ((x'{s}, ¥'(s)) . «{(s), ...,ak(s))
el un systéme d'invariants (i), .o, man(8)) quur vei}iﬁeut les r-'qu,at:'ons
(1?‘) ef les conditions ‘(15), a toute courbe (C) de l'espace Lagrange généralisé
M*==(M, g,y(x, ¥)) ot cst donitée la connexion Lagrange wélnque FT.

2. Un théoréme réciproque, «qui est fondamental pour l'existence de
la courbe (C) de M= (M, giy(v, ¥)) est obtenu lorsgu’on donne 1'élément
de support ¥(y4s)) ct les invariants x (s} (p=1, ..., n—1).

Théoréme 2. (Théoréme fondamental). Sort M*—=(M, z:{x, v}) un
espace Lagrunge géndralisé vt Ion fixe une connexion Lagm}zée; 'me'z"rique
FU=(N, F, C). 5t I'on donne :
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1. les fonctions yi{(s)SC'{(s:. s:)).
2. les fonctions 2, {(s)€C((s, 82} b w ) RIS | I (7 T IR T
w=0), o
L M 4 dans Ie poinf (x5, Vo= vi(s,)) {H-‘t.'(?_SUE(.S], S2) tel yue @,
==((xg, v0) 3 2, -, 2} soit wn repire orthonormé orienté positivement, alors
i oextstz, an moiis, i volsinage otverl 1 e@(s,), wn seul arc de conrbe
(C) dans M™ donne par i=xi(s), yi=21i{s), s= 1" ot une senle Jamille ortho-
normée de veperes (xfs), .., a(s)) sur (C) wvee lu propriéié que (O} a comme
invariants les fonctions  doniées wa{8), oo, 2 a(8) o sont salisfaites les condi-
tions tmitiales sutvantes:
dfe N . i ife i
{16) vi(se)= vh, mis)=a, ..., zi(sy) =1,
Démonstration. Pour tout champ de vecteurs XXy, ) de MP=
(M, g%, ) la différentielle covarianie par rapport a la connexion
Lagrange métrique IFI" ¢t donnée par:
(7 DX Xy dat 4 Nl B3 e d X4 T N et 40 X
ct nous allons utiliser cette formule pour exprimer les dérivées covariantes
Do /ds de {14). De la relation (1) Von déduit un svsteme de la forme

1
til .
]
ds
i18) da g . CdxF L dyt
N ' p . ) 5 8 )
U5 oy 2 2 b= Tl 5 — Gl -
ds s s

p=1, .., =0, =0,

Dans les hvpothéses du théoreme 2, le sysicme d'équations (18) est
un systéme linéaire d’équations différenticlles ordinaires ct normal, par
rapport aux inconnucs : x'(s), s(s). On peut appliquer & ce systéme I
théoréme d’existence et d'unicité de la solution pour des systémes d’équations
différenticlles ordinaires, lindaires ¢t normales. Selon ce théoréme, il yvoa
une seule solution (/(s), aj(s)) ot sSF=(sy, 52 avee la propriété que pour
s=s, les conditions initiales (16) sont vérifiées. Dans l'espace Lagrange géné-
ralisé M*=(M, g,,) il existe alors un seul arc de courbe (C) sur 17 donné
par la solution a*=1'(s) ct les fonctions vi=3¥(s}. On démontre mainte-
nant, par le procédé classique connu, que la solution (#(s)) (p=1, ..., )
détermine le repére invariant orthonormée de la courbe {C) et gue (C)
wdmet comme invariants les fonctions données (s}, .., 7, i(s). Le théoréme
2 est complétement démonstré.

Remarques 1. Si gq(x(s), ¥(s)) est O homogéne par rapport a ¥(s)
alors les considérations du théoréme 2 peuvent étre modifiées en ajoutant
au systéme (14) et les équations :
3t

=bi(s) 2y -b3(s) ol ., b (8) A
of's

(19)

2. Pour des valeurs particulicres des invariants 2, (p=1, ., M) on
peut obtenir des classes de courbes particulitres de l'espace Lagrange géné-
ralisé, M»={M, g.{x, ¥}/
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3. iy, vy=(1f2) (&L eviavde o La=(M, L) est un espace

Lagrange alors nous avons la théorie des courbes de £ En particulier,
lorsque L{v, v) est un lagrangicn homogéne, nous obtenons la théorie des
courbes dans les espaces Finsler F77(74)).

4 Le théoreme fondamenial démonsiré pour le cas de  lespace
Lagrange généralisé WM™ (M, g,(v, ¥)) n'a pas @¢ démonstré jusqu’ici ni
dans le cas clussique (M, L) (73]}, ni pour les espaces classiques Finsler ((47).

BIBLIOORADPITN

1 Mirton, R~ Dutrodicction of the theor v of Finsler spatces, The Proc. of the Nitional Seurini
of Finsler Spaces, Brasov, February 1950),

3 Miron, R, — . wenstandard theory of hypersurfaces in Finsler spaces, Awo st Uy, LAl
1. Caza~ Iasi s. [oa. tom XXX, (5) (1984}, 35 — 33.
3 M irou, R, - A Lagrangian them v of relativity, Seminarul de Geometrie st Topologie,

Univ. din Timisoara, Facultatea de Suiinte ole Naturin. 1983,
4 Runad, H. — The Differential Geometry of Fiusler Spaces, Springer -Yerlay  Berlin Gét-
tingen-Hejdelbery, 1954,
Regue Ie 13 T11 1956 Facults de Mathdmatigue
Université d'fass
¢ ou) — 1481, Ramdnia

RS | —

Analele stiintifice ale Universitatii LJAL I Cuza® din Iasi
Tomu! NXXIHL s, 1 a, Matematica, 1987, . 1

THE INTRINSIC GAUSS AND CODAZZI EQUATIONS FOR THE
CARTAN CONNECTION AND THEIR APPLICATIONS
BY
MASAKI FUKUL

Recently, M. Matsumoto developed a systematic theory of
Finsler hypersurfaces in {10]. His theory is based on a Finsler connection on
the ambient space and the induced connection. And R. Miron found a
new method which is based on an intrinsic Finsler connection in a hypersur-
jace and ils lifted connection in the ambient space {11 In the present
paper we will set up the direct relation between the Cartan connection in
the ambient space and the intrinsic Cartan connection in a hyvpersurface,
especially Grauss and Codazzi equations,

The other purpose of the present paper is a generalization of a concept
Jtotally umbilic” in the Riemannian geometry. And we will examine what
properties can be inherited to a ,totally umbilic hypersurface. We nced
intrinsic Grauss and Codazzi equations because many geometrical propertics
of a Finsler space arc expressed by thie Cartan connection, The author wishes
to express his sincere gratitude to Professor M. Matsumoto for his valuable
suggestions and encouragement.

§ 1. The intrinsic Gauss and Codazzi equations. Let F*=(M", L(x, ¥))
be an n-dimensional Finsler space, where M® is an underlying manifold
and L is a fundamental function. Wec put

{1.1) ii=34L. gu—'ésé;L’/l hi=g—ldy, Cm-—"é'i;;gull.

where &,=8/dy* and indices 1,7, ... un over the range 1,2, ..., #n. Let a
hypersurface A"t of M* be given by vi=x"u*). We put
(1.2) Bi=axifan®, Bla=2aBi, B# . =BiBj..

where Greek indices #, 8,... run over the range 1, 2,..., n—1. In the hypersur-
face theory, the supporting element y' is assumed to be tangent to M"Y,
so that we may write

(1.3) yi(n, v)= By (w)*.

Then the function L{n, v)=L{x(x), »{x, v)) gives rise to a fundamental
function of M"* ! and we get a Finsler hypersurface Fr-1=(W" VL (u,v)),
where L(n,v) may be written as merely L(u, v) in the sequel. We have
easily

t'l"l} iazliBui. g-x:‘,"_gUBoi:',a- "I"'x': """51.' :ilJ:ir C:&'Z?""Ch kB:‘;J:.‘.kr
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