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§0. Introduction. 0.1, Lcs quasi-connexions, qui sont des geénéralisa
tions des connexions linéaires, ont é1é introduites par Y. C. Wong [16] et
ont été éludides aussi par E. Vamanu [13], [14] €. D Comite 1,
[2], [31, D. Giublesi [6], v, Crucecanu [4], R A Marinosci
7], (8], V. Obiddeanu [I1].

Dans ceite Note on étudic I'éxistence des guasi-connexions sur une
variété pseudo-ricmannienne (§1). Dansle §2 on considére la quasi-connexion
de Lyra ct dans le §3 on définit la quasi-structure de Weyl et la quasi-
connexion de We vl Dansle §4 sont définies et sont étudiées les paires de
quasi-connexions compatibles avec la quasi-structure de Wevl

0.2. Les variétés différentiables, les applications différentiables et
les champs de tenseurs qui interviennent dans la suite sont supposés de
classe C=.

Soit M unc variété différentiable réelle 3 n dimensions. On note par
(M) Tanneau des fonctions réclles. différentiables, définies sur M et par
‘(M) le 7(M)-module des champs de tenseurs du type (r, sy sur M. Sup-
posons que la variété .} est munic d'un champ tensoriel F = GH{M).

On appelle quasi-connexion sur M une application ‘

DF T < THM)=THM), D, Y)—DEY, qui vénfie [14]

(0.1} Dfc.ny=fD% -+hDY, (0.2)  DEV=/DEY +dD{X)Y,
pour tout f, hecp(dl), ol
©02) - (dFf) (X)==F (X} ()

Si le champ F est non-dégénéré, alors on peut assocler o une quasi-
connexion DF sur M les tenscurs de torsion ct de courbure, par les formules
THX, VY=DEY —DEN—F([F(X), F(Y)])

IV Vi DEDE DR nE _DE

RE(X, Y)=DEDE—DEDE—DE Lo vy

F étant la réciproque du tenseur F et 3 Popération crochet. On dit que la
quasi-connexion D¥ est symétrique si f7==0.

§1. Quasi-connexions sur une variété pseudo-riemannienne. Soient

une variété pseydo-ricmannienne (M, g}, un champ non-dégénéré I e CHM)

et une quasi-connexion DY sur M. Pourtont X, Y, Z =5 M nous notons
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(DEg) (', 2)=(d’(Y, ) (X} -g(DEY, 7)— g(Y, DZZ).

On dit que DEg est la quas derivée covariante du champ tensoricl g.

i.1. Théoréme. Soicni (M. g) wune vartélé pscndo-ricmanniense  of
FeTYM)y un champ teisoricl non-dégénéré. Soient B & Gy(M) et C=THM)
fels que

BIX. Y} 1 B(Y, N)=0, C(X, ¥, 2)=C(Y, 2, ¥), ()X, Y, Z=THM)
Alors [l cxiste e wittgie yuasi-comnexton DU sur M oavcec torsion 1Y tels que
(1) 7= B, (D) (Y, 7) =N, Y, Z), (Y)Y, Y, Ze Ty}

Dimonstration. Pour deux champs X, YeTi(M) le champ de vecteurs

DY ost défini par la formule :
(1.2)  2a(DEY, Z={d"e(Y, 7)) (X) {dFe(N, ) (V) —{dFe(X, YD) (£} —
LN, Y, - O, 2, X)) HC(Z N, Y) =gl FUEY), FOD) —
(7, FF(Y), FOOD) -+, FUEZ), FYO)D)—g(Y, BX, Z))—
o7, B(Y, X)) —g(N, B(Z, Y)).
Puisque la métrique g est non-dégénérée, de (1.2) on obtient l'uniciteé de DEY.
Il est facile de vérifier que DF de (1.2) est une quasi-connexion sur M.
En plus on obtient que D7 de (1.2) a les propriétés {1.1].

1.2. Remarque. i) Si dans la formule (1.2) on prend B=0et C=0 alors

on obtient la quasi-connexion de Levi-Civita 14} .

i} Si F est le tenseur de Kronecker, alors du théoréme 1.1 on ebtient
fe théoréme de D. k. Sen et J. R Vanstone {12

§2. Quasi-connexions de Lyra. Soient (M, g) une variété pseudo-rieman-

nienne, F & THM) un champ non-dégénéré et & T(M) une {-forme sur M.

2.1. Définition. [ite guasi-connexion D¥ sur M avec la torsion TF

s‘appelle la quasi-conncxion de Lyra associée & o si pour tout X=THM) on a
DEg=0 et 2T =FRu—@®Fn

2.2. Proposition. Soient (M, g) wic variéle pscudo-ricmannienne, F e
e TUM) un champ non-dégénéré etw < TYM). Alors il gxiste use unique
guasi-connexion de Lyra DF associde a o.

Démonsiration. On utilise le théoréme 1.t pour C=0 et B=(1/2),
(FRw - o®F). On obient la formule suivante.

@21) 26(DEY, Z) =gy, Z)) (X) Hd"g(N, 2)) (V)= (@"e(X, V) (&)~
(¥, FEEX), P —e(2, FEE), D) +
X, F(F(Z), YD) = (Y2)e(2) (2(¥, FI) +e(X, FON) =
{1 [2)(Y) ((F(X), Z) (X, EEN) (1 /2e(X) (g, F(2) -
—g(F(¥), Z))-
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2.3. Remargue, ™1 F est le tenscur de Kronecker, alors la formule (2.1)
nous montre que 17 est la connexion linéaire de Tyra associde 2o [10],
[153.

§3. Quasi-connexions de Weyl. Soit (M, g) unc variété pscudo-rieman-
nienne et soit ¢ la structure conforme engendrée par g, ¢'est-d-dire

Gt e FON).

Soit un champ Fe (M)

1.1, Définition. Nowus appeloits quasi-struciuie de Wevl sur la variclé
costforme (M, g) wic aplplication

WF aen THAN,

qut wérific
(3.1 W (etey = (g)—d"r, (V)rnefF(M).

3.2. Proposition. S 1177 osf une quasi-styruchire de Wenl sur la variété
conforme (M, 2), alors pour tonf g= g on
(3.1 ey =11 F(g)—d*r, (¥)reF (M)

Démonstration. woit g€z On a g=¢*g. ot us F(M). Pour tout
neF{M) nous avons

TFF(E‘-’g)_—_U"('3:"";7)=H"r(g)- (1”_(} )= “-’{.‘;} PLE

3.3. Remargue 3.3.1. Si F est le tenseur de Kronecker, alors la formu-
le (3.1) nous montre que I'7 est une structure de Wey! sur la variété con-
forme (M, ) [5.

3.3.2. Soient une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété
différentiable M, un champ de tenseurs F < T}(M) etune 1-forme o e THM).

Notons par £ la structure conforme engendrée par g. Nous définissons 1'appli-
cation

par la formule
WH(eg)=w—dTn, (V)rsF(M).
Puisque nous avons
WF(era)=W¥(g)—dn, (Y)naF(M),

il en résulte que 1°¥ est une quasi-structure de Wevl sur la variété conforme
(M, ). Done, un champ /€ THM} et une I-forme o< THA) détermine
une unique quasi-structure de Wevl sur la variéte conforme (M, g).

1.4° Définition. Soif W5 wie quasi-stricture de Weyl sur la varieté

conforme (M, &), On dit qu'une quasi-connexion D¥ sur M est com patible avee
la guasi-structire de Wevl W st pour toud champ XN =To(M) on o

(3.2) Dy =W ) (V)g==0.
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La gquasi-connevion N7 qui satisfait (3.2) est appelléc lu quasi-counexion Jde
Hoead.

3.5, Proposition. 57 DY esl wne quasi-c ozmw’on com pafible  avec la
quasi-structire de Wenl W oalors poir tout g a lien la relation
(3.27) DEe S WFE) IN)g -0, (V)N =T,

Démonstration. Soit 2=¢*g, ot ueF(M). H s'cnsuit

Dhe () (N)d==c {Dig -1 (g) {(X)et-

On constate sans peine que (3.27) représente en effet la relation (3.2) mulu-
pliée par o™

3.6, Proposition Elant downées:  wne varicle pscudv-ricmanntanne

(M. 2, it cham p tensoriel non-dégéndré e THM), — wne quasi-structire

de Wevl W7 sur la variété conforme (M, ), alors 1l eviste wie unique quasi-
comneion DF sur M, sviétrique o com palible avee la  quasi-structure de
Werd W7,

De‘mons{rcm'on. On emploie le théoréme 1.1 pour B=0 ct
(N, Y, Z)=—WHg (X)g(Y. Z).
On obtient la formule suivante: :
(3.31  2g(DEY, D==(d gV, Z)} (X) +(dFg(X, £)} (V) (dfe(X, YN (Z)—-
_g(Y, E(IF(X), F@2))—elz, F(F(Y), F(N)) I
-g( X, I::(.'l"‘(Z;., FrS"r:)) ST X (Y, 2) -+ () (V)glX, Z) —
. g (Dl . o~
3.7 Remargue 3.7.1. Si F est le tenseur de Kroneckor alors la relation
(3.2) nous montre gue DT est la connexion linéaire de Weyl ¢t la formule
(3.3) nous dit que D7 est la connexion linéaire sv métrique de Wevl |
12].
3.7.2. Si W¥(g)=0, alors la formule (3.3) montre que DF est la quasi-
connexion de Levi-Civita [14].

§ 4. Les paires de quasi-connexions compat:bles a une qua51-structure
de Weyl. Soicnt une variété pseudo- nemanmume U g), un champ non

dégénéré F=THM) et deux quasi- -connexions D’, DF sur M. Pour tout
XY, Z=THM) nous notons

12 1 2
(4.1) (Die) (Y, Z)={dFg(Y, Z)) (N}~ a(DEY, Z)—glY, DRZ).
11
On dit quL DEg est la quasi-derivée covariante mixte «u champ
tensoriel g
Soit 17 une quasi-structure de Weyl sur la \arlete conforme (M, g
4.1. Définition. [ne paire de quasi-conmiextons (D* )F) s‘appelle com-
patible avee la quasi-structure de Weyl 1V Fosur la variété conforme (M, 2) si
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(4.2} DEg 21V H(g) (N)g=0, (VN THM).

1
4.2. Propoesition. 51 {1, DTy ost e padre de quasi-coitne XIORS com-
patible wvec bt quasi-striciure de Wexl 35 sur la varidtd conforme (M. 2} alors
pour fowt g3 on a la yelation

Dhg VW H) (X)g- 0, (V)X eTYHU).

Démoustration. On tient compte des relations (4.1) ¢t (3.1).
4.3. Proposition, 5011’ H Foune grasi-stricture de Weyl sur Lo varidte

coiforme (M, g) et soit (1)’ 1)’) une paire d.
quatre propriélés suivanles sont cgzm.:luzm.

guasi-conneviois sur M. Les

(i) La paire de quasi-connextons {D“ ])* ost compalible woee la quast
strieture de Wexld W5

(i} On u lu ;--_-!u!iou
(4.3) f)xv S (Vg =0
guel que sort X =7T5(M) ;

(i) On o L reludion
(4.4) g(l%ifZ, Y) --g(ll)_;Z, 1) u-(]_])f}g) (Y, Z)-=WHg) (X)e(Y, Z)=0,
gucls que sofent X, Y, Z & Ty(M). '

(iv} En posant:

d=DFDF, ADF=DF LD

o w les deny relations
(4.5) g(A(X, V), Z)y=g(d(X, 2}, ¥), (.60 Dy —WFg) (X)

qucls  que soient ‘\, Y, Z=TH{M).
Démonstration., ()<=(il) On cmploie la relation

o-:;()‘

=

12 21
Dig=Dkg, (V)X &THM),

(1)e=(iil) On utilise la relation

1 1 e
(ng) (Y, Z)y=(Dkg) (Y, Z) +g(Y, DZ)—g(Y, D¥Z).
(i)=>(iv) De (4.2) il résulie

12 12

(1.2) (Dg) (Y. 2)=(Dkg) (£, Y)

que}s que soient X, ¥, Z=CH(M). En tenant comprte de (4.2) et {1.2") on
obtient la relation (4.3).
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En uulizsant la relation
14 1
Dhg +-Drg-2Dxg

ot la formule (4.2) on obtient facilement (4.6).
(ivi=(i) De (4.3) nous avons

(4.5') LyDhy — DEY, 2)- g(D 7 D4z, Y)=
2

Si on somme la formule (4.37) avec (4.6) on obtient (1). . :
4.4, Remargue. 4.4.1.0 51 F est le tenseur de Kronecker ct IWE(g)=0
1 ]

alors la formule (4.1) nous montre que la paire de connexions linéaires (DF, DY)
est une paire de connexions Norden-Miron [91.

1.4.2. De (4.2) et (4.3) il résulte que Vordre des quasi- -connexions DF

D” dans la paire de quasi-connexions compatible 3 la quasi-structure de

Wevl ¥ n'est pas essentielle.
4.4.3. La relation (4.4} montre que pour une quasi- atluuure de Weyl

IF¥ sur la variété conforme (U, ) el une quasi-connexion I)" sur M il existe

une unique quasi- -connexion J’)lL sur M telle que la paire (I)’ I)’) soit com-
patible 3 la quasi-structure de Weyl WF

4.4.4. Si nous posons S{X, Y, Z)=¢(4{X, Y), 7), alors la relation (4.3)
montre que le chiamp tensoriel STl (M) {_sl Sy metrlqm, en Y et Z. Larclation
(4.6) montre que la quasi-connexion D¥ est u)mpqublc avee la quasi-structure
de Weyl 117, On obtient dom une interprétation géométrique pour la paire

de quasi-connexions L])* 1)’) qui vérifient (4.2). 2
4.4.3. Les quasi-connexions svmétriques D’ D* érant données par
1. ; M Sepa!
DF=pF—da, Df=praia,
2 2

en vertu de l'observation 4.4.4 on déduit les relations :

{1.7) u)'x Z)=(d¥g(Y, Z)) (N)H(dFg(X, 2)) (Y) - (d "X, ¥)) {£) -
(Y F(LF(X), FZ) ) —e(2,
LI E(g) (X)g(Y, Z) HIE(g) (Ng(X, 2) —WH(e) (Z)e(X, 1)
—g(A(N 3)/)
(4.8)  2g(DXY, )= (d*gY, Z)) {X) HdPg(N. 2)) (V) —{d*e(X, ¥)) (2)—
g{Y, F(IF(X), 1 (z) ) "(/I(F(Y)J-‘(X)Z))-'~
Lg(X, F([F(Z), F(Y))) +1VHg) (X)g(Y, 2) + 17 (g) (Y)etX, 2)—
— W) (2)g(X, Y) =gl (X, ¥), Z).

(Y)
2 F([F(Y) ”\)])) X F(LF(Z), FY) ) =
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i nous nous proposons d'établir les formules’générales qui permettent
d'obtenir toutes les paires de quasi-connexions avmctrlquos compatibles
3 la quasi-structure de Weyl ¥, alors évidemment la solution du probléme
est donnée par les formules (4.7), {4.8). En prenant dans (4.7), (4.8} le champ
tensoricl A =C3(M) arbitraire tel que:

(4.9) AN, Y)—A{Y, X)=0, V)X, ¥ = THM)

1 <
nous obtenons toutes les paires (D¥, DY) de quasi-connexions svmétrigues
compatibles 3 la quasi-siructure de Wevl 1WF sur la variété conforme (M, g
On a ainsi le
4.5. Théoréme. Les seules patres (D‘ I)“) de  (QUasi-cORHeXTONS Symé-
triques compatibles a la quasi-structure de Iie_}l IWH sur la variété conforme

(M, 2 sont données par les form’:hs (4. 7). (4.8), ot le champ tensoricl 4 &
="TYM) est arbitraire tel qu’on a (4.9),
4.6. Corollaire. Su pposons que F st le ic nscir de Kroiecker of gue WH(g)

0. AMors il résulte que los scules paires (J’)' 1)‘1 do connexions de Norden-
Miron sont données pur les formules [97:

2}4(11) YV, 2)y=X{g(Y, 2)) Y {e(X, 2)) - Z{g(X, ‘:);-—o( LN Zh—
g(Z Y, N (N, (2 Y gAY, V), 2
2g(] YY, 2 =X{g(Y, £) Y (e(N, 4)) /|£(\ l) (Y, [, Z£;
SZ, 1Y, X)) +e(XN. [Z, Y1) +g(A(X,
ott A TYM) est un champ arbitraire tel gu'on a la relation (4.9).
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U BOTTAZZINL: The Higher Caleulus: A History of Real and comp'ex
Analysis from Euler to Weierstrass, Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg,
London, Paris, Tokyo, 1986, 332 p., DM 96.

T e

Lucrarea pe care o prezenlam isiowre punclul de plecare inir-o serie de
cursuri pe care auterui le-a predat la Universitatea din Calabria, in intervalul
L7717, Fa este axatd pe isteria matematicii din sec. XIX, secol co reprezinta
pericada cea mai fertild In cercetarea matematicd din toate timpurile ; Bottazzini
ne convinge de acest lueru, Fa ocele sapte capitole ale excelentei sale "drti, care
e aduce un impresionant velun de fapte, prezentate intr-o viziune deosebit de
inferesinid ) lectura el contureazi perfect ideea o, in secolul trecut, intreagn
cepcetare matematicd a fost ghidata de un fir al Aradrei, in ecarce s-au impletit
doudt probleme majore: teorin seriilor de functii, In principal teoria  seriilor
Fouricr, si {eoria  integrdrii. In acest context, s-a fundamentat, prin Cauchy,
Riemann i Weijerstrass, teoria functitlor reale i accea a functiilor complexe,
s-i eristalizat notiunca de functie, s-a realizat prezentarea rigureasi a namarului
real, s-a conturat axicmatizarea teoriei multimiler s.a,

Comentariile care insotese fiecare capilel din lucrare, st Dibliografia bogatd
aduc un plus de valoare, ulilei si frumeasei cartt pe care ne-o oferd Umberto
Botluzzini.

Olga Costinescu

Mathématiques au fil des dges, Textes choisis et commentos par J. Dhcmbres,
4. Dahan-Dalmedico. R. Bkouche, C. FHouze! et M. Guillemot, LR.EML, Groupe
Eppist¢moiogie et Histoire, Gauthier-Villars, Paris, 1987, XIV -+ 327 p., 150 F

Cartea cuprinde up numdr impresionant de fragmeate din texte oviginale
de matematici, incepind din antichitate, pind in secolul XIX, fiecare Iraiment
fiind Insotit de comentarii competente. Scopu! mdirturisit este de a ustra si in
acelasi timp de a da perspectivd invatamintului matematic — in special celui
secundar. Textele nu depisesc nivelul elementar de cunecastere a. matematicii. Rl
sint grupale in urmatoarele capitole: Objectul si utilitztea matematicilor, Arit-
meticsi $i leoria numerelor, Algebra, Analizd, Calculul Probabilitatilor, Geometric.
Desi cartea nu are pretentia de a fi o lucrare de istorie,. totusi cititorul isi peate
face o idee despre evolutia moatematicii <1 despre conexiunile el cu realitalea s
cu celelalte discipline

Adolf Haimouvici

-

A HERSKOVITS @ Language and spatial cognition. An interdisciplinary study
of the prepositions in English, Studies in Natural Langvage Processing, Cambridge
University Press, Cambridge, London, New York, New Rochelle, Melbourne,
Svdney, 1986, X -+ 208 p., £ 25.00.

Curtea prezinta o analiza detaliatd a semanticii §i pragmalicii exvpresiilor
lecative, propunind un moedel de calcul al intelegerii si producerii uceslor expresii
in domeniul spatial. O tezd fundamentald a cartii este cd ulilizarea spajiald a
prepozitiilor reprezintd esenta intelesului prepozitiilor. Informatin lexicali este
asignitid fiecarel prepozitii pe douad nivele : intelesul ideal si tipurile de utilizare,
Interpretirile expresiilor locative sint reprezentatc prin formule din ecadrul logi-
e de primul ordin, autoarea considerind ca ,nu exista nici un avantaj In
utilizarea uner notalii cum sint refelele semantice, limbajul KRL (Bobrow si
Winograd 1977) si altele*. Deseriorile geometrice ale cxpresiilor locative sint
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