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QUELQUES CONSEQUENCES
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Résumé. Nous donnons quelques résultats dans la théorie des polynomes
hyperboliques et étudions ’hyperbolicité de certaines combinaisons linéaires
de polynomes hyperboliques.
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1. Introduction. Un polynome réel est hyperbolique si toutes ses
racines sont réelles. On désigne par H, ’ensemble des polynomes hyper-
boliques de degré n. La structure géométrique de H, a été étudiée par
Arnold dans [2]. Les estimations du volume de H, pour plusieurs
mesures de probabilité sont données par D e d i e u dans [6]. Notons aussi
que cet article est la suite d’un précédent [9], dans lequel nous avions déja
annoncé certains résultats.

Précisons aussi que les polynéomes hyperboliques occupent une place
particuliére en analyse, de bons exemples sont les polynomes orthogonaux
sur des intervalles.

Lorsque P est un polynéme, on note Z(P), 'ensemble de ses zéros.

Lorsque A est un polynéome de C[z], on peut toujours écrire A(x) =
= Al(x) +iA%(x) on A! et A% sont des éléments de IR[z] et on utilise
Re(A) et Im(A) afin de désigner respectivement A' et A%. Si zy, 9, ..., 7,
sont les racines de A, pour 1 < i < n, on note A;, le polynéme défini par
Aix) = AW

Tr —x;

Le point de départ de cette étude est un résultat dua Biehler [3]

(1879):
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Théoreéme 0. Soit A € Clz| de racines z1, za, ..., zn,. On écrit A(x) =
= Up(z) + iV, (z) ou Uy, V,, € Riz]. Si Sign(Im(z1)) = Sign(Im(z2)) =
o= Sign(Im(zy,)) alors: I’équation U,, = 0 de degré n a toutes ses racines
réelles et inégales. De plus les racines de V,, au nombre de n — 1 séparent
celles de U, et sont toutes réelles.

A T’aide de ce résultat, nous allons pouvoir traiter quelques problemes
et déduire d’autres résultats dans la théorie analytique des polynomes.

Le premier théoréeme traite du probleme suivant:

Soit P € Hy, et A € C[z], on se propose de trouver les conditions sur
les racines de A pour qu’il existe un polynéme B € Clz] tel que le polynéme
AP+ B soit hyperbolique avec comme ensemble de racines Z(P)UZ(Re(A)).
On peut remarquer qu’on peut toujours trouver B pour que le polynéme en
question soit réel, mais il est davantage plus compliqué de le trouver pour
que AP + B soit hyperbolique.

Le second théoréeme donne des résultats de perturbation qui n’affectent
pas le caractere hyperbolique sur une certaine classe de polynémes hyper-
boliques.

Le troisieme théoreme donne quelques inégalités que vérifient les déri-
vées a l’origine d’un polynome lorsque les racines de ce dernier satisfont une
certaine condition de signe.

Le quatrieme théoreme traite du probleme suivant: on se propose de
trouver des conditions que doivent remplir deux polynéomes A et B de Clz]
pour que le polynome AQ + BQ' ait ses parties réelle et imaginaire hyper-
boliques lorsque () est un polynoéme assujetti a la seule condition d’avoir
tous ses zéros dans (m) ou (m) est le demi—plan ouvert situé au dessus de
Paxe réel et défini par I'm(z) > 0.

En ajoutant une condition supplémentaire, on donne des conditions
necessaires et suffisantes pour le probleme précédent.

Le cinquieme théoreme traite du probleme suivant: on se propose de
trouver des conditions que doivent remplir deux polynomes U, et V,, pour

(1-6)

lorsque P est un polynome unitaire de degré n assujetti a la seule condition
d’avoir toutes les racines réelles et distinctes.

que: pour tout 0 € [0, 1], le polynéme 6V, P+ U, P’ soit hyperbolique,

2. Principaux résultats.

Théoréme 1. Soient A(z) = 2" + ap_12" ' + -+ + ag € Clz] avec
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an—1 # 0 et P € Hy. Siles racines x1, 22, ..., x, de A satisfont a la condition
Sign(Im(ir)) = Sign(Im(z2)) = -+ = Sign(Im(za)) £ 0

alors, il existe un unique polynome B € Clz| de degré égal a n +p — 1
dont toutes les racines sont réelles et tel que le polynome @ défini par:
Q = AP + B soit un élément de H, 1, avec comme ensemble de racines
Z(P)U Z(Re(A)). De plus Q posséde au moins n racines distinctes.

Théoréme 2. Soient A(z) = 2" + ap_12" ' + -+ + ag € C[z] avec
an_1 # 0 tel que ses racines x1,xa, ..., T, de A satisfont a la condition

Sign(Im(x1)) = Sign(Im(xz)) = --- = Sign(Im(z,)) = s # 0
Pour tout £1,e9 € R tel que Sign(Im(x,) + €2) = s, les polynomes:
Re(A) +e1Re(Ay) 4+ e2Im(A,,) et Im(A) +e1Im(A,) —eaRe(Ay)

sont hyperboliques. De plus, les racines du premier sont toutes distinctes
et sont strictement séparées par celles du second qui sont également toutes
distinctes.

Les théoremes 1 et 2 se démontrent facilement a I'aide d’un résultat de
Biehler [3]. Remarquons qu’avec une condition de signe sur les parties
imaginaires des racines de A, on obtient que les polynoémes Re(A), Im(A),
Re(A,), Im(A,,) sont hyperboliques. De plus, si par une certaine perturba-
tion le signe de la partie imaginaire d’une racine de A(x) ne change pas, on
obtient alors des résultats de perturbations qui gardent ’hyperbolicité.

Ici, on a perturbé la derniere racine, mais il est clair qu’on obtiendrait
un résultat similaire en perturbant n’importe quelle racine de A.

Théoréme 3. Soit P un polynéome unitaire de Clz| dont les racines
T1,T2,...,T, de A satisfont a la condition

Sign(Im(z1)) = Sign(Im(zg)) = --- = Sign(Im(zy,)) = s #0
alors
Re(P*~1(0))Re(P*+1(0)) < grRe2(P*(0)), 1<k<n-—1,
Im(PE=1(0))Im(P*+1(0)) < grIm?(P*(0)), 1<k<n-—2
n—=k
avec g = 1.

— <
n—=k+1
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Théoréme 4. Soit Q un polynéme de C[z| ayant toutes ses racines
dans (7). Si A et B sont deuz polynomes de Clz| de degrés respectifs p et q
qui satisfont aux quatre conditions suivantes:

(i) A et B n'ont pas de racines réelles;

(ii) Im B >0 le long de l'axe réel;

)
(iii) Tous les zéros de B sont dans ();
)

A
On a soitp < q, soitp = q+1 et lim (z)

(v z—oo xB(x)

= a, a étant réel néqatif.
Alors le polynome

AQ + BQ'

a ses parties réelle et imaginaire hyperboliques. De plus les racines de la
partie réelle sont toutes distinctes et sont strictement séparées par celles de
la partie imaginaire qui sont également toutes distinctes.

Le théoreme 4 poursuit un travail qu’avait déja commencé D ieu —
d onn é [7]. Ce dernier s’'intéressait aux conditions permettant au poly-
néme AQ + BQ'" d’avoir toutes ses racines dans (7). Ces mémes conditions
imposées par D ieudonmné |[7] nous permettent de conclure quant a
I’hyperbolicité des parties réelle et imaginaire du polynéome AQ + BQ'.

En imposant une condition supplémentaire sur les parties réelle et
imaginaire du polynome AQ+ BQ’, nous obtenons des conditions necessaires
et suffisantes.

Corollaire 5. Soit Q un polynéme de Clx| ayant toutes ses racines
dans (m). Si A et B sont deux polynomes de Clx] de degrés respectifs p
et q dépourvus de zéros réels. Si on ajoute la condition supplémentaire:
Re(AQ + BQ') et Im(AQ + BQ') n'ont pas de facteurs communs alors on
a: Pour que le polynome AQ + BQ' ait au moins une racine dans (m) et
ses parties réelles et imaginaires hyperboliques avec leurs zéros simples et
entrelacés, il faut et il suffit que:

A
(i) Im (B) >0 le long de laze réel;
(ii) Tous les zéros de B sont dans (7);

A
(iii) On a soit p <gq, soitp=gq+1 et zlggo ng

= a, a étant réel négatif.

Théoréme 6. Soient U, et V), deux polynémes unitaires de R[x| de
degrés respectifs p et p — 1. Soit P(z) = 2" + cp_12" t+ -+ co € Hy
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(p < n) avec toutes ses racines x1 < Ty < xz < -+ < m, simples. Si on
suppose que:

1. Les racines z1, 22, ..., zn du polynoéme U, + V), satisfont la condition
Sign(Im(z1)) = Sign(Im(z2)) = --- = Sign(Im(z,)) # 0.
2. La i-éme racine de U, €|z;,y;| pour 1 <i < min(p,n — 1)

sty <y < -+ < Yp_1 sont les racines de P’.
3. La i-éme racine de V), est inférieure ou égale a y; pour 1 <i <p— 1.

Alors pour tout 8 € [0, 1] le polynéme:

oV, P +

1-0
( ) UpP/
n
est un élément de Hyqp—1.
De plus si on se restreint pour 6 a 10, 1[ et si on remplace la condition
3 par la condition:

3a. La i-éme racine de V), est inférieure ou égale a y; pour 1 <i <p —1.

Alors toutes les racines du polyndéme hyperbolique ci—dessus sont simples.

Lorsque’on a un polynome P € H,, le théoreme 6 permet a par-
tir de ce polynome la construction d’un chemin tres particulier de H,, 1,1
d’extrémités Q1 et Q- telles que P divise Q1 et P’ divise ()».

3. Démonstration des théorémes et du corollaire. Avant de
démontrer des théoremes, donnons trois propositions et un lemme qui seront
utiles dans la suite.

Proposition 7. FEtant donné un polynéme a coefficients complexes
F(x) = P(x) +iQ(x) ou P et Q sont des polynomes réels n’ayant pas de
facteur commun, les propositions:

(i) Les zéros de F(x) sont tous intérieurs a un méme demi—plan par rap-
port a l'azxe réel;
(ii) Les polynomes P et Q ont tous leurs zéros réels, simples et entrelacés;
(iii) Les polynomes pP(x) + qQ(x) ot p et q désignent des nombres réels
arbitraires, a tous ses zéros réels,

sont équivalentes.
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La preuve de la Proposition 7 a été donnée par Ancochea[l].

Proposition 8. Soient f et g deux polynémes unitaires de H,, ayant
pour racines respectives rp, < ro < - <1y et 51 < 89 < oo < sy, Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(a) Pour chagque 6 € [0,1] les racines de hg(x) = 0f(z) 4+ (1 —0)g(x) sont
réelles.
(b) Pour chaque k =1,....,n — 1 on a max(rg, sg) < min(rg+1, Sp+1)-

De plus, si ces conditions sont satisfaites et si f et g n'ont pas de zéros
communs alors, les racines de hy sont simples lorsque 0 est restreint a |0, 1].

La proposition ci-dessus est un résultat qui est dua Dedieu [4] et
a Dedieu et Gregorac][5|.

Proposition 9. Soit P un polynoéme assujetti o la seule condition
d’avoir ses zéros dans (m), A et B deux polynéomes de degré respectif p et q
et dépourvus de zéros réels. Pour que toutes les racines de l’équation

A(z)P(z) + B(2)P'(2) =0
soient dans (m) il faut et il suffit que

A
(1) Im B >0 le long de l'axe réel;

(2) Tous les zéros de B sont dans ();

A
(3) On a soitp <gq, soitp=q+1 et lim ngji = a, a étant réel négatif.
T—00 x

La proposition 9 est un résultat qui est du a Dieudonné dont la preuve
peut étre vérifiée dans [7].

Donnons aussi le lemme d’analyse bien connu dont la preuve a été
donnée dans [8]:

Lemme 10. Si P(z) = ap + a1z + -+ + a,2™ € H, alors hyai >
> ag—10k+1, (k=1,2,...,n—1) avec

k(n — k)

e D=k D)

<1

1l y a égalité pour chaque k si et seulement si toutes les racines de P sont
égales.
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Preuve du théoréme 1. On pose A(x) = U,(x) + iV, (x) et on
écrit A(z)P(x) = Uy (z)P(z) + iV, (z)P(x). D’apres le théoreme 0 et les hy-
potheses du théoreme 1, on sait que les racines de U,, (resp. V;,) sont réelles
et au nombre de n (resp. n — 1). Ainsi, en posant B(z) = —iV,,(z)P(x), il
vient que deg(B) = n+ p — 1 et que les racines de B sont réelles a cause de
celles de P et de V,, qui sont toutes réelles.

D’autre part, A(xz)P(x)+ B(z) = Uy () P(x) montre que Q € H,,, et
que Z(Q) = Z(P)uZ(U,) = Z(P)UZ(Re(A)). De plus, comme U, possede

n racines distinctes alors () posseéde au moins n racines distinctes.

Unicité de B: Soit By et By de degré égal a n + p — 1 dont toutes
les racines sont réelles et tels que: Qq(z) = A(x)P(z) + Bi(z) et Q2(x) =
= A(z)P(z) + Ba(z) sont des éléments de H,,, et ont tous deux comme
ensembles de racines Z(P) U Z(Re(A)).

On a Q1(z) — Q2(z) = Bi(z) — Ba(x) et les conditions imposées ci—
dessus entrainent soit Q1 — Q2 = 0 auquel cas B1 = By ou Q1 = a@)2 ou «
est un réel. Dans ce dernier cas, on aurait B — By qui est un polynome de
degré égal a n + p, ce qui est impossible. On obtient donc By (z) = Ba(x)
en tout point x, ce qui acheve la preuve.

Preuve du théoréme 2. Si xj est une racine de A(z), on pose
T, = ag + 1bg et on peut écrire

A(z) = (z — z1)(x — 22)...(x — ) = Up(x) + iV, (7).

Définissons A par: A(z) = (2 — x1)(z — @3)...(x — &, + &1 — iea). Les racines
du polynéme g(z) sont x1,xs,...,Tn_1, Ty — 1 + i€2 €t on peut alors poser
A(z) = U(z) + iV, (2).

Si pour €2 € R on a Sign(Im(x,) + c2) = s, alors on a

Sign(Im(z, — 1 +1iez)) = Sign(Im(z,) +2) = s

et d’apres le théoreme 0 on sait que U, = 0 de degré n a toutes ses racines
réelles et distinctes de plus les racines de V,, au nombre de n — 1 séparent
strictement celles deU,, et sont toutes distinctes. En développant A(zx), on

trouve
A(2) =Un(a) +e1Re (;1(9;) ) ealm ( A) ) N

T — Ty

+iV, (2) —H’sllm( Al@) > —iggRe( Al) ) .

T — T
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En identifiant les parties réelle et imaginaire de la derniere égalité avec ﬁn
et V,, on a le résultat désiré, ce qui acheve la preuve du théoreme 2.

Preuve du théoréme 3. On écrit

k!
k=0 k=0

Py = 32O BP0 SRIPAO)
k=0

" Re(P*(0
D’apres le théoreme de Biehler, on a que les polynomes Ze(k'())wk et
k=0 )

S~ Im(P*(0))

B
k=0

sont hyperboliques.

En appliquant le lemme 10 aux deux polynomes précédents, on a que:

(k — Dk + 1)y,

Re(P*=1(0))Re(P*1(0)) < Re?(P*(0)), 1<k<n-1.

(k!)?
E—1DY(k+1)!
En posant ¢ = ( (3{:'()2+ ) hi, on vérifie aisément que
n—=k - . N R
g = o < 1. Pour la partie imaginaire, on procede de la méme
n —
maniere.

Preuve du théoréme 4. Avec les conditions (i), (ii), (iii) et (iv), la
proposition 9 nous assure que le polynéme AQ-+BQ' a toutes ses racines dans
(m), c’est—a—dire de parties imaginaires strictement positives. En appliquant
alors le théoreme 0, on déduit sans peine que le polynome AQ + BQ' a ses
parties réelle et imaginaire hyperboliques et de plus les racines de la partie
réelle qui sont toutes distinctes sont aussi strictement séparées par celles de
la partie imaginaire qui sont également toutes distinctes.

Preuve du corollaire 5. Dans un sens, le résultat est clair. En
effet lorsque (i), (ii) et (iii) sont vérifiés alors AQ + BQ' a toutes ses racines
dans () d’apres la proposition 9. Ainsi, en appliquant le théoréeme 0, il est
immédiat que AQ + BQ' a ses parties réelles et imaginaires hyperboliques
avec leurs zéros simples et entrelacés.

Supposons maintenant que AQ+BQ' ait ses parties réelle et imaginaire
hyperboliques et ait au moins une racine dans (7).
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D’apres la proposition 7, les zéros de AQ + BQ' sont tous intérieurs
a un méme demi—plan par rapport a ’axe réel. Ce demi—plan ne peut étre
que (m) car AQ + BQ' a au moins une racine dans (7). En appliquant
maintenant la proposition 9, la conclusion suit c’est-a—dire que (i), (ii), et
(iii) sont vérifiés.

Preuve du théoréme 6. D’apres le théoréme 0, on sait que les poly-
nomes U, et V), sont hyperboliques de degrés respectifs p et p — 1. Il s’ensuit
que les deux polynémes P;(z) = V,(z)P(z) et Qi(z) = Up(z)P’(x) sont
aussi des éléments de Hpy,_1. Désignons par oy, ..., (resp. Bi, ..., 0p—1)
les racines de U, (resp. Vp).

Cas ol n > p: On définit les quantités r; et s; (1 <i<n+p—1),
de la fagon suivante:

ry = 21,72 = 1,73 = T, ceyT2p—3 = Tp—1,T2p—2 = 5p7177'2p71 = Tp,
T2p = Tp4+1y -y T'ntp—1 = Tn-

S1 = Q1,82 = Y1,83 = Q2,...,82p—1 = Up, S2p = Yp, S2p+1 = Yp+1,
S2p+2 = Yp+25 -5 Sntp—1 = Yn—1-

Remarquons que pour 1 < ¢ < 2p — 2, max(r;, z;) = s; et min(r;41, Si+1) =
= r;41 et comme o; < f; et y; < w;y1 (car les racines de P’ séparent
strictement celles de P) alors l'inégalité max(r;,s;) < min(r;41,s;+1) est
assurée pour 1 <7 < 2p — 2.

Pour i = 2p — 1,r9p—1 = Tp,T2p = Tp41,S2p—1 = Qp, S2p = Yp, donc
max(rap—1, S2p—1) = & < Yp = min(rap, s2p).

Pour 2p < i < n — 1,max(r;,s;) = i—p+1 et min(riy1, Siy1) = Yi—p-
Comme y;—, < x;_p41 alors 'inégalité max(r;,s;) < min(rjy1,S,41) est
assurée pour 2p < ¢ < n. En conclusion, elle est assurée pour tout 1 < i < n.

Cas ou1 n = p: On définit les quantités r; et s; (1 <i<2p—1),dela
fagon suivante:

1 =x1,72 = 31,73 = T2, ..., T2p—3 = Tn—1,T2n—-2 = Bn—1,T2n-1 = Tn-
81 = 0,82 = Y1,83 = 2, ..., 82n—-3 = Qn—1,52n—2 = Yn—1,52n—1 = Qpn.

Pout tout 1 < i < n — 1, on peut remarquer que max(r;,s;) = x; et
min(r;41, Si+1) = ri+1 donc comme ci—dessus, il est immédiat que 'inégalité
max(r;, s;) < min(r;4+1, Si+1) est assurée pour 1 <i<n — 1.

Dans les deux cas ci—dessus, la condition b) de la proposition 8 est
satisfaite et donc pour tout 6 € [0, 1] le polynome:

OV, (z)P(z) + -9

Up(2) P ()
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a toutes ses racines réelles, donc est un élément de H,, 1, 1.

On a déja que P et P’ n’ont pas de zéros communs et il en est de
méme pour U, et V,. Si on remplace 3) par 3a) alors les conditions 2) et
3a) impliquent que V,, et P’ n’ont pas de zéros communs. Tout ceci entraine
que les deux polynémes V,U, et U, P’ n’ont pas de zéros communs. Si on
se restreint pour 6 a |0, 1] alors de la proposition 8, on déduit que toutes les

(1-6)

racines du polynéme 0V, P + ~——=U, P’ sont simples.
n
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