ANALELE STIINTIFICE ALE UNIVERSITATII ”AL.I. CUZA” TASI
Tomul LI, s.I, Matematica, 2005, f.1

SUBMERSIONS PRESQUE HYPERHERMITIENNES
PRESQUE DE CONTACT

BY

T. TSHIKUNA-MATAMBA

Abstract. In this paper, we discuss some geometric properties of Riemannian sub-
mersions whose total space is an almost hyper-Hermitian manifold, the base space being
an almost contact metric manifold with 3-structure or an almost Hermitian almost contact
metric manifold.

Mathematics Subject Classification 2000 : 53C26, 53C15.

Key words : Submersions riemanniennes, variétés presque hyperhermitiennes, variétés
métriques a 3-structures presque de contact, variétés métriques presque de contact presque
hermitiennes.

1. Introduction. Dans [15], WATSON a initié une étude des G,G’-
submersions riemanniennes, qui sont des submersions commutant avec les
champs de tenseurs de structure.

Par champ de tenseurs de structure nous entendons un champ de ten-
seurs de type (1,1) qui intervient dans la classification des structures rie-
manniennes. L’exemple le plus familier est celui de la structure presque
complexe J avec laquelle on définit la structure presque hermitienne.

Dans [4], CHINEA a introduit 1’étude des submersions riemanniennes
dont ’espace total est une variété presque hermitienne tandis que l’espace
de base est une variété métrique presque de contact.On peut classer ce type
de submersions parmi les submersions riemanniennes qui ne commutent pas
avec les champs de tenseurs de structure [11].

Le but de cette note est d’étendre 1’étude de Chinea au cas ou ’espace
total est une variété presque hyperhermitienne; pour ce faire, I’espace de
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base doit avoir trois structures. Lorsque I'espace de base possede trois struc-
tures presque de contact, nous étudions les submersions de type I tandis que
si c’est une variété métrique presque de contact presque hermitienne, nous
étudions les submersions de type II.

Ce papier est organisé de la maniere suivante :

Le §2 est consacré au survol des différentes classes des variétés qui feront
I’objet de cette étude.

Au §3, nous étudions les submersions de type I tandis qu’au §4, nous
examinons les submersions de type II.

Le §5 est consacré aux exemples de ces deux types de submersions.

Notons que les submersions que nous étudions permettent d’envisager
par exemple, sur une variété presque hyperhermitienne, I’existence des sous-
variétés semi-invariantes ayant 3 ou 2 structures presque de contact. C’est
notamment le cas des fibres de I'un ou l'autre type de submersions définies.

A travers tout ce texte, nous noterons par U,V , et W les champs de
vecteurs verticaux et par X,Y et Z ceux de la distribution horizontale. Les
champs de vecteurs quelconques seront notés par D, F et G. Les tenseurs
et autres objets sur les fibres seront notés par ’accent circonflexe "7
tandis que sur 1’espace de base, on les désignera par le signe prime “’ 7. Par
exemple V, Vet V/ désigneront les connexions riemanniennes de I'espace
total,des fibres et de I’espace de base respectivement.

Je remercie Monsieur F. Blanchard ainsi que tous les membres de 1'Ins-
titut de Mathématiques de Luminy, pour m’avoir invité et m’avoir offert
le cadre nécessaire a cette recherche durant mon séjour scientifique en juin
2003.

2. Préliminaires sur les variétés. Ce paragraphe est consacré au
survol des différentes classes des variétés sur lesquelles porte cette étude.

Par variété presque hermitienne, on entend une variété riemannienne,
(M, g), de dimension paire 2m , munie d’une structure presque complexe .J
telle que J?D = —D et g(JD,JE) = g(D, E).

La deuxieme condition signifie que g est une métrique compatible avec
la structure presque complexe J. Dans ce cas, on dit que (g,J) est une

structure presque hermitienne. Nous noterons par €2 la 2-forme de Kéhler
sur (M, g,J) définie par

(1) Q(D,E)=g(D,JE)
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En notant par V la connexion de Levi-Civita attachée a g, et par df) la
différentielle extérieure de 2, les identités ci-apres sont bien connues.

2) (VpJ)E = VpJE — JVpE;
(3) (VDQ) (Ev G) =9 (E7 (VDJ) G) )
(4) 3dQY(D,E,G)=0c{(VDpQ) (E,G)},

ou o désigne la somme cyclique sur D, E et G.

Dans [5], A. Gray et L.M. Hervella ont obtenu une classification complete
des variétés presque hermitiennes. Nous reprenons ci-apres les définitions de
celles dont nous aurons besoin.

On dit qu’une variété presque hermitienne (M, g, J) est :
(a) kdhlérienne si VJ = 0;
(b) presque kdhlérienne si d2 = 0;
(c) nearly kihlérienne si (VpJ) D = 0;
(d) quasi kihlérienne si (VpQ) (E,G) + (VpQ) (JE,G) = 0;
(e) une Gi-variété si (VpQ)(D,E) — (VpQ)(JD,E) = 0;
(f) une Go-variété si o {(VpQ) (E,G) — (VpQ) (JE,G)} = 0.

On appelle structure presque hypercompleze la donnée d’un triplet (J1, Jo, J3)
des structures presque complexes qui se comportent comme des quaternions
en vérifiant les conditions suivantes

(5) J?D = -D;

(6) Ji1Jy = Jy = —JoJi.

Lorsqu’il existe un tenseur métrique g tel que , pour tout J;, (g, J;) est
kahlérienne, on dit que (g, (Ji)?zl) est une structure hyperkdahlérienne [6].
Pour tout J;, le tenseur de Nijenhuis, N, est un tenseur de type (1,2)
défini par

Nji (D, E) = [D, E] + J; [JZD, E] + J; [D, JZE] - [JlD, JZE] .
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Dire que (g, J;) est kélérienne signifie que N, est intégrable, c’est-a-dire
que Ny, (D,E) = 0. D’apres CALABI [3], pour qu’'une structure soit hy-
perkihlérienne, il suffit que, parmi les (g, (J;)?_,) deux de ces structures le
soient. On définit une 4-forme différentielle

3
Q= ZQZ A ;.
=1

Lorsque VQ = 0, on dit que (g, (Ji)?zl) est hyperkahlérienne.

Etant donné que, parmi les différentes classes obtenues par Gray et
Hervella [5], certaines ne sont pas kidhlériennes, et donc ne sont pas définies
par des structures intégrables, il n’est donc pas facile de trouver des relations
de définition de ces structures en termes de la 4-forme différentielle Q ci-
dessus. C’est pour cette raison qu’on se rabat sur les 2 -formes différentielles
Q;.

A Tinstar des variétés presque hermitiennes, nous convenons de parler
des variétés presque hyperhermitiennes et adoptons la terminologie suivante.
Si les deux structures (g, J;) sont dans 'une des classes définies par Gray
et Hervella, nous dirons que (g, (Ji)?zl) est dans cette classe. Ceci nous
permet de contourner la difficulté rencontrée par ALEKSEEVSKY et MAR-
CHIAFAVA [1] pour définir les variétés quasi hyperkéahlériennes.

Pour une étude approfondie des structures presque hypercomplexes, le
lecteur intéressé peut consulter [2] et [13].

On appelle variété métrique presque de contact une variété rieman-
nienne, (M, g), de dimension impaire, 2m+1, munie d’une (¢, £, n)-structure
vérifiant les conditions suivantes

(1) £ est un champ de vecteurs caractéristique sur M,

(2) n est une 1-forme différentielle telle que n(¢) = 1,

(3) ¢ est un champ de tenseurs de type (1,1) tel que p?>D = —D +n(D)¢,

(4) g(¢D,pE) =g (D,E) —n(D)n(E).
La derniere condition exprime que g est une métrique compatible avec la
(p, &, m)-structure ; on dit que (g, ¢, &, n) est une structure métrique presque
de contact.

Comme dans le cas des variétés presque hermitiennes, on définit une
2-forme différentielle ¢, appelée forme fondamentale en posant

¢ (D, E)=g(D,pE).
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Les identités analogues a (2), (3) et (4) sont également établies. La dérivée
covariante et la forme différentielle extérieure de n sont définies par

(7) (Vpn) E =g (E,VDE) et

(8) 2dn (D, E) = (Vpn) E — (Vgn) D.

Dans [9], SASAKI et HATAKEYAMA ont défini un champ de tenseurs N1 de
type (1,2) en posant

(9) NW (D, E) = [p,¢] (D, E) +2dn (D, E) ¢,

dans lequel [p, ¢] désigne le tenseur de Nijenhuis de ¢ .

Nous rappelons, ci-apres, les relations de définition des classes dont
nous aurons besoin par la suite. On dit qu'une variété métrique presque
de contact est :

(a) cosymplectique si Vi = 0;
(b) presque cosymplectique si d¢ = 0 = dn;

(¢) nearly cosymplectique si
(Vpy) D =0;

(d) quasi-K-cosymplectique si

(Vo) E+ (Vepp) pE — 1 (E) (Vepn) = 0;
(e) une Gi-sasakienne si

(Vo) D = (Vopp) D + 1 (D) (Vent) = 0;
(f) une Ga-sasakienne si

o {(VD¢) (E,G) = (Vep¢) (pE, G) —n (E) (Vopn) G} = 0.

Soient (p;,&;,m;) trois structures presque de contact telles que chacune
soit compatible avec la structure riemannienne g sur une variété différentiable

M. On dit que (M, 9, (©is &is 771-)?:1> est une variété métrique a 3-structures

presque de contact [7], si pour toute permutation cyclique (4, j, k) de (1, 2, 3),
les conditions suivantes sont remplies :
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(1) mi(&) =0=n;(&);
(2) wi&j = —p;& = &k;
(3) Piop; =N ®&E = —pjop;+ 1 ®& = pi;
(4) miopj = —njopi =1y
Par la suite, nous dirons simplement une 3-variété métrique presque

de contact. Comme dans le cas des variétés presque hyperhermitiennes, on
définit une 2-forme fondamentale locale, ;, en posant

¢i (D, E) =g (D,p:E).

Ces variétés sont de dimension 4m + 3. Leur nomenclature est liée a celle
des structures métriques presque de contact sous-jacentes.

Soient (M, g, J) une variété presque hermitienne et (goz-, i, 52-)12:1) deux
structures presque de contact. On dit que (M /AR (Lpi,fi,m)?ﬂ) est une
variété métrique presque de contact presque hermitienne si

(a) chaque (i, &;,n;)-structure est compatible avec le tenseur métrique

g;

(b) J&1 = —& et J&o =&
() iD=—-D+m(D)& +m2(D)&
(d) o1 (JD) = =J (¢1D) = 2 (D);
(e) ¢1(p2D) = —p2(p1D) = JD +n1 (D) & — n2 (D) &1

(f) w2 (JD) = —J (p2D) = =1 D.
Pour ce qui est des formes fondamentales, on a ¢; (D, E) = g(D, ¢, E), et
Q(D,E)=g(D,JE).

De telles variétés sont de dimension 4m + 2. Pour leur nomenclature, on
indique le nom de deux structures presque de co ntact suivi de la structure
presque hermitienne. Par exemple, une variété sasakienne-kahlérienne est
une variété kdhlérienne ayant deux structures sasakiennes.

3. Submersions de type 1
Définition 3.1. Soient (M4m,g, (J; )1 1) une variété presque hyperher-

mitienne et (M’4m 3.4, (90;777§a§£)i:1> une 3-variété métrique presque de
contact. On dit qu’une submersion riemannienne

f . M4m M/4m’+3
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est une submersion presque hyperhermitienne presque de contact de type I
51

fodiE = i f B = (f<E) &.
Proposition 3.2. Soit f : M*™ — M'*™'+3 yne submersion presque

hyperhermitienne presque de contact de type I. Alors

(a) les fibres sont des 3-sous-variétés métriques presque de contact semi-
invariantes par J; ;

(b) & (U,V) =i (U, V);
(¢) 1; (J;V) = 0 pour tout V tangent aux fibres;
(d) f*ni = —nioJi.

Démonstration. (a) Notons par M les fibres et pour tout ¢ = 1,2, 3,
nous noterons par u; un champ de vecteurs unitaire de M orthogonal a M.
On sait que dimM = 4 (m —m’) — 3. On définit une 3-structure presque de

contact <¢i, éi, ﬁi) sur les fibres M en posant

(10) & = —Jipi;
(11) ni (E) = g (Jil, pi) ;
(12) OB = JE —0; (E) p;.

Par la relation (12), on voit que (g&i, &, ﬁi> est semi-invariante par J;.
(b) Prenons deux champs de vecteurs U et V tangents aux fibres. On a

~

Comme ¢;V = J;V —1; (V) p;, alors (1a) donne

(1) ¢ (U, V) =Q; (U, V) =1 (V) g (U, pi)

 Parailleurs, g (U, u;) = 0 car p; est orthogonal a M ; dés lors (1b) donne
(c) Etant donné que 7j; (J;V) = g (JZV, i) = —g (V, i) et que g (V, ;) =
0, on a 7; (J;V) = 0.
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Pour ’énoncé (d), rappelons d’abord qu'un champ de vecteurs X est
dit basique [8] s’il est horizontal et qu’il correspond , par f, & un champ de
vecteurs noté X, de ’espace de base. En fait X, = f, X.

Prenons X basique et calculons f*7; (X). On a

fni(X) =0 (£:X) =g (£ X, &) = ¢ (f: X, fupi) =
=9 (X, m)=g (X, Jzéz) =—yg <JiX7 éz) = =1 (JiX);
ce qui donne la preuve de (d). O

Proposition 3.3. Soit f : M — M4 +3yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type I telle que p; est paralléle. St M
est hyperkdhlérienne, presque hyperkdhlérienne, nearly hyperkahlérienne ou
quasi hyperkahlérienne, alors M’ est 3-cosymplectique, 3-presque cosymplec-
tique, 3-nearly cosymplectique ou 3-quasi-K-cosymplectique respectivement.

Démonstration. Considérons le cas ou M est hyperkédhlérienne. On
sait que, en recourant aux relations analogues a (2),

(20) (Vo) Yo = V. 1Y — 01 VA Yo
En calculant attentivement, on peut montrer que l'on a

Vi oiYe = £ (Vx Y + g (Yo ) (V)
et OiV'x Vi = fu (LiVxY +g(VxY,pu)) de telle sorte que (2a) donne
(20) (Vix.¢i) Yi = fi (VY + g (Y, i) (Vxpi) — VXY — g (VXY 1))
Des lors, si p; est parallele, alors (2b) donnera
(2¢) (V. ¢i) Ys = fu (VxJ;iY — J;VxY).

Il est clair que si M est hyperkahlérienne, alors le deuxieme membre
de (2¢) s’annule et on a (V' ¢}) Yy = 0; ce qui définit une structure 3-
cosymplectique.

Les autres énoncés sont établis de maniére analogue en recourant aux
relations de définition de 'espace total de fibration. O

Proposition 3.4. Soit f : M — M*™'+3 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type I telle que p; et J;u; sont tous
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paralleles. Si M est hyperkdhlérienne, presque hyperkdahlérienne, nearly hy-
perkdhlérienne ou quasi hyperkahlérienne avec u; analytique, alors les fibres
sont des variétés 3-cosymplectiques, 3-presque cosymplectiques, 3-nearly co-
symplectiques ou 3-quasi-K-cosymplectiques respectivement.

Démonstration. Considérons trois champs de vecteurs U, V et W
tangents aux fibres et examinons le cas ou M est presque hyperkahlérienne.
Il sera question de montrer que

d; = 0 = dij;.

En effet, par la proposition 3.2(b), on a vu que b; (U, V) =9, (U,V);
ce qui fait que

(3a) doi (U, V,W) = dQ; (U, V,W),

On voit que dé; = 0 car d€); = 0 comme M est presque hyperkahlérienne.
Il reste a montrer que dn) = 0. Par la relation (8), on a

(30) 20ij; (U,V) = (Vo) V = (Vviir) U,

et en utilisant (7), la relation (3b) donnera

(3¢) 2a; (U, V) = g (V. V&) =g (U. V&)
Comme & = —J;y; alors (3¢) devient
(3d) 2dn; (U,V) =g (V, —VUJiMi> -9 <U7 —Vinui) )

dont on déduit dn; = 0 lorsque J;u; est parallele.
Les autres énoncés sont établis par le mme procédé. O

Proposition 3.5. Soit f : M*™ — M'*™'+3 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type I telle que p; est analytique et
Jipi est paralléle. Si Uespace total M est une variété Gi-hyperkahlérienne,
alors ’espace de base M' ainsi que les fibres possédent trois structures G-
sasakiennes.

Démonstration. Rappelons qu'un champ de vecteurs D est analytique
si, pour tout autre champ de vecteurs £, on a VpE = 0.
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Examinons le cas de la structure de ’espace de base lorsque 1’espace total
est une variété Gi-hyperkahlérienne. Considérons un champ de vecteurs
basique X. On veut montrer que, sur ’espace de base, on a

(V) Xo = (Vi 1) X+ (X) (V1) =0

Etant donné que l'espace total est une variété Gi-hyperkahlérienne, alors
(VxJi) X — (Vy,xJi) JiX =0, ce qui équivaut a

VxJiX =iV X +V;xX+JVyxJi X =0.
Avec un peu de patience, il suffira de calculer
[+ (VxJiX = JiVxX +V5xJiX),

en utilisant le fait que f.J;X = ¢} fi X —nl (f.X) & et que u; est analytique
et J;u; parallele pour obtenir la preuve. Par exemple

FVxIiX =V xfudiX =V @i fi X =0 (Xs) (V&) 5

soit fiVxJiX =V i X — ) (Xs) (V’ &l ) qui conduit & la preuve.
Le cas de la structure des fibres sera établi de manidre analogue qu’a la
proposition suivante, relative aux variétés Ga-hyperkahlériennes. O

Proposition 3.6. Soit f : M4 — MM +3 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type I telle que p; est analytique et
Jip; est paralléle. Si Uespace total M est une variété Go-hyperkdahlérienne,
alors 'espace de base M’ ainssi que les fibres possédent trois structures Go-
sasakiennes.

Démonstration. Examinons la structure des fibres. Etant donné que
I’espace total est une variété Go-hyperkahlérienne, alors

(4b) o {(Vul) (V,W) = (V,08%) (JiV, W)} = 0.

Comme Q; (U, V) = ¢; (U, V), alors

(40) (Vo) (VW) = (Vudi) (V. W).

Par ailleurs, d’apres (12), on a J;U = @;U +1; (U) p;, de telle fagon que

(1) (Vo) VW) = (Vs ) GV +7 (V) i, W),
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ce qui, compte tenu de I'analyticité de p;, donne
(1) (Vo) (JV.W) = (TU6:) (VW) 473 (V) (Vi) W,
Des lors, les relations (4c) et (4e) conduisent &
o {(Vush) (V, W) = (V5,08) (LiV, W)} =
=0 { (VU¢1> (V,W) - (Vﬁimﬁz’) (V. W) =0 (V) (VﬁiUﬁz’) W} =0

qui montre que les fibres possedent trois structures Ga-sasakiennes.
Le cas de la structure de I’espace de base s’établit comme a la proposition
3.5. O

4. Submersions de type II
Définition 4.1. Soient (M4m,g, (Ji)le) une variété presque hyperher-

» / 2 s
mitienne et (M’4m 2.9, T, (€L 772)1:1) une variété métrique presque de
contact presque hermitienne. On dit qu’une submersion riemannienne

f . M4m M/4m'+2

est une submersion presque hyperhermitienne presque de contact de type I
St :

(a‘) f*JlE - J/f*E7
(b) fuloE = ¢ fuE —ny (fuE) &,
(c) fulsE = SOIQf*E - né (f«E) gé

Proposition 4.2. Soit f : M*™ — M'*™'*2 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type II. Alors

(a) la distribution verticale et la distribution horizontale sont invariantes
par Ji;

(b) les fibres sont des variétés métriques presque de contact presque her-
mitiennes , semi-invariantes par Jo et J3;

(c) frY =
(d) ¢ (U, V) = (U V);
(e) i (Ji+1V) =0, pour tout i = 1,2 et V tangent aux fibres;
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(f) f*n; = —1i o Jit1, pour i = 1,2;
(8) H(VxJ1)Y est basique associé¢ & (V' J') Y, lorsque X et Y sont
basiques

Démonstration. Etant donné que f.J; = J' f,, alors les assertions (a)
et (c) s’établissent comme dans le cas des submersions presque hermitiennes
[14]. L’assertion (g) découle du lemme 1 de [8]. Le reste est établi comme a
la proposition 3.2. U

Notons que ce type de submersions est a rapprocher des submersions
métriques presque de contact presque hermitiennes de type II, étudiées dans
[10] et [12].

Proposition 4.3. Soit f : M — MM +2 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type II telle que p1 et po sont tous
paralléles. Si l’espace total M est hyperkdhlérienne, presque hyperkdhlérienne,
nearly hyperkahlérienne ou quasi hyperkahlérienne, alors l’espace de base M’
est cosymplectique-kahlérienne, nearly cosymplectique-nearly kdhlérienne ou
quasi-K-cosymplectique-quasi kahlérienne respectivement.

Démonstration. Considérons le cas ou M est nearly hyperkahlérienne
et prenons un champ de vecteurs basique X. Par la proposition 4.2(g), il
est clair que H (VxJ1) X est basique associé a (V' J') X,. Ceci fait que
(V. J') Xy =0car (VxJi) X =0.

Il reste & montrer que (¢}, &1, 1)) et (¢, &5, n5) sont des structures nearly
cosymplectiques. En effet, comme a la proposition 3.3, il n’est pas dif-
ficile d’établir que si p; et ps sont tous paralleles, alors (V’X*gp’l) X, =
[« (VxJ2) X et (Vi ¢h) Xu = fi (VxJ3) X, dont on déduit (VY ¢)) X, =
0= (V. ¢h) X, puisque (VxJ2) X =0 = (VxJ3) X.

Les autres assertions sont établies de maniere analogue. ]

Proposition 4.4. Soit f : M — M'*™'+2 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type II telle que py et po sont tous
paralléles. Si l’espace total M est hyperkdhlérienne, presque hyperkdhlérienne,
nearly hyperkdahlérienne ou quasi hyperkdhlérienne avec py et pus analy-
tiques, alors les fibres sont des variétés cosymplectiques-kdhlériennes, presque
cosymplectiques-presque kahlériennes, nearly cosymplectiques-nearly
kahlériennes ou quasi-K-cosymplectiques-quasi kdhlériennes respectivement.
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Démonstration. Comme dans d’autres cas, il suffit d’utiliser les rela-
tions de définition des variétés considérées ainsi que les relations (10), (11)
et (12). O

Proposition 4.5. Soit f : M'*™ — M +2 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type II telle que p1 et po sont ana-
lytiques tandis que Jopq et J3uo sont tous paralléles. Si l'espace total est
une G1-variété hyperkahlérienne, alors l'espace de base ainsi que les fibres
posséedent deux structures G1-sasakiennes et une structure de G1-variété.

Démonstration. Comme a la proposition 3.5, nous pouvons également
considérer le cas ol ’espace total est une G1-variété hyperkéhlérienne. Pre-
nons deux champs de vecteurs basiques X et Y. On veut montrer que, sur
I’espace de base, on a

(V1) Xo — (Vix. 01) @i + 0 (X.) (V5. €0) = 0 pouri = 1,2
et
(Vi ) (X.,Y2) — (V) X.Q) (J'X.,Ya) = 0.

Le cas des structures presque de contact (¢}, &, n)) se traite comme & la
proposition 3.5.

Examinons le cas de la structure presque hermitienne (¢’,J’). Etant
donné que ’espace total possede une Gi-structure hyperkdhlérienne, alors
on a au moins

(5@) (VXQI> (X, Y) — (vleQI) (JlX, Y) =0

Mais f./1X = J' f. X = J'X,. Par ailleurs, on sait que f*Q' = Qy et ceci
nous permet de transformer (5a) en

(5b) (Vx ) (X,Y) = (Vox ) (L1 X,Y) =0
dont on déduit
(Vi ) (X, Ys) — (Vx, @) (J' X, Ys) =00

Proposition 4.6. Soit f : M*™ — M 42 yne submersion presque
hyperhermitienne presque de contact de type I telle que py et po sont ana-
lytiques tandis que Jouy et Jsuo sont tous paralléles. Si l’espace total est
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une Go-variété hyperkahlérienne, alors l’espace de base ainsi que les fibres
possedent deux structures Go-sasakiennes et une structure de Go-variété.

Démonstration. La structure de ’espace de base est établie comme a
la proposition 4.4. Examinons le cas de la structure des fibres. Il est question
d’établir que

(5¢c) o { (ﬁchz‘) (V,W) — (@@U@i) @iV, W) —1: (V) (@@-Uﬁi)} =0

(5d) o { (Vo) VW) = (Vaosh) (VW) } =0

La relation (5¢) a déja été établie a la proposition 3.5. La relation (5d)
découle du fait que les fibres sont invariantes par Jj. O

5. Quelques exemples. Les exemples qui suivent sont construits en
nous inspirant de ce qui est fait dans [16, p.680]

5.1 Exemple des submersions de type I. Soit (M4m,g, (Ji)?ﬂ)
une variété presque hyperhermitienne. Sur M, choisissons trois champs de
vecteurs unitaires f1, po et puz deux & deux orthogonaux. Posons & = —J;u;
et notons par M une distribution engendrée par les champs de vecteurs &;.
On peut mettre sur M une 3-structure presque de contact (gﬁi,&,ﬁi) en
posant

i (E) = g (LiE, ;)
ol = JiE —17; (E) .

Etant donné que M est une sous-variété de M*™, alors dimM = 4p — 3.
On peut montrer que M est une distribution réguliere de telle maniere que
M*™ /M aun sens. Le quotient M4™ /M43 a pour dimension 4 (m — p)+3
et, de ce fait, possede trois structures presque de contact. La projection

canonique
[ MA™ — ppAm /M

est une submersion presque hyperhermitienne presque de contact de type 1.

5.2 Exemple des submersions de type II. Comme a l’exemple
précédent, on peut considérer une distribution M engendrée par &; et &

définis par & = —Jip et & = —Japo. On vérifie que <J3, (cﬁi,&,ﬁi)?ﬂ)
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est une structure presque de contact presque hermitienne. On a dimM =

4p—

2. Le quotient M4™ / M*P~2 est une variété métrique presque de contact

presque hermitienne. La projection canonique

fo M — MA™ /M

est une submersion presque hyperhermitienne presque de contact de type

IT.
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