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1. Introduction. L’étude des sous-variétés semi-invariantes d’une
variété presque complexe fut initiée par Blair, Ludden et Yano dans [1].
Leur emboîtant les pas, Chinea obtiendra dans [2], une classification des
sous-variétés semi-invariantes des variétés quasi kählériennes.

Dans [8] et [9], il est établi que, pour certains types des submersions
riemanniennes, les fibres sont des sous-variétés semi-invariantes de l’espace
total de fibration.

Le but de ce papier est de faire ressortir, sur des sous-variétés semi-
invariantes, des structures presque de contact qui y sont induites.

Ce texte est organisé de la manière suivante.
Le §2 consiste en des rappels des variétés qui interviendront dans cette

étude.
Au §3, nous faisons un survol des généralités sur les sous-variétés semi-

invariantes. On sait que certaines sous-classes des variétés presque hermi-
tiennes sont définies au moyen de la codifférentielle δΩ de la 2−forme fonda-
mentale Ω, de Kähler; tel est le cas des W3, W2⊕W3, W4 ou W2⊕W4-variétés.
Pour cette raison, nous établissons une relation entre la codifférentielle de la
forme fondamentale de la variété et celle de la sous-variété semi-invariante.



154 T. TSHIKUNA-MATAMBA 2

Le §4 est consacré à la classification des sous-variétés semi-invariantes
des G1−variétés. Nous y avons décélé des relations de définition que nous
n’avons pas pu situer dans la classification de Oubina [5]. C’est notamment
le cas des relations obtenues aux propositions 4.4, 4.5 et 4.6 que l’on pourrait,
peut-être, trouver dans le schéma de Chinea-Gonzalez [3].

Au §5, nous examinons les sous-variétés semi-invariantes des G2−variétés.
Nous y relevons également des relations de définition, par exemple celles éta-
blies à la proposition 5.2, qui n’apparaissent pas dans [5].

Le §6 est destiné au cas des variétés semi-kählériennes dont les sous-
variétés semi-invariantes sont semi-cosymplectiques si, et seulement si, JŪ
est analytique.

Le dernier paragraphe, §7, destiné aux sous-variétés des W1 ⊕ W2 ⊕
W4−variétés nous ramène à la structure quasi-trans-sasakienne.

2. Préliminaires. Rappelons qu’une variété presque hermitienne est
la donnée d’un triplet (M,g,J) qui vérifie les conditions suivantes:
(a) (M,g) est une variété riemannienne;
(b) J est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M tel que

J2D = −D;

(c) g (JD,JE) = g (D,E) , ∀D,E ∈ χ (M).
Sur une variété presque hermitienne il existe une 2-forme différentielle notée
Ω, appelée forme fondamentale ou forme de Kähler, définie par

Ω(D,E) = g (D,JE) .

Un champ de tenseurs qui intervient assez souvent dans l’étude de ces va-
riétés est le tenseur de Nijenhuis de la structure presque complexe J . Il est
de type (1,2) noté NJ et défini par

NJ (D,E) = [D,E] + J [JD,E] + J [D,JE]− [JD,JE] .

Soit {E1, . . . ,Em,JE1, . . . ,JEm} une J-base locale d’un ouvert
quelconque de M . La codifférentielle δΩ est définie par

δΩ(D) = −
m∑

i=1

{(∇EiΩ) (Ei,D) + (∇JEiΩ ) (JEi,D}) .(2.1)
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Dans [4], Gray et Hervella ont établi une classification complète des
variétés presque hermitiennes. Nous reprenons les relations de définition des
classes qui pourront nous servir par la suite.

On dit qu’une variété presque hermitienne (M,g,J) est:
(1) une W3-variété si δΩ = 0 = NJ ou encore

(∇DΩ) (E,G)− (∇JDΩ) (JE,G) = 0 = δΩ;
(2) une W1 ⊕W3-variété si (∇DΩ)(D,E)− (∇JDΩ(JD,E) = 0 = δΩ;
(3) une W2 ⊕W3-variété si

σ {(∇DΩ) (E,G)− (∇JDΩ) (JE,G)} = 0 = δΩ;
(4) localement conformément kählérienne (W4-variété) si

(∇DΩ) (E,G) = −1
2(m−1) {g (D,E) δΩ(G)− g (D,G) δΩ(JG)};

(5) une W1 ⊕W4-variété si

(∇DΩ) (D,E) =
−1

2(m−1) {g (D,D) δΩ(E)− g (D,E) δΩ(D)− g (JD,E) δΩ(JD)};
(6) localement conformément presque kählérienne (W2 ⊕W4-variété) si

dΩ = ωΛθ ou encore σ
{

(∇DΩ) (E,G)− 1
m−1Ω(D,E) δΩ(JG)

}
= 0;

(7) une G1-variété (W1 ⊕W3 ⊕W4-variété) si
(∇DΩ) (D,E)− (∇JDΩ) (JD,E) = 0 ou bien
g (NJ (D,E) ,D) = 0;

(8) une G2-variété (W2 ⊕W3 ⊕W4-variété) si
σ {(∇DΩ) (E,G)− (∇JDΩ) (JE,G)} = 0 ou bien
σ {g (NJ (D,E) ,JG)} = 0.

(9) semi-kählérienne (W1 ⊕W2 ⊕W3-variété) si δΩ = 0;
(10) une W1 ⊕W2 ⊕W4-variété si

(∇DΩ) (E,G) + (∇JDΩ) (JE,G) =
−1

m−1 {g (D,E) δΩ(G)− g (D,G) δΩ(E)}
+ −1

m−1 {−g (D,JE) δΩ(JG) + g (D,JG) δΩ (JE)};
Soit M une variété différentiable de dimension impaire, que nous note-

rons par 2m+1. Une structure presque de contact sur M est la donnée d’un
triplet (ϕ,ξ,η) soumis aux conditions suivantes:
(a) ξ est un champ de vecteurs caractéristique sur M ;
(b) η est une 1-forme différentielle sur M telle que η (ξ) = 1, et
(c) ϕ est un champ de tenseurs de type (1,1) vérifiant

ϕ2D = −D + η (D) ξ, ∀D ∈ χ (M).
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Si de plus, M possède un tenseur métrique riemannienne g tel que

g (ϕD,ϕE) = g (D,E)− η (D) η (E) ,

on dit que g est une métrique compatible et dans ce cas, le quintuplet
(M,g,ϕ,ξ,η) est appelé une variété métrique presque de contact [6]. Comme
dans le cas des variétés presque hermitiennes, les variétés métriques presque
de contact ont également une 2− forme différentielle, notée φ , appelée forme
fondamentale ou forme de Sasaki définie par

φ (D,E) = g (D,ϕE) .

Dans [7], Sasaki et Hatakeyama ont défini deux champs de tenseurs
N (1) et N (2) de type (0,2) par

N (1) (D,E) = Nϕ (D,E) + 2dη (D,E) ξ,

N (2) (D,E) = (LϕDη) E − (LϕEη) D,

dans lequel Nϕ désigne le tenseur de Nijenhuis de ϕ tandis que L désigne la
dérivée de Lie. Lorsque N (1) = 0, on dit que la variété métrique presque de
contact est normale et dans ce cas N (2) = 0.

Si on note par {E1, . . . ,Em,ϕE1, . . . ,ϕEm,ξ} une ϕ-base locale d’un ou-
vert quelconque de M , alors les codifférentielles de φ et de η sont définies
respectivement par

δφ (D) = −
m∑

i=1

{(∇Eiφ) (Ei,D) + (∇ϕEiφ) (ϕEi,D)} − (∇ξφ) (ξ,D) ;(2.2)

δη = −
m∑

i=1

{(∇Eiη) Ei + (∇ϕEiη) ϕEi} .(2.3)

De la classification de Oubina [5], nous reprenons les relations de défi-
nition des classes qui sont déjà identifiées et qui interviendront dans cette
étude. On dit qu’une variété métrique presque de contact est:
(1) semi-cosymplectique si δφ = 0 = δη;
(2) semi-cosymplectique normale si δφ = 0 = δη = N (1);
(3) G1-semi-cosymplectique si elle est semi-cosymplectique et que

(∇Dϕ) D − (∇ϕDϕ) ϕD + η (D) (∇ϕDξ) = 0;
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(4) G2-semi-cosymplectique si elle est semi-cosymplectique et que
σ {(∇Dφ) (E,G)− (∇ϕDφ) (ϕE,G)− η (E) (∇ϕDη) G} = 0;

(5) G1−sasakienne si (∇Dϕ) D − (∇ϕDϕ) ϕD + η (D) (∇ϕDξ) = 0;
(6) G2−sasakienne si

σ {(∇Dφ) (E,G)− (∇ϕDφ) (ϕE,G)− η (E) (∇ϕDη) G} = 0;
(7) presque trans-sasakienne si

dφ = φ ∧ ω et dη = 1
2m {δφ (ξ) φ− 2η ∧ ϕ∗ (δφ)};

(8) quasi-trans-sasakienne si
(∇Dφ)(E,G) + (∇ϕDφ)(ϕE,G) + η(E)(∇ϕDη)G =
− 1

m {g(D,E)δφ(G)− g(D,G)δφ(E)− g(D,ϕE)(δφ(ϕG)− η(G)δη)}
- 1
m {g(D,ϕG)(δφ(ϕE)− η(E)δη)} ;

3. Généralités. Soient (M̄,ḡ,J) une variété presque hermitienne et
M une sous-variété plongée dans M̄. Par la suite on supposera qu’il existe
un champ de vecteurs unitaire Ū de M̄ othogonal à M.

Définition 3.1. ([1]) On dit que la sous-variété M est semi-invariante
par rapport à Ū si les conditions suivantes sont vérifiées

(3.1) JD = ϕD − η(D)Ū pour D ∈ χ(M),
(3.2) ξ = JŪ/M , et
(3.3) Ū n’est jamais tangent à M,

dans lesquelles ϕD est la composante tangentielle de JD à M.

Proposition 3.1. ([1]) Si M est une sous-variété semi-invariante d’une
variété presque hermitienne (M̄,ḡ,J), alors (M,g,ϕ,ξ,η) est une variété mé-
trique presque de contact.

Démonstration. On va montrer que (g,ϕ,ξ,η) est une structure mé-
trique presque de contact. En d’autres termes qu’elle vérifie les propriétés
classiques bien connues.

(a) D’après (3.1), on a ϕD = JD + η(D)Ū qui conduit à

ϕ2D = J(JD + η(D)Ū) + η(JD + η(D)Ū)Ū ,

ceci donne

ϕ2D = −D + η(D)JŪ + η(JD) + η(η(D))η(Ū)Ū .
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Mais, d’après (3.2), JŪ = ξ. Il reste à montrer que η(JD) = 0 et η(Ū) = 0.
En fait, η(JD) = g(JD,ξ) = −g(D,Jξ) = g(D,Ū) = 0 car Ū⊥D. Donc
ϕ2D = −D + η(D)ξ.

(b) Montrons que η ◦ ϕ = 0.

Comme ϕD = JD+η(D)Ū , on a η(ϕD) = η(JD)+η(D)η(Ū). On vient
de voir que η(Ū) = 0 = η(JD). Dès lors

η(ϕD) = η(JD)

et η ◦ ϕ = 0.

(c) Vérifions que ϕξ = 0. De la relation ξ = JŪ, on tire ϕξ = ϕ(JŪ).
Mais ϕ(JŪ) = J(JŪ)+η(JŪ)Ū = −Ū +g(JŪ ,ξ)Ū . Par ailleurs, g(JŪ ,ξ) =
g(ξ,ξ) = 1 et partant ϕ(JŪ) = −Ū + Ū = 0, donc ϕξ = 0.

(d) On va vérifier que η(ξ) = 1. Etant donné que ξ = JŪ, on a
η(ξ) = g(JŪ ,JŪ) = g(Ū ,Ū) = 1.

(e) Il reste à montrer que g est une métrique compatible avec la structure
(ϕ,ξ,η). Comme dans les assertions qui précèdent, on va calculer g(ϕD,ϕE).
On a g(ϕD,ϕE) = g(JD + η(D)Ū ,JE + η(E)Ū)
=g(JD,JE) + g(η(D)Ū ,JE) + g(η(D)Ū ,η(E)Ū) + g(JD,η(E)Ū) dont le
dévéloppement donne = g(D,E) − η(D)η(E) + η(D)η(E) − η(D)η(E) qui
donne g(ϕD,ϕE) = g(D,E)− η(D)η(E). ¤

En notant par L la dérivée de Lie, on sait que

(LŪ ḡ)(D,E) = 2g(∇̄DŪ ,E) + 2g(∇̄EŪ ,D)

pour D,E ∈ χ(M̄).

Proposition 3.2. Soit (M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante
d’une variété presque hermitienne (M̄,ḡ,J). Alors on a:

(3.4) (∇̄DΩ̄)(E,G) = (∇Dφ)(E,G)−1
2(η(G)(LŪ ḡ)(D,E)−η(E)LŪ ḡ)(D,G));

(3.5) (∇̄JDΩ̄)(JE,G) = (∇ϕDφ)(ϕE,G)− 1
2η(G)(LŪ ḡ)(JD,JE);

(3.6) (η ◦ J)(D) = 0;
(3.7) δΩ̄(D) = δφ(D)+η(∇ξϕD)− 1

2η(D)((LŪ ḡ)(Ei,Ei)+2(LŪ ḡ)(JŪ,JŪ))
−η(Ei)(LŪ ḡ)(Ei,D),
dans laquelle Ei désigne un champ de vecteurs d’une J−base locale
d’un ouvert quelconque de M̄ ;

(3.8) δΩ̄(JD) = δφ(ϕD) + η(∇ξϕD).
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Démonstration. L’énoncé (3.4) est établi dans [2]. Pour l’énoncé (3.5),
on l’adapte à (3.4) en rappelant que η ◦ ϕ = 0.

En ce qui concerne (3.6), on l’a établi à la proposition 3.1.
Pour ce qui est de l’énoncé (3.7), on utlise la définition d’une sous-variété

semi-invariante et celle de la codifférentielle δΩ̄.
Comme η(JD) = 0, alors en remplaçant D par JD dans (3.7), on aura

la relation (3.8). ¤
Définissant une métrique riemannienne ḡo conforme avec la métrique ḡ

sur M̄ en posant
ḡo(D̄,Ē) = e2rḡ(D̄,Ē)

dans laquelle r est une fonction différentiable sur M̄×R telle que r(x,t) = t,
alors il est établi dans [4] que (ḡo,J) est une structure presque hermitienne
sur M̄ ; de ce fait, on notera par (M̄o,ḡo,J) la variété presque hermitienne
M̄ munie de la structure (ḡo,J). En outre on a
(3.9) (∇̄o

D̄
Ω̄o)(Ē,Ḡ) = e2r

{
(∇̄D̄φ̄)(Ē,Ḡ)− JĒ(r)ḡ(D̄,Ḡ)− Ē(r)φ̄(D̄,Ḡ)

}

+ e2r
{
Ḡ(r)φ̄(D̄,Ē) + JḠ(r)ḡ(D̄,Ē)

}
;

(3.10) δΩ̄o(D̄) = δφ̄(D̄) + 2(m− 1)JD̄(r).
En combinant (3.10) avec (3.8) et (3.6), on a

(3.11) δΩ̄oJ(D̄) = δφ̄(ϕD̄) + η(∇̄ξϕD̄)− 2(m− 1)D̄(r).

4. Sous-variétés des G1−variétés. Rappelons que dans [2], Chinea
a examiné le cas des sous-variétés semi-invariantes des variétés kählériennes,
nearly kählériennes, presque kählériennes et quasi kählériennes. Le cas des
sous-variétés semi-invariantes des variétés hermitiennes est traité dans [1].

Dans ce qui suit, nous n’étudions que les cas qui, à notre connaissance,
n’ont pas encore été abordés.

Proposition 4.1. Soit (M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante
d’une W3−variété. Alors la structure métrique presque de contact (g,ϕ,ξ,η)
sur M vérifie les relations

(4.1) (∇Dφ)(E,G)−(∇ϕDφ)(ϕE,G) = 1
2 [η(G)(LŪ ḡ)(D,E)−(LŪ ḡ)(JD,JE)−

η(E)(LŪ ḡ)(D,G)];
(4.2) δφ(D) = −η(∇ξϕD) + 1

2 [η(D)((LŪ ḡ)(Ei,Ei) + (LŪ ḡ)(JEi,JEi))]-
1
2 [η(Ei)(LŪ ḡ)(Ei,D) + (LŪ ḡ)(JŪ,JŪ)];

Démonstration. La relation (4.1) provient de la définition d’une W3-
variété et de l’énoncé (3.3) de la proposition 3.2.
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Quant à la relation (4.2), il suffit d’utiliser (3.7) sachant que δΩ̄ = 0. ¤

Corollaire 4.1. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si Ū est
parallèle et JŪ analytique, alors (M,g,ϕ,ξ,η) est une variété semi-cosym-
plectique normale.

Démonstration. En effet, sous ces conditions, les relations (4.1) et (4.2)
se transforment en

(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G) = 0

et
δφ = 0,

qui sont les relations définissant une structure semi-cosymplectique normale.¤

Proposition 4.2. Si M̄o est une W3−variété, alors la structure mé-
trique presque de contact sur M vérifie les relations suivantes.

(4.3) (∇Dφ)(E,G) = (∇ϕDφ)(ϕE,G)− 1
2η(G)(LŪ ḡ)(JD,JE);

(4.4) δφ(D) = −η(∇ξϕD) + 1
2 [η(D)((LŪ ḡ)(Ei,Ei) + (LŪ ḡ)(JEi,JEi))]-

1
2 [η(Ei)(LŪ ḡ)(Ei,D) + (LŪ ḡ)(JŪ ,JŪ)]− 2(m− 1)JD(r);

Démonstration.La relation (4.3) est obtenue en utilisant l’énoncé (3.4)
de la proposition 3.2 et de la relation (3.9).

Pour la relation (4.4), on combine (3.7) avec (3.10). ¤

Corollaire 4.2. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si Ū est
parallèle et JŪ analytique, alors la structure métrique presque de contact
fait de M une C3−variété.

Démonstration. Les conditions sur Ū et JŪ font que les relations (4.3)
et (4.4) se transforment en

(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G) = 0

et
δφ(D) = 0

qui sont les relations définissant une C3−variété [3]. ¤

Proposition 4.3. Si M̄ est une W1 ⊕ W3−variété, alors la structure
métrique presque de contact sur M vérifie les relations suivantes
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(4.5) (∇Dφ)(D,E)− (∇ϕDφ)(ϕD,E) = 1
2η(E)(LŪ ḡ)(D,D)

-12 {(LŪ ḡ)(JD,JD)− η(D)(LŪ ḡ)(D,E)} ;
(4.6) δφ(D) = η(D)(LŪ ḡ)(ξ,ξ) + 1

2η(D)((LŪ ḡ)(Ei,Ei) + (LŪ ḡ)(JEi,JEi))-
1
2η(Ei)((LŪ ḡ)(Ei,D)− η(∇ξϕD)).

Démonstration. Les relations de définition d’une W1 ⊕ W3−variété,
combinées à l’énoncé (3.4) de la proposition 3.2 donnent la preuve de (4.5).
Etant donné que δφ = 0, alors (4.4) conduit à (4.6). ¤

Corollaire 4.3. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si Ū est
parallèle et JŪ analytique, alors (M,g,ϕ,ξ,η) est une variété
G1−semi-cosymplectique.

Démonstration. Puisque Ū est parallèle, alors la relation (4.5) donne

(∇Dφ)(D,E)− (∇ϕDφ)(ϕD,E) = 0;

de même, la relation (4.6) se transforme en

δφ(D) = −η(∇ξϕD);

Si Ū est parallèle et JŪ analytique, alors∇ξϕD = 0 et, de ce fait, δφ(D) = 0.
On voit que les relations (4.5) et (4.6) donnent

(∇Dφ)(D,E)− (∇ϕDφ)(ϕD,E) = 0

et
δφ(D) = 0,

qui sont des relations définissant une structure G1−semi-cosymplectique.¤

Proposition 4.4. Si M̄o est une W1 ⊕W3−variété telle que Ū est pa-
rallèle, JŪ analytique et D(r) = 0, alors la structure métrique presque de
contact sur M vérifie les relations

(4.7) (∇Dφ)(D,E)− (∇ϕDφ)(ϕD,E) = 0, et
(4.8) δφ(D) = 0.

Démonstration. En adaptant la relation (4.3) à la définition d’une
W1 ⊕W3−variété et aux conditions imposées, on obtient la relation (4.7).

La relation (4.8) n’est rien d’autre que (4.6) sous l’effet des conditions
imposées ¤
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Proposition 4.5. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une W4−variété M̄. Si le champ de vecteurs Ū est parallèle et JŪ analytique,
alors la structure métrique presque de contact sur M vérifie la relation

(4.9) (∇Dφ)(E,G) = −1
2(m−1) {g(D,E)δφ(G)− g(D,G)δφ(E)}

+ 1
2(m−1) {φ(D,E)δφ(ϕG)− φ(D,G)δφ(ϕE)} .

Démonstration. Il suffit de prendre en compte la définition d’une
W4−variété et les conditions sur Ū et JŪ. ¤

Proposition 4.6. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une W1 ⊕W4−variété M̄. Si Ū est parallèle et JŪ est analytique, alors la
structure métrique presque de contact sur M vérifie la relation

(4.10) (∇Dφ)(D,E) = −1
2(m−1) {g(D,D)δφ(E)− g(D,E)δφ(D)}

+ −1
2(m−1) {φ(D,E)δφ(ϕD)} .

Démonstration. On procède comme à la proposition 4.5. ¤

Proposition 4.7. Si M̄ est une G1−variété, alors la structure métrique
presque de contact induite sur M vérifie la relation

(∇Dφ)(D,E)− (∇ϕDφ)(ϕD,E) = 0.

Démonstration. En combinant les relations (3.4) et (3.5) aux relations
de définition d’une G1−variété et tenant compte du fait que Ū est parallèle,
on a la preuve. ¤

5. Sous-variétés des G2−variétés
Proposition 5.1. Si M̄ est une W2 ⊕ W3−variété, alors la structure

métrique presque de contact induite sur M vérifie les relations suivantes

(5.1) σ {(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G)} = −1
2σ {η(G)(LŪ ḡ)(JD,JE)} ;

(5.2) δφ(D) = η(D)(LŪ ḡ)(ξ,ξ) + 1
2η(D)((LŪ ḡ)(Ei,Ei) + (LŪ ḡ)(JEi,JEi))-

1
2η(Ei)((LŪ ḡ)(Ei,D)− η(∇ξϕD)).

Démonstration. La relation (5.1) provient de la définition d’une
W1 ⊕ W3−variété et de la relation (4.1) de la proposition 4.1 et tenant
compte du fait que

(LŪ ḡ)(D,E) = (LŪ ḡ)(E,D);
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(LŪ ḡ)(E,G) = (LŪ ḡ)(G,E);
(LŪ ḡ)(G,D) = (LŪ ḡ)(D,G).

La relation (5.2) n’est rien d’autre que (4.6) de la proposition 4.3 étant
donné que δφ̄ = 0. ¤

Corollaire 5.1. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si Ū est
parallèle et JŪ analytique, alors la sous-variété semi-invariante M est une
variété G2−semi-cosymplectique.

Démonstration. On procède comme au corollaire 4.3. ¤

Proposition 5.2. Soit M une sous-variété plongée dans
une W2 ⊕ W3−variété M̄o. Si Ū est parallèle , JŪ analytique et r une
fonction telle que D(r) = 0, alors la structure métrique presque de contact
induite sur M vérifie les relations

(5.3) σ {(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G)} = 0;
(5.4) δφ = 0.

Démonstration. Comme δφ̄(D) = 0 et sous les conditions imposées,
alors la relation (4.4) se transforme en (4.8); la relation (5.4) n’est rien
d’autre que (4.8).

La relation (5.3) est établie en procédant comme à la proposition 4.4 en
utilisant l’énoncé (3.4) de la proposition 3.2. ¤

Proposition 5.3. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une W2 ⊕W4−variété M̄. Si Ū est parallèle et JŪ analytique, alors
(M,g,ϕ,ξ,η) est une variété presque trans-sasakienne.

Démonstration. Puisque Ū est parallèle, alors en recourant à l’énoncé
(3.4) de la proposition 3.2, on a
(5.5) (∇̄Dφ̄)(E,G) = (∇Dφ)(E,G).
Comme JŪ est analytique, alors ∇ξϕD = 0 et partant, on a
(5.6) δφ̄(JG) = δφ(ϕG).

On voit que les relations (5.5) et (5.6) permettent de tirer que
σ

{
(∇̄Dφ̄)(E,G)− 1

m−1 φ̄(D,E)δφ̄(JG)
}

=

σ
{

(∇Dφ)(E,G)− 1
m−1φ(D,E)δφ(ϕG)

}

dont on déduit
(5.7) σ

{
(∇Dφ)(E,G)− 1

m−1φ(D,E)δφ(ϕG)
}

= 0,
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qui est l’une des relations de définition d’une variété presque trans-sasakienne.
L’autre relation s’établit par simple calcul. ¤

Proposition 5.4. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une variété presque hermitienne. Si M̄ est une G2−variété, alors la structure
métrique presque de contact induite sur M vérifie la relation

(5.8) σ {(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G)} =−1
2σ {η(G)(LŪ ḡ)(JD,JE)} .

Démonstration. Entre une G2−variété et une W2 ⊕ W3−variété, la
différence réside en ceci qu’une G2−variété n’est pas définie au moyen de la
codifférentielle de la forme fondamentale. De ce fait, la relation (5.8) n’est
rien d’autre que (5.1). ¤

Corollaire 5.2. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si Ū est
parallèle et JŪ aussi, alors (M,g,ϕ,ξ,η) est une variété G2−sasakienne.

Démonstration. Comme Ū est parallèle, alors la relation (5.8) devient

σ {(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G)} = 0.

Etant donné que JŪ est aussi parallèle, on a ∇ϕDJŪ = 0; c’est-à-dire
∇ϕDξ = 0. Par ailleurs (∇ϕDη)G = g(G,∇ϕDξ). Donc (∇ϕDη)G = 0 qui
conduit à

σ {(∇Dφ)(E,G)− (∇ϕDφ)(ϕE,G)− η(E)(∇ϕDη)G} = 0

qui est la relation de définition d’une variété G2−sasakienne. ¤

6. Cas des variétés semi-kählériennes
Proposition 6.1. Soient (M̄,ḡ,J) une variété presque hermitienne et

(M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante plongée dans M̄.
Alors δΩ̄ = δφ si, et seulement si, Ū est parallèle et JŪ analytique.

Démonstration. Au regard de la relation (3.7), si Ū est parallèle, on
établit que

δΩ̄(D) = δφ(D) + η(∇ξϕD).

Si de plus JŪ est analytique, on a ∇ξϕD = 0 comme au corollaire 4.3. Dans
ce cas on a la preuve. ¤

Proposition 6.2. Soient (M̄,ḡ,J) une variété presque hermitienne et
(M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante plongée dans M̄. Si δΩ̄ = 0,
alors δφ = 0 si, et seulement si Ū est parallèle et JŪ analytique.
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Démonstration. Comme à la proposition ci-dessus, δΩ̄(D) = δφ(D) si,
et seulement si, Ū est parallèle et JŪ analytique; il est clair que si, δΩ̄ = 0
alors δφ = 0 si et seulement si Ū est parallèle et JŪ est analytique. ¤

Proposition 6.3. Soient (M̄,ḡ,J) et (M̄o,ḡo,J) deux variétés presque
hermitiennes conformes. Soit (M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante
plongée dans M̄. Si on a D̄(r) = 0, alors les énoncés suivants sont vrais.

(a) δΩ̄o(D) = δΩ̄(D̄);
(b) δΩ̄o(JD) = δφ(ϕD) si, et seulement si, JŪ est analytique.

Démonstration. Comme D̄(r) = 0, alors (3.10) donne la preuve de (a).
Pour la même raison, la relation (3.11) devient

δΩ̄o(JD) = δφ(ϕD) + η(∇ξϕD).

Mais, JŪ étant analytique on a ∇ξϕD = 0 et ceci donne la preuve de (b).¤

7. Cas des W1⊕W2⊕W4−variétés. Suivant le diagramme de Gray-
Hervella [4], il ressort que
les W1 ⊕W2 ⊕W4−variétés ont comme principales sous-classes:

(1) les variétés quasi kählériennes, déjà examinées par Chinea dans [2];
(2) les W1 ⊕ W4 et W2 ⊕ W4−variétés que nous avons examinées aux

propositions 4.6 et 5.3 respectivement.
Nous n’allons traiter que le seul cas des sous-variétés semi-invariantes

des W1 ⊕W2 ⊕W4−variétés.
Proposition 7.1. Soit (M,g,ϕ,ξ,η) une sous-variété semi-invariante

d’une variété presque hermitienne (M̄,ḡ,J). Si cette dernière est une
W1 ⊕W2 ⊕W4−variété, alors (M,g,ϕ,ξ,η) est quasi trans-sasakienne si, et
seulement si, Ū est parallèle et JŪ est analytique.

Démonstration.On peut procéder comme aux propositions 6.1 et 6.3.¤
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