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1. Introduction. L’étude des sous-variétés semi-invariantes d’une
variété presque complexe fut initiée par BLAIR, LUDDEN et YANO dans [1].
Leur emboitant les pas, CHINEA obtiendra dans [2], une classification des
sous-variétés semi-invariantes des variétés quasi kdhlériennes.

Dans [8] et [9], il est établi que, pour certains types des submersions
riemanniennes, les fibres sont des sous-variétés semi-invariantes de ’espace
total de fibration.

Le but de ce papier est de faire ressortir, sur des sous-variétés semi-
invariantes, des structures presque de contact qui y sont induites.

Ce texte est organisé de la maniére suivante.

Le §2 consiste en des rappels des variétés qui interviendront dans cette
étude.

Au §3, nous faisons un survol des généralités sur les sous-variétés semi-
invariantes. On sait que certaines sous-classes des variétés presque hermi-
tiennes sont définies au moyen de la codifférentielle 6§2 de la 2—forme fonda-
mentale €2, de Kéhler; tel est le cas des W3, Wo@®W3, Wy ou Wo@Wy-variétés.
Pour cette raison, nous établissons une relation entre la codifférentielle de la
forme fondamentale de la variété et celle de la sous-variété semi-invariante.
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Le §4 est consacré a la classification des sous-variétés semi-invariantes
des G1—variétés. Nous y avons décélé des relations de définition que nous
n’avons pas pu situer dans la classification de OUBINA [5]. C’est notamment
le cas des relations obtenues aux propositions 4.4, 4.5 et 4.6 que 1'on pourrait,
peut-étre, trouver dans le schéma de CHINEA-GONZALEZ [3].

Au §5, nous examinons les sous-variétés semi-invariantes des Go—variétés.
Nous y relevons également des relations de définition, par exemple celles éta-
blies a la proposition 5.2, qui n’apparaissent pas dans [5].

Le §6 est destiné au cas des variétés semi-kéhlériennes dont les sous-
variétés semi-invariantes sont semi-cosymplectiques si, et seulement si, JU
est analytique.

Le dernier paragraphe, §7, destiné aux sous-variétés des Wy & Wy @
Wy—variétés nous rameéne a la structure quasi-trans-sasakienne.

2. Préliminaires. Rappelons qu’une variété presque hermitienne est
la donnée d’un triplet (M,g,J) qui vérifie les conditions suivantes:

(a) (M,g) est une variété riemannienne;

(b) J est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M tel que
J*D = —D;

(c) g(JD,JE) =g(D,E),VD,.E € x (M).
Sur une variété presque hermitienne il existe une 2-forme différentielle notée
Q, appelée forme fondamentale ou forme de Kdhler, définie par

Q(D,E) = g(D,JE).

Un champ de tenseurs qui intervient assez souvent dans I’étude de ces va-
riétés est le tenseur de Nijenhuis de la structure presque complexe J. Il est
de type (1,2) noté N et défini par

N;(D,E)=[D,E|+ J[JD,E|+ J[D,JE] — [JD,JE].
Soit {E1,...,.En,JE1,...,JE,;} une J-base locale d'un ouvert

quelconque de M. La codifférentielle 0€) est définie par

m

(21)  6Q(D)=-> {(VEQ) (E.D)+ (V,eQ)(JE;,D}).
=1
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Dans [4], GRAY et HERVELLA ont établi une classification compléte des
variétés presque hermitiennes. Nous reprenons les relations de définition des
classes qui pourront nous servir par la suite.

On dit qu’une variété presque hermitienne (M,g,J) est:

(1) une Ws-variété si 6Q = 0 = N; ou encore
(Vo) (B.G) — (Vp®) (JE,G) = 0 = 69
(2) une Wy @ Wi-variété si (VpQ)(D,E) — (VipQUJD,E) =0 =6
(3) une Wy @ Ws-variété si
o {(VpQ) (E,G) - (VypQ) (JE,G)} = 0= 08
(4) localement conformément kihlérienne (Wy-variété) si
(VD) (B,G) = 5504y {9 (D.E) 6Q(G) — g (D,G) 62 (JG)};
(5) une Wy @ Wy-variété si
(Vo) (D,E) =
st {9 (D.D) 00(E) — g (D.E) 52 (D) — g (JD.E) 62 (JD)}:
(6) localement conformément presque kdahlérienne (Wy @ Wy-variété) si
dQ = wA6 ou encore o {(VDQ) (E,G) — -LQ(D,E) 6Q (JG)} =0;
(7) une Gi-variété (W1 & Ws & Wy-variété) si
(VpQ) (D,E) — (VjpQ) (JD,E) = 0 ou bien
9Ny (D,E),D) = 0;
(8) une Ga-variété (Wy & W3 & Wy-variété) si
c{(VpQ) (E,G) — (V;pQ) (JE,G)} = 0 ou bien
o{g(N;s(D,E),JG)} =0.
(9) semi-kdhlérienne (W1 & Wa @ Wa-variété) si 02 = 0,
(10) une Wy @ Wy @ Wy-variété si
(VDQ) (E’G) + (VJDQ) (JEvG) =
w1 19 (D,E) 692(G) — g (D,G) 6 (E)}
+ =L {—g(D,JE)Q(JG) + g(D,JG)6Q (JE)};

Soit M une variété différentiable de dimension impaire, que nous note-
rons par 2m+ 1. Une structure presque de contact sur M est la donnée d’un
triplet (¢,£,n) soumis aux conditions suivantes:

(a) £ est un champ de vecteurs caractéristique sur M,
(b) n est une 1-forme différentielle sur M telle que n (§) =1, et

(¢) ¢ est un champ de tenseurs de type (1,1) vérifiant
¢’D=-D+n(D)¢ VD e x(M).
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Si de plus, M posséde un tenseur métrique riemannienne g tel que

g(pD.pE)=g(D,E)—n(D)n(E),

on dit que g est une métrique compatible et dans ce cas, le quintuplet
(M,g,0,£,m) est appelé une variété métrique presque de contact |6]. Comme
dans le cas des variétés presque hermitiennes, les variétés métriques presque
de contact ont également une 2— forme différentielle, notée ¢ , appelée forme
fondamentale ou forme de Sasaki définie par

Qb(D’E) :g(D,(pE).

Dans [7], SASAKI et HATAKEYAMA ont défini deux champs de tenseurs
N et N® de type (0,2) par

NW(D,E) = N, (D,E) + 2dn (D,E) ¢,

N®(D,E) = (Lopn) E — (Lorn) D,

dans lequel IV, désigne le tenseur de Nijenhuis de ¢ tandis que £ désigne la
dérivée de Lie. Lorsque N = 0, on dit que la variété métrique presque de
contact est normale et dans ce cas N@ = 0.

Si on note par {E1, ..., En,pE1, ..., pEy,, } une ¢-base locale d’'un ou-
vert quelconque de M, alors les codifférentielles de ¢ et de n sont définies
respectivement par

(22) 6¢ (D) = =Y _{(VE) (Ei,D) + (Vyr,¢) (¢Ei,D)} — (Ved) (€,D);
=1
(2.3) on=—=> {(Ven) Ei+ (Vern) ¢Ei} .
=1

De la classification de OUBINA [5], nous reprenons les relations de défi-
nition des classes qui sont déja identifiées et qui interviendront dans cette
étude. On dit qu'une variété métrique presque de contact est:

(1) semi-cosymplectique si d¢p = 0 = In;

(2) semi-cosymplectique normale si 6¢ = 0 = on = N1,

(3) G1-semi-cosymplectique si elle est semi-cosymplectique et que
(Vpp) D = (Vyepp) D +n (D) (VepE) = 0;
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(4) Go-semi-cosymplectique si elle est semi-cosymplectique et que
c{(Vp9) (E.G) = (Vepo) (9E.G) — n(E) (Vepn) G} = 0;
(5) Gi—sasakienne si (Vpy) D — (Vyopp) oD + 1 (D) (Vep€) = 0;
(6) Ga—sasakienne si
o {(Vpo) (E,G) = (Vop9) (¢E.G) =1 (E) (Vepn) G} = 0;
(7) presque trans-sasakienne si
dp = ¢ Nw et dn = 5 {36 (§) o — 20 A @™ (30)};
(8) quasi-trans-sasakienne si
(VDo) (E,G) + (Vepd)(9E.G) + n(E)(Vyepn)G =
— 0 {9(D.E)6p(G) — g(D,G)3)(E) — g(D.pE)(5¢(pG) — n(G)dn)}
- 19(D9G)(66(pE) — n(E)dn)} ;

3. Généralités. Soient (M,g,J) une variété presque hermitienne et
M une sous-variété plongée dans M. Par la suite on supposera qu’il existe
un champ de vecteurs unitaire U de M othogonal a M.

Définition 3.1. ([1]) On dit que la sous-variété M est semi-invariante
par rapport a U si les conditions suivantes sont vérifiées

(3.1) JD = oD — n(D)U pour D € x(M),
(3.2) € = JU/M, et
(3.3) U n’est jamais tangent a M,

dans lesquelles @D est la composante tangentielle de JD a M.

Proposition 3.1. ([1]) Si M est une sous-variété semi-invariante d’une

variété presque hermitienne (M,g,J), alors (M,g,0,&,m) est une variété mé-
trique presque de contact.

Démonstration. On va montrer que (g,,£,m7) est une structure mé-
trique presque de contact. En d’autres termes qu’elle vérifie les propriétés
classiques bien connues.

(a) D’aprés (3.1), on a D = JD + n(D)U qui conduit &

©’D = J(JD +n(D)U) 4+ n(JD +n(D)U)U,

ceci donne

©’D = —D +n(D)JU +n(JD) + n(n(D))n(0)U.
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Mais, d’aprés (3.2), JU = £. 1l reste & montrer que n(JD) = 0 et n(U) = 0.
En fait, n(JD) = g(JD,f) = —g(D,J§) = g(D,U) = 0 car ULD. Donc
42D = D + n(D)E.

(b) Montrons que no ¢ = 0.

Comme @D = JD+n(D)U, on an(eD) = n(JD)+n(D)n(U). On vient

de voir que n(U) = 0 = n(JD). Dés lors

n(eD) =n(JD)

et oy =0.

(c) Vérifions que p& = 0. De la relation ¢ = JU, on tire o = ¢(JU).
Mais p(JU) = J(JU)+n(JU)U = —U +g(JU £)U. Par ailleurs, g(JU &) =
g(£,6) =1 et partant p(JU) = —U + U = 0, donc o€ = 0.

(d) On va vérifier que 7(¢) = 1. Etant donné que ¢ = JU, on a
n(§) =g(JU,JU) = g(UU) = 1.

(e) Il reste & montrer que g est une métrique compatible avec la structure
(p,&,m). Comme dans les assertions qui précédent, on va calculer g(¢D,pFE).
On a g(¢D,pE) = g(JD +n(D)U,JE +n(E)U)
=g(JD,JE) 4+ g(n(D)U,JE) + g(n(D)U n(E)U) + g(JDn(E)U) dont le
dévéloppement donne = g(D,E) — n(D)n(E) + n(D)n(E) — n(D)n(E) qui
donne g(pD,¢FE) = g(D,E) — n(D)n(E). O

En notant par £ la dérivée de Lie, on sait que

(Lg9)(D,E) =29(VpU,E) + 29(VgU,D)

pour D.E € x(M).

Proposition 3.2. Soit (M,g,0,&,n) une sous-variété semi-invariante
d’une variété presque hermitienne (M,g,J). Alors on a:

(VDQ)(E,G) = (VDo) (E,G)—5(1(G)(Lyg)(D,E)~n(E)Lyg)(D,G));
(VipQ)(JE,G) = (Vep¢)(9E,G) — §n(G)(Lyg)(JD,JE);
(noJ)(D) = 0;

3Q(D) = 6¢(D)+1(VewD) —5n(D)(Lgg)(Ei,Ei) +2(Lyg)(JU,JU))
—n(Ei)(L9)(Ei, D),

dans laquelle F; désigne un champ de vecteurs d’une J—base locale
d’un ouvert quelconque de M;

(3.8) 60(JD) = 86(pD) + n(VepD).
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Démonstration. L’énoncé (3.4) est établi dans [2|. Pour I’énoncé (3.5),
on 'adapte a (3.4) en rappelant que o ¢ = 0.

En ce qui concerne (3.6), on I’a établi a la proposition 3.1.

Pour ce qui est de ’énoncé (3.7), on utlise la définition d’une sous-variété
semi-invariante et celle de la codifférentielle 5.

Comme 7n(JD) = 0, alors en remplacant D par JD dans (3.7), on aura
la relation (3.8). O

Définissant une métrique riemannienne ¢g° conforme avec la métrique g
sur M en posant

g_o(D,E) = egrg(DvE)

dans laquelle 7 est une fonction différentiable sur M x R telle que 7(x,t) = ¢,
alors il est établi dans [4] que (g°,J) est une structure presque hermitienne
sur M; de ce fait, on notera par (M?°,5°,.J) la variété presque hermitienne
M munie de la structure (g°,J). En outre on a

+e* {G(r)¢(D,E) + JG(r)g(D,E)} ;
(3.10) 6Q°(D) = §¢(D) + 2(m — 1)JD(r).

En combinant (3.10) avec (3.8) et (3.6), on a
(3.11) 6Q°J(D) = 6¢(¢D) + n(VepD) — 2(m — 1)D(r).

4. Sous-variétés des G —variétés. Rappelons que dans [2], CHINEA
a examiné le cas des sous-variétés semi-invariantes des variétés kiahlériennes,
nearly kdhlériennes, presque kdhlériennes et quasi kdhlériennes. Le cas des
sous-variétés semi-invariantes des variétés hermitiennes est traité dans [1].

Dans ce qui suit, nous n’étudions que les cas qui, & notre connaissance,
n’ont pas encore été abordés.

Proposition 4.1. Soit (M,g,p,£,n) une sous-variété semi-invariante
d’une Ws—variété. Alors la structure métrique presque de contact (g,p,£,n)
sur M wvérifie les relations

(4.1) (Vpo)(E,G)~(Vepd)(pE.G) = 3[n(G)(Lyg)(D.E)~(Lyg)(JD,JE)~
n(E)(Lyg)(D,G)];

(4.2) 66(D) = —n(VewD) + 3[0(D)(Lgg) (i i) + (Lgg)(J Er, T )l
3n(E:)(Lyg)(Ei,D) + (Lgg)(JU,JU)];

Démonstration. La relation (4.1) provient de la définition d’'une W3-
variété et de I’énoncé (3.3) de la proposition 3.2.
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Quant & la relation (4.2), il suffit d’utiliser (3.7) sachant que 62 = 0. O

Corollaire 4.1. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si U est
paralléle et JU analytique, alors (M,g,p,£,m) est une variété semi-cosym-
plectique normale.

Démonstration. En effet, sous ces conditions, les relations (4.1) et (4.2)
se transforment en

(VD(b)(EaG) - (V<PD¢)(90E7G) =0
et
0¢ =0,
qui sont les relations définissant une structure semi-cosymplectique normale.[]

Proposition 4.2. Si M° est une Wi—variété, alors la structure mé-
trique presque de contact sur M wvérifie les relations suivantes.

(4.3) (VDpo)(E,G) = (Vepo)(9E,G) — 5n(G)(Lyg)(JD,JE);
(4.4) 66(D) = —n(VewD) + 5[0(D)(Lgg)(Ei Bi) + (Lgg)(JEi, T E;))]-
3(E:)(Lyg)(Ei,D) + (Lgg)(JU,JU)] = 2(m — 1)J D(r);

Démonstration.La relation (4.3) est obtenue en utilisant I’énoncé (3.4)
de la proposition 3.2 et de la relation (3.9).
Pour la relation (4.4), on combine (3.7) avec (3.10). O

Corollaire 4.2. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si U est
parallele et JU analytique, alors la structure métrique presque de contact
fait de M une C3—variété.

Démonstration. Les conditions sur U et JU font que les relations (4.3)
et (4.4) se transforment en

(VDo) (E,G) = (Vop¢)(¢E,G) =0

et
dop(D) =0

qui sont les relations définissant une Cs—variété [3]. O

Proposition 4.3. Si M est une Wy © Ws—uvariété, alors la structure
métrique presque de contact sur M vérifie les relations suivantes
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(4.5) (Vpd)(D,E) = (Vopd)(9D,E) = 3n(E)(Ly9)(D.D)
-3 {(Ly 5)(JD.JD) - ()(ﬁyg)(DE)}

(4.6) 66(D) = n(D)(Lg)(&:€) + 3n(D)(Lyg)(Ei Bi) + (Lgg)(JEi JEr))-
(B (Lo9) (D) — 1(VepD)).

Démonstration. Les relations de définition d’'une W7 @& W3—variété,
combinées a 1’énoncé (3.4) de la proposition 3.2 donnent la preuve de (4.5).
Etant donné que d¢ = 0, alors (4.4) conduit & (4.6). O

Corollaire 4.3. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si U est
paralléle et JU analytique, alors (M,g,p,6,m) est une variété
G1—semi-cosymplectique.

Démonstration. Puisque U est paralléle, alors la relation (4.5) donne

(VD¢)(D7E) - (VLPDQS)(QOD’E) = 0;

de méme, la relation (4.6) se transforme en

6p(D) = —n(VepD);

Si U est paralléle et JU analytique, alors VepD = 0 et, de ce fait, d¢(D) = 0.
On voit que les relations (4.5) et (4.6) donnent

(Vo) (D,E) = (Vepo)(¢D,E) =0

et
56(D) =

qui sont des relations définissant une structure GG1—semi-cosymplectique. ]

Proposition 4.4. Si M° est une Wy ® Ws—uvariété telle que U est pa-
ralléle, JU analytique et D(r) = 0, alors la structure métrique presque de
contact sur M vérifie les relations

(4'7) (VD¢)(D7E) - (VQOD@Z))(SDDvE) =0, et
(48) 56(D) =

Démonstration. En adaptant la relation (4.3) a la définition d’une
W1 @ Ws—variété et aux conditions imposées, on obtient la relation (4.7).

La relation (4.8) n’est rien d’autre que (4.6) sous 'effet des conditions
imposées O
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Proposition 4.5. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une Wy—wvariété M. Si le champ de vecteurs U est paralléle et JU analytique,
alors la structure métrique presque de contact sur M vérifie la relation

(4.9) (VD¢)(E G) = gty 19(D.E)36(G) — 9(D,G)36(E)}
+ 5y 10D, E)5¢(<PG) O(D,G)I¢(pE)}.

Démonstration. Il suffit de prendre en compte la définition d’une
W4—variété et les conditions sur U et JU. O

Proposition 4.6. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une Wi @ Wy—wvariété M. Si U est paralléle et JU est analytique, alors la
structure métrique presque de contact sur M vérifie la relation

(4.10) (qus)(D E) = 543y {9(D,D)36(E) — 9(D.E)3$(D)}
+ a1y 12(D; E)5¢(<PD)}

Démonstration. On procéde comme & la proposition 4.5. (Il

Proposition 4.7. Si M est une G1—wvariété, alors la structure métrique
presque de contact induite sur M vérifie la relation

(VD¢)(D7E) - (V@D¢)(90DaE) =0.

Démonstration. En combinant les relations (3.4) et (3.5) aux relations
de définition d’une G1—variété et tenant compte du fait que U est paralléle,
on a la preuve. O

5. Sous-variétés des Go9—variétés

Proposition 5.1. Si M est une Wo @ Ws—variété, alors la structure
métrique presque de contact induite sur M vérifie les relations suivantes

(5.1) o {(VD®)(E,G) — (Vepd)(9E,G)} = =10 {n(G)(Ly3)(JD,JE)};
(5.2) 0¢(D) = n(D)(Lyg)(€,€) + 5n(D)(Lyd)(Ei Ei) + (Lg)(JEi, JE;))-
In(E:)(Lgg)(Ei,D) — n(VewD)).

Démonstration. La relation (5.1) provient de la définition d’une
Wy @ Ws—variété et de la relation (4.1) de la proposition 4.1 et tenant
compte du fait que

(L59)(D,E) = (Lyg)(E,D);
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(Lp9)(E,G) = (Lgg)(G,E);

(Lgg)(G.D) = (Lyg)(D,G).
La relation (5.2) n’est rien d’autre que (4.6) de la proposition 4.3 étant
donné que 6¢ = 0. O

Corollaire 5.1. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si U est
paralléle et JU analytique, alors la sous-variété semi-invariante M est une
variété Go—semi-cosymplectique.

Démonstration. On procéde comme au corollaire 4.3. U

Proposition 5.2. Soit M une sous-variété plongée dans
une Wy ® Wi—wariété M°. Si U est paralléle , JU analytique et v une
fonction telle que D(r) = 0, alors la structure métrique presque de contact
induite sur M vérifie les relations

(5.3) o {(VDP)(E.G) = (Vopd)(9E,G)} = 0;
(5.4) 8¢ = 0.

Démonstration. Comme §¢(D) = 0 et sous les conditions imposées,
alors la relation (4.4) se transforme en (4.8); la relation (5.4) n’est rien
d’autre que (4.8).

La relation (5.3) est établie en procédant comme a la proposition 4.4 en
utilisant I’énoncé (3.4) de la proposition 3.2. O

Proposition 5.3. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une Wo @ Wy—wariété M. St U est paralléle et JU analytique, alors
(M,g,0,£,m) est une variété presque trans-sasakienne.

Démonstration. Puisque U est paralléle, alors en recourant & ’énoncé
(3.4) de la proposition 3.2, on a

(5.5) (Vpo)(E,G) = (Vp)(E,G).

Comme JU est analytique, alors VepD = 0 et partant, on a

(5.6) 36(JG) = 36(¢G).
On voit que les relations (5.5) et (5.6) permettent de tirer que
o {(VDO)(E.G) - 7556(D.E)s6(IG) b =

o {(VDO)(E.G) — 516(D.E)io(¢G) }
dont on déduit

(5:7) o {(VDo)(E,G) — 7i76(D.E)Ig(¢G) | =0,
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qui est I'une des relations de définition d’une variété presque trans-sasakienne.
L’autre relation s’établit par simple calcul. O

Proposition 5.4. Soit M une sous-variété semi-invariante plongée dans
une variété presque hermitienne. Si M est une Go—wvariété, alors la structure
métrique presque de contact induite sur M vérifie la relation

(5.8) o {(VDO)(E,G) = (Vppd)(0E,G)} =—350 {n(G)(Lyg)(JD,JE)}.

Démonstration. Entre une Go—variété et une Wo @ Wy—variété, la
différence réside en ceci qu'une Go—variété n’est pas définie au moyen de la
codifférentielle de la forme fondamentale. De ce fait, la relation (5.8) n’est
rien d’autre que (5.1). O

Corollaire 5.2. Sous les conditions de la proposition ci-dessus, si U est
paralléle et JU aussi, alors (M,g,p,6,m) est une variété Go—sasakienne.

Démonstration. Comme U est paralléle, alors la relation (5.8) devient

o {(VDo)(E,G) = (Vop¢)(¢E,G)} = 0.

Etant donné que JU est aussi paralléle, on a V@DJU = 0; c’est-a-dire
Vepé = 0. Par ailleurs (V,pn)G = g(G,Vyp€). Done (V,pn)G = 0 qui

conduit &
o {(Vpo)(E,G) = (Vyep9)(pE,G) — n(E)(Vepn)G}t =0

qui est la relation de définition d’une variété Gy—sasakienne. O

6. Cas des variétés semi-kahlériennes

Proposition 6.1. Soient (M,g,J) une variété presque hermitienne et
(M,g,0,£,m) une sous-variété semi-invariante plongée dans M.

Alors 6Q = 6¢ si, et seulement si, U est paralléle et JU analytique.

Démonstration. Au regard de la relation (3.7), si U est paralléle, on
établit que
0Q(D) = d¢(D) + n(VepD).
Si de plus JU est analytique, on a VepD = 0 comme au corollaire 4.3. Dans
ce cas on a la preuve. O

Proposition 6.2. Soient (M,g,J) une variété presque hermitienne et
(M,g,0,£,m) une sous-variété semi-invariante plongée dans M. Si 60Q = 0,
alors 0¢ = 0 si, et seulement si U est paralléle et JU analytique.
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Démonstration. Comme & la proposition ci-dessus, 6Q(D) = §¢(D) si
et seulement si, U est paralléle et JU analytique; il est clair que si, 62 =0
alors d¢ = 0 si et seulement si U est paralléle et JU est analytique. U

Proposition 6.3. Soient (M,g,J) et (M°,g°,J) deuz variétés presque
hermitiennes conformes. Soit (M,g,p,6,n) une sous-variété semi-invariante
plongée dans M. Si on a D(r) = 0, alors les énoncés suivants sont vrais.

(a) 0Q°(D) = 0Q(D);
(b) 6Q°(JD) = §¢(D) si, et seulement si, JU est analytique.

Démonstration. Comme D(r) = 0, alors (3.10) donne la preuve de (a).
Pour la méme raison, la relation (3.11) devient

5Q°(JD) = 6¢(oD) +n(VepD).

Mais, JU étant analytique on a VepD =0 et ceci donne la preuve de (b).00

7. Cas des W1 & Wy @ Wy—variétés. Suivant le diagramme de Gray-
Hervella [4], il ressort que
les W1 @ Wy @ Wy—variétés ont comme principales sous-classes:

(1) les variétés quasi kéhlériennes, déja examinées par Chinea dans [2|;

(2) les W1 & Wy et W @ Wy—variétés que nous avons examinées aux
propositions 4.6 et 5.3 respectivement.

Nous n’allons traiter que le seul cas des sous-variétés semi-invariantes

des W1 @ Wy & Wy—variétés.

Proposition 7.1. Soit (M,g,p,£,n) une sous-variété semi-invariante
d’une variété presque hermitienne (M,g,J). Si cette derniére est une
Wy @ Wy @ Wy—variété, alors (M,g,p,6,n) est quasi trans-sasakienne si, et
seulement si, U est paralléle et JU est analytique.

Démonstration. On peut procéder comme aux propositions 6.1 et 6.3.0J
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