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Abstract. Starting from Naghdi’s bidimensional shell model we build first a mixed
variational formulation that gives directly the equilibrium equation of the shell’s trans-
verse shear. In order to build the discrete formulation, we also consider an approximation
of the map describing the geometry of the shell. Existence and uniqueness of the solution
of the continuous and discrete problems are proven. Error estimations are established at
the end.
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1. Introduction

On considere le modele bidimensionel de Naghdi et on construit une for-
mulation variationnelle mixte qui dualise le cisaillement transverse, tan-
dis que leffort membranaire et le moment de flexion sont des tenseurs
symétriques avec des composantes L?. La théorie générale de Babuska-
Brezzi (voir [4]) pour les formulations mixtes, mais adaptée au cas par-
ticulier qu’on traite: trois équations d’équilibre en interaction et quantitées
dépendantes de la géométrie de la carte ¢ - qui décrit la géométrie de la sur-
face moyenne de la coque - nous aide a prouver I’existence et 'unicité de la
solution du probléme continu. Pour avoir une solution unique du probleme
discret on a besoin, en supposant que la carte ¢ est connue, d’un parametre
h de discretisation petit et aussi de plus de régularité sur le probleme aux-
iliaire, celui qui nous conduit a I'obtention de la condition inf — sup .
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Il faut noter que la condition inf — sup en discret est obtenue, sous cette
hypothese, avec I’aide des proprietes de I'interpolé équilibre prouvées en [1],
celles de la projection L? sur 'espace des polynomes (voir [5]) et en utilisant
le Lemme 5.5 de NECAS (voir [6]). Egalément, on a besoin d’une régularité
C? de la carte ¢, la méme démandée pour établir I’existence et 1'unicité de
la solution du probleme primal de départ.

Comme I’établisement de la nécéssaire condition de Babuska-Brezzi pour
la nouvelle formulation discrete passe par la condition de compatibilité entre
les deux espaces continues, cette régularité sur la carte ¢ doit étre gardée,
méme si pour la carte approchée la régularité C? locale suffit.

2. Le probléme continu

Par la suite, les lettres grecques (sauf €) prennent leurs valeurs dans
I’ensemble d’indices et d’exposants {1, 2} et celles latines les prennent dans
I'ensemble {1,2,3}. On utilise la convention de sommation des indices
répétés.

On considére une coque élastique, constituée d’un materiau homogene
et isotrope et encastrée sur tout son bord lateral.

La derivation covariante par rapport a la metrique aqg est notée par |
et la dérivation clasique par une virgule.

On pose:

14+v 14+ v 2v
Ja3p3 = ﬁaaﬂ; Jappo = ﬁ Ao pdBo + QaoQBp — maaﬂapa ;

1
Yap() = 5 (a |5 +15 o) = bagns;
1 1 1,
Xap(1:7) = 5 (ra |g +75 |a) = 5b6(0p |5 —=bpsms) = 5061 |a —baons)-
T= (3727@); X = (€3, (Ca)1<a<2s (Sa)i1<a<2); R= (131,!32753);

Y = (13, (Ma)1<a<2; (Ta)1<a<2); W = H(div;w) X [LQ(W)Kf x [L?(w)]

M = L*(w) x [H}()]* % [H@)]*;

4 .

s )

A(T,R) = / dw

w

1 1 1
Z193 s RS — dw—i—/nO"Bg R5°
€ a3f3 it Va w € afpo it

3 B s 1
= RP — dw:
+/w53m Jappo 3 NG w;

1
Va
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B(RY) =3 / divR nzdw — o / RPWEn,dw — = / R$3rdw
2/, ~1 2 Jo 2/,
_/Rgﬂ%z,@(Y)dw—/Rgﬂxag(Y)dw;
w w
HW:/ﬁwﬁm;
w
Le probléme continu s’écrit alors sous la forme:

trouver T'e W, X € M tels que :
(1) VRe W,A(T,R)+ B(R,X)=0
VY € M,B(T,Y)=—-F(Y).

Concernant l’existence et 1'unicité de la solution du probleme (1), on se
raporte au Théoreme 1 de [9].

Il faut noter que le probléme primal associé au probleme (1) admet une
solution et une seule d’aprés BERNADOU, CIARLET ET MIARA (voir [3]) et
BERNADOU (voir [2]).

3. Le probléeme discret

On suppose 'ouvert w convexe et polygonal, de telle sorte que w =
Urer, T, out Tp, est une triangulation réguliere au sens de Ciarlet [5]. On

_)
note par (a))lgigg une base fixe dans R® et par (e')1<i<3 la base duale
associée. L’interpolé de la carte ¢ est désigné par Oy et la carte approchée
par @y, i.e.:

= . =
©n = @ine';0in = Opp;,: 1 <i < 3; ¢ = e,

En supposant que ¢y, est de classe C? sur chaque T' € Tj, on définit la
géométrie de la coque approchée, c’est a dire par rapport a la carte ¢p au
lieu de ¢. On note ces quantités avec un indice h en bas et on désigne par
Oy, = (T, Pr, ) )n espace d’éléments finis associé a la carte ¢.

Ainsi, en supposant que sur chaque T € T on a ¢, de classe C2, on
pose Sy, = pp(w) et on peut définir:

a_hot:@h,a71§a§2

y —
a—>h _ ahlxahg
= ==

3 lani xan3|

—

—
— 4
AhaB = Qhga = ne - ang; a"*P = ah - o"
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bhoz/a’ = bhﬂa = a_h3> : a_hﬂ)aa: _%) m s
bfa = ahﬁpbhﬂa
ChaB = ChBa = Vhobhps = bhapbhg

ap, = det(anag) R
Thas = Thpa = al '@aa = a" - Gpa.p

m = pho Ohoy = Vha @ ahe

Vhalng = vhmﬁ ~T s Vhp
ha hp
Ihy = o %55 tlhg, v

1+v
Gha3p3 = 1E Ahafs

1+v 2v
Ghappo =~ | Ghap@hpo + ahacngp — 10 T QhaBhpo

Ensuite, on considere les espaces d’éléments finis suivats:

Wiy = Whi X Wha X Wha C W; My, = My, X Mys X Myy C M;

Wiy = {Rh € H(div;w);VT € 77L,Rh S Dk+1}§

Wiy = {}N?ih € [Lz(w)]j;VT € ﬁzyljh IT€ [Pk]g} ;

My = {nn € LA(w);VT € Thymn 7€ Pi} s

My = {R € [H})]" VT € Ta. R |r€ [Pen)’}
ol D41 est Pespace de Raviart et Thomas d’ordre k + 1 et Py 'espace des
polynémes de degré au plus égal & k (voir [7]).

On définit les deux formes bilinéaires Ap(.,.) et By(.,.) et la forme
linéaire FJ,(.) par:

w(Th, Rp) = Z/th gha3B3Rh1 /7d

TeT,
1
+ Z/ nh ghaﬂpthQr dT
TeT;
+ / S o R —— dT
TET vV ah

Fp(Yn) = Z/pmmde

TeT,
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Bi(Rp,Y3) = Z / dwR nhgdw— -
TET TGT

-5 Z / Rp$rpadw — Z / Ry [ (Mo |ns +1ms ha) — bhaﬁnh?)] dT

TG’T T€eTh

/ R bzanthT

-) / 13 [ (Tha g 718 |na) = 55 (hp Ins bhpﬁnhS)} dT
TeTh

+ Z / h3 2bhﬂ Nho |ha —bhaotng) AT
TeT,

La formulation discréte étudiée est la suivante:

trouver Ty, € Wy, Xy, € My, tels que :
(2) VR, € Wiy Ap(Th, Rp) + Br(Rp, Xp) = 0
VY, € Mhth(TiuYh) = _Fh(Yh>-

Les termes des sous les integrales qui donnent les expressions de A(.,.),
B(.,.) et F(.) peuvent étre écrits comme des quotients entre des polynomes,
exprimés comme des dérivées jusqu’a 'ordre 2 de ¢, et des dénominateurs
qui sont des puissances entieéres de \/a.

Ainsi, prenons le premier terme de A(.,.), i.e. fw %t“3ga353Rf3ﬁ dw.
On lécrit comme [ éEAlRlew avec t = (t13,¢%3), R1 = (RI3, R%%),

~

A = (afg)1<ap< €t aby = T \}aag On remarque que la matrice A'

regroupe les coefficients variables de notre terme. On utilise que a,3 =
©.a - p et ainsi on obtient les composantes de Al comme un rapport entre
un polynome dépendant de la premiere dérivée de ¢ et \/a.

De la méme maniere on travaille sur les deux autres termes de A(.,.) et
on obtient un rapport du méme type que pour le premier terme de A(.,.).
Il faut aussi noter que, ici et dans la suite, on tient compte de la symétrie
de tenseurs et on considere ainsi leurs composantes égales une seule fois.

Par exemple, pour R on construit le vecteur U = (R%RR?,R?), en ne
prenant pas aussi comme composante R%l qui est égale a R%Q.

Par conséquent on a la proposition suivante.

Proposition 1. On suppose que les espaces @y, sont tels que:

(3) VT € Ty, P,y € Pr € CY(T), avec m > 1 donné.
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Alors, il existe une constante hg > 0 telle que pour tout h < hg, les
formes bilinéaires approchées Ay(.,.) sont bien définies sur W xW . De plus,
il existe une constante C4 indépendante de ’épaisseur € et du parameétre de
discretisation h telle que:

VS7R € VVv‘ A(S7 R) - Ah(S7 R) >

k) hm

00 IR e = IR 3+ IR B+ SIE I3,
Démonstration. L’hypothese (3) donne 'existence d’une constante C'
indépendante de h telle que:

sup ‘ O0api(C) — Oapin(Q) | CR™ | ¢; |m+1,00,5 .
ceur

De plus, inf{eu:ﬁ a(ia(C)) > ag > 0, ot ag est une constante et 1;, sont

o
des fonctions a valeurs réel définies sur U T telles que SUD )2 | Oai(C) —

Yia(€) |< 6§, avec 0 une constante positive (voir Théoreme 8.2.1 de [5] (pp.
443-446) .

La forme obtenue pour A(.,.) avec des rapports entre des polynomes
dépendant de la premieére dérivée de ¢ et y/a nous permet d’obtenir la
conclusion comme en Théoreme 8.2.1 de [5]. O

On écrit la forme bilinéaire BY(.,.) comme:

1 1
B(R,Y) = / divR mydew — 5 / RSPV ,dw — 3 / R$3rqdw
(4) / RS [ (NasB +18a ) — Tagin — baﬁﬁi&] dw
/ R3 [ (T +785a ) — I’g‘éﬁr,\ b, +baf‘p577,\ + capn3| dw,

en utilisant la définition de la dérivée covariante d’un vecteur et la symétrie
des tenseurs (Rj ﬁ) et (cap)-

Or la géométrie de la surface définie a I'aide de la carte ¢ donne b,
Fg‘{ﬁ, bap €t cqp comme des rapports entre des polynomes dépendant des
dérivées d’ordre un et deux de ¢ et des puissances m de \/a, avec m égal
a trois, deux, un et respectivement quatre. Par conséquent, une téchnique
similaire employée dans I’expression (4) de B(.,.) conduit & I'obtention de la
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proposition suivante. Certainement, les termes de B(.,.) qui ne contiennent
pas des coefficients variables et donc qui restent inchangés en discret, ne
sont pas considérés dans notre analyse.

Proposition 2. On suppose que les espaces ®p, sont tels que:
(5) VT € Th, P C Pr € C*(T), avec m > 2 donné.

Alors, il existe une constante hg > 0 telle que pour tout h < hg, les
formes bilinéaires By(.,.) sont bien définies sur W x M. De plus, il existe
une constante Cp strictement positive, indépendante de [’épaisseur € et du
parametre de discretisation h telle que:

VR € W,VY € M,| B(R,Y) — By(R,Y) |< Cg||R||w| Y| arh™ .
O

D’apres l'expression de la forme linéaire F'(.) on a, avec le théoreme
8.2.1. de [5] la proposition suivante.

Proposition 3. On suppose que les espaces @y, sont tels que:
VYT € Tp, Py, C Pr C CI(T), avec m > 1 donné.

Alors, il existe une constante hyg > 0 telle que pour tout h < hg, les formes
linéaires Fy(.) sont bien définies sur M. De plus, il existe une constante
Cr strictement positive, indépendante de ['épaisseur € et du paramétre de
discretisation h telle que:

VY € M, | F(Y) = Fi(Y) |< CrlpllowlY larh™.

O
Théoréme 1. Pour h assez petit, le probléme (2) admet une solution
et une seule (Th, Xp).

Démonstration. Conformément & la théorie de Babuska-Brezzi (voir
[4], [7]) , la conclusion découle d’apres l'ellipticité de Ay(.,.) sur KerpBy, =
{Ry, € Wp; YY), € My, Bp(Rp,Yy) = 0}, ot I'opérateur By, : Wy, — M} est
défini & 'aide du produit de dualité entre M} et My i.e.:

VR, € Wi, VYy € Mp, < BpRp, Yn > v, = Br(Rp, Ya)
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et ausi de la condition inf-sup sur Bj(.,.) en discret.
Moyennant la Proposition 1, I'identité A, (R, R) = A(R, R)+ An(R, R)—
1
AR, R) et la nome | Rllowe = (IR By + HIR Bu + ZIE J3.)Fon
obtient, pour h tel que h < hg, avec hg donné par la Proposition 1, que:

VR e W, Ah(R7 R) > Cl||RH(2),w,E - CQHRH(Q),w,shm'

Soit hy tel que 0 < hy < (g—;)%, avec m entier, m > 1.

On considere ha = min(hé, ho), qui est une constante strictement pos-
itive et indépendante du parametre de discretisation h. Avec h < hg on
obtient:

VR € W, An(R,R) > C||R|3 .,

ouC =C1—Cy (hg)m est une constante strictement positive et indepéndante
du parametre de discretisation h.
De la derniere relation on obtient:

Y 1
h < ho, YR EW, Ay(R.R) > C_||R[f.

Ensuite, Dellipticité de Ay(.,.) sur KerpBy résulte d’'une maniere ana-
logue & celle de A(.,.) sur KerB, en définissant:

Sh1 = {Rh S Wh;VYh € My X {0,0} X {0,0},Bh(Rh,Yh) = 0} C K@T‘hBh

et en remarquant que (5) donne

sup ‘ aa@z(g) - aa@ih(g) |§ Ch™ | Pi ‘erl,oo,wa
geur

sup | Oappi(€) — Bappin(€) 1< CA™ 1 | 0 lmt1,000
¢eur

conduisant a ’obtention de:

sup | dawpin(§) < K; sup | dappin(§) 1< K,
ceuT ceuT

avec K une constante strictement positive et indépendante de h, d’ou:

{l bhag |s | chap |} < K.
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On tient compte ensuite qu’on utilise une approximation conforme, i.e.
Wy, C W.

La condition inf-sup en discret sur By(.,.) résulte d’apres la Proposi-
tion 2, la condition inf-sup en discret sur B(.,.) et en utilisant I'identité
Bp(Rp, Yn) = B(Rp, Yn) + Br(Rn, Yn) — B(Rp, Y3). O

Remarque 1. Il est clair que la continuité respectivement de Ay(.,.),
By(.,.) et Fp(.) sur WxW, W x M et M s’ensuivent d’apres les Propositions
1,2 et 3.

Remarque 2. La condition inf — sup en discret sur B(.,.) est obtenue
pour h assez petit et en supposant qu’on a la solution du probleme auxiliaire
(6) de [9] appartenant & [Ws+1’q(w)]5, 0<s<1l,g>2,(s+1)g> 2, avec
l'utilisation des propriétés de 'interpolé équilibre démontrés en [1].

4. La majoration d’erreur

Tout au long de ce paragraphe on étudie la majoration d’erreur en util-
isant d’abord des normes naturelles et apres des normes qui dépendent de
I’épaisseur €.

On tient également compte de la variation de forces exterieures selon
’épaisseur en posant p = e'f, i = 0,1,2,3, avec f une force indépendante

~

de I'épaisseur .
La forme bilinéaire A(.,.) et celle linéaire F(.) devient:

. 1
A(T, R :/Ellto‘3 R dw+/ 108 gospe RET — dw
( ) g 9a3p3 \/‘ gaﬁp 2 \/a
+/€i_33maﬁga5paR§0
w

- /w fini/a dw,

—d
ﬁw

la forme bilinéaire B(.,.) restant inchangée.

On dénote par A la constante de continuité de A(.,.), par A; la con-
stante de continuité de Ap(.,.), par « la constante d’ellipticité de Ap(.,.)
sur KerpBy,, par B la constante de continuité de B(.,.) et par [ la constante
de compatibilité entre Wy et Mj. On pose:
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A1 1+ A+ A
01(6) = max <1+Oz’a>; 02(5) = Tl;

C(e) = Ci(e) max(1 + BCsy(¢e), Ca(e), B);

2A + Ay B 1

Cs(e) :max< 3 ,l—i—B,B) i K(e) =C5(e)(C(e) + 1).

On utilise ensuite les résultats de majoration d’erreur pour les problemes
mixtes établis dans [8], i.e.:

T -1, <C inf
I~ Tillw < 0e) { int,

| A(Rp,Ty) — An(Rp, Th) |

T — inf || X —-Y;
| Rﬂw+ygmﬂ hllv

h

4+ inf sup

RhEW}LThEWh HThHW
B(Rp,Y:) — Br(Rp, Y F(Y,;) — (Y,
b oinf sup | B(Ry,Y)) — Br(Rp, h)\+ sup | F(Yn) — Fu(Ya) |
RhEWthth HYhHM YrneMy HYhHM
et

X —-X <K inf ||T—R inf || X —Y;
I = Xallr < K@) { inf, |7~ Rallw+ | inf X = Yila

A T,) — A T;
©oinf swp | A(Rp, T) — Ap(Rp, Th) |
RneWhr, ew,, [ Thllw
B Y,)— B Y;
©oinf swp | B(Rp,Yn) — Br(Rp, Ys) |
RhGWthEMh HYhHM

| B(Ry,,Y3) — Bi(Ri,Y3) | \ﬂn%ﬂﬂm%

+ inf sup -+ sup
Yo€Mn Ry, cW), HRhHW YneMy HYhHM

Dans le cas des normes naturelles on obtient C(g) < K&t et K(g) <
Koe?=8 d’ou:

5—i . .
T —1T; <C f | I'-R f | X-Y
ST = Tl < © { inf 17 = Rallw + i, 1X = Yillg
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| A(Rp, Th) — An(Rp, Ty,) |

4+ inf sup
RLEWLT, cW), | T3 ||w
B(R;,Y:) — BrL(Ry, Y
L oinf sup | B(Ry,Yp) — Br(Rp, Ya) |
RneWhy, eM, Y5l as
F(Y}) — Fu(Y,
n Sup! (Yn) — Fi(Ys) |
Yi€Mp DAIY;
et
8—2i . .
X - X <C f |T—R f || X-Y
1K = Xl <€ inf [T Rallw +inf X = Yilla
A(Ry, Ty) — Ay (Ry, T,
v ol swp | A(Ry, Th) — An(Rp, Th) |
RhEWhThGWh HThHW
B(R;,,Y:) — BrL(Rp, Y
b ol swp | B(Rp, Yn) — Byr(Rp, Yn) |
RhEWthGMh ||Yh||M
B(R;,,Y:) — BrL(Ry, Y
v oinf sup | B(Rp, Yn) — Ba(Rp, Yn) |
Y€EMp R, e, | Rullw
v sup | F(Yh) — Fi(Y3) |
Y, eM;, HYhHM ’

avec C' une constante strictement positive et indépendante de I'épaisseur e
et du parametre de discretisation h.

Remarque 3. Par rapport aux résultats obtenus dans le cas ou la carte
¢ est connue (voir [9]), les puissances de I’épaisseur € ont augmentée avec
3 —i.

Si on considere les deux normes dépendantes de 1’épaisseur respective-
ment dans W et M,

1
2

1Blwie = (IR Wraronsy + & IR I+ I3.0)

1—4

Y llare = 2 (Y [lar,

on obtient alors C(g) < Kie7! et K(g) < Koe™2.
Par conséquent pour ¢ = 0,1, 2, on trouve:

et — t mgivw) +eIn—n llow+elm—m [low
~  ~p ~ o Rp ~ o~
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<C«q inf |T—-R inf || X -V
<c{ it 1T = Ralbw + inf X = Vil
| A(Rn, Th) — An(Rn, Th) |

4+ inf sup

RheWnr,ew, [ Tnllw

B(Ry,,Y:) — By(Ry, Y

4 inf  sup | B(Rp, Ys) n(Rn, Ya) |

RhEWny, M), Y5l a1

F(Y,) — F,(Y;
+Sup\ (Yn) — Fi(Ys) |
YneMy, ||YhHM

et

4—1 . .
X -X <C f | T—-R f | X-Y
X = Xallar < C{ int 1T - Rl inf X = Vil

| A(Rp,Ty) — An(Rp, Th) |

+ inf sup

Rn€WnT), €W, 1T llw
B Y, — B Y;
+ inf sup | B(Rn, Y1) = By(Fn, Y) |
Rn€Why,eM, 1 Ynll s
B(Rp,Yn) — Br(Rp, Y F(Y:) — Fr (Y,
¢ oinf sup BB = BB Yi) | L POR) ~ a0 | |
Yn€Mn R, ew, HRh”W Y, M), HYhHM

avec C' une constante strictement positive et indépendante de 1’épaisseur et

du parametre de discretisation h.
Dans le cas o1 ¢ = 3 on a:

et =t i)+l =1 llow+e*lm —m low

< C inf ||T — R inf || X =Y
< ﬁ%wr i+ ing X~ Vil
| A(Rp, Th) — An(Rp, Th) |

+ inf sup
RhGWhThGWh HThHW
B(R;,,Y:) — BrL(Ry, Y F(Y;,) — Fy (Y
©inf Sup| (Rn, Yn) — Bn(Rp, h)\+sup| (Yn) — Fn(Ya) |
RhEWLY;, €M), Vel as YieMy, | Ynllar
et

2 . .
X-X <C f | I'-R f | X-Y
X = Xalas <€ {int 17 = Rl inf, X = Vil
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| A(Rp,Th) — An(Rp, Th) |

+ inf sup
Rh€WhT),ew,, ||Th||W
B(Ry,,Y:) — By(Ry, Y
+ inf sup| (B, ¥r) n(Bn, Vi) |
Rr€Why, eM,, HYhHM
B(R,,Y:) — By(Ry, Y F(Y.) — F. (Y,
+ inf sup | B(Bh, Yh) n(Bn, Ya) | sup | F(Ys) n(Yn) | ’
Yh€Mu R, cW), | Rnllw Y, eM, DAY

avec C' une constante strictement positive et indépendante de I'épaisseur e
et du parametre de discretisation h.

Remarque 4. Par rapport aux résultats obtenus dans le cas ou la carte
¢ est connue (voir [9]), les puissances de 'épaisseur € ont augmenté avec 1.

Remarque 5. Les résultats restent vrais si on employe, au lieu de
Dy.y1, un des espaces: BDMy 1, BDF M1, BDM[kH], BDFM[kH] (voir
[4] pour les notations), les deux derniers étant utilisés dans le cas d’une
triangulation formée par des quadrilateres.
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