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CONSIDERATIONS SUR IEQUATION FONCTIONNELLE :
F(F(x 4- y) — F(x) ~ Fyy+z] ~F[F(x+y) — F(x) — F{y)] —Fz) =
=F[F(z 43}~ F(z) — F(y) + x] = F[F(z + y) — F(z) — F(y)]1 — F(x»
DANS UN ESPACE LINEAIRE

PAR
ION CREANGA

Communication présentde an Congrés International des Mathématiciens, Moscou, 16=26 aotit 1966

Nous avons considéré, dans un travail précédent [3], des algébres
Ap, qui peuvent étre attachées, dans un espace linéaire K, aux opérateurs
F, en prenant comme opération interne en R, l'opération suivante:

{n Yov=I(v+ v} —F(x) = F(y).

On suppose toujours que I () =0, pour garder la propriété d’annu-
lation du produit quand l'un des facteurs est zéro. Ainsi, R devient une
algébre Ap; si I est linéaire, I'algébre Ap se réduit a lalgébre nulle:
Af:= 0, si F est non-linéaire, en général, l'algébre A, est commutative
mais non-distributive et non-associative.

Dans le travail cité, nous avons cherché les conditions pour que ces
algébres soient distributives. Nous avons trouvé que les seules algébres
distributives, dans le cas ot R a un nombre fini de dimensions et of les
coordonnées de F sont des polvnémes des coordonnées de v, sont celles
pour lesquelles ces polyndmes sout de second degré.

Dans cette Note, nous nous préoccupons des opérateurs FF qui condui-
sent aux algébres associatives. La condition d’associativité:

(2} (xov)oz=12x0(yo2)

est €quivalente a I'équation fonctionnelte :

@) FlF(x+y) —F(x) — F(y) —2) = P(E(x + v) — F(%) — F(3)]

= F(z) = F[F(z + ¥) — F(z) — F(y) + 2] = FF(z + ) — F(z) — F(3) ] — F(x)

que l'on peut nommer I'équation de l'associativité,
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Il en existe des solutions: I'une est la solutiou bavale: [(x) opéra-
teur lindaire. Il v a aussi d’autres solutions; par exemple dans le cas
dim R — 1, nous avons les solutions: I(x) V2, Fa) ], Fls)= =k
oft [x] est la partie entiére de v et {4} la partie {ractionnaire de x.

Nous nous limitons ici sculement aux opérateurs algébriques, ¢'est-a-
dire pour les opérateurs qui, dans les cspaces linéaires de <dimension
finies, ont leurs coordounées exprimées par des polyudmes dans les
coordonnées de l'argument.

Qoit ¢}, ¢4, e., ¢, une base dans Iespace K,. Nous avons:

() o= Etes F(x¥) = ole; (,i=12 ...,1)
et
i i - o
=) oyl N P ~ ~ Fi3 >
l;.n-' = I,-I-O"hlhg...hk_’ e omm i
I
m, étant le degré du polynome ' ct les indices /r; des indices de somma-

tion; les coefficients » ~ sout considérés svmétriques par rapport
1ha... ig I

au groupe des permutations des indices d'en bas.
T expression du produit ¥ «v prend alors la forme:

ry 1
2 i i Fhy by o by,
{G) Vo= ;)’r T T Fhkr b (x, v)e,
Ot
ol I ! &
(7) [ihehg (x, ) — E Sy 0o
=1 01Tty g=1 re=i+1

iy baye ooty €tant Pume des combinaisons des indices 1,2,..., 4, les
autres indices {,.,, {;,q, ..., {; complétent la permutation fyfy. .. iy .. -1g
des indices 1,2,...,k et S est 1a somme étendue a toutes les combi-
RERTET
naisons C!.
On remarque que:
a) Thike-hp(x, v) satisfait & la relation de récurrence

Th(x, v) =0,
|ISI Pl ko iy (-\', _\') : (Thlh:"' i1 (.\', \) + "th -r‘fl-_g_ . 't}"‘f.--—l) ihk +
(l- (’[‘hl e by 1 (_1-’ -\r) + Zh] Efr'l - E.hk I) 'qhk i

) fhphs. by

h:l = = ’l‘fllhg.,.}lk_..l (_—\‘, :\,) + Tjhl'fjhﬂn i .-qflk_]
a;’rle
et, par suite,
b h Aephyhao h
(9: '[‘h]h-_:...flk= _é)__{_l B _izhk -i‘- _(LI ' ___Jj_,rhk
FEC FPTTR

. ) ]
7 (11) Prbeib(xoy, = 50 S 1 Lo —

: 3 CONSIDTRATIONS SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE 249
) _
¢) Ou doit appliquer avec soin les formules (7) et (8}. quand ruelques
indices de la suite %, hy,. .../ deviennent égaux.
+ I expression de (¥ o) oz se présente sous la torme:
(10 = ;
> 4] - —_—d Fhyha.. : oY
) (o e tgfiom Eklahlhu...kki b (¥ oy, 2)E
kexl O
avec
Jﬂh "‘lh J.l_;l

S _g_"‘l]

! TR T LA R TR USRI
! 2 !

R A TP P ’n.-ll'l (.\:, -\r) TR R "niz iy (.\', _\;) o
STy (v v) DR Chigen . Mk

Nous obtenons ainsi

J my 1
{12} (xodyyor= !2 A B g
- =17 ’
L ™m L]
pasl h,! h,’ }rz: l i 1
E s E E ENs E - S . Clh’l
. : - : 5.4 I § Spi e Sy i
é T=1 4y dgody g =0 mg, =) mi = M ! Hi, O AR
by hy b
q 2 R T Vhy g
PR AL T iy ta e tng G 3
2 ¥y Al i
. n".l 1 ll’-2 1 "iP ] l,‘:,...,nl-l 1'2"""‘1',_, 1,2,....m
.:‘kz; Z/E, S s ... 5
py=1 py=l1 Pl gy Oyt T By e 0
a .t . «F . £ A b ¥ F) oaeFam
- (2o o) (govie,gon) (i

e . I N 5 5 5 ¥, { B

ot ¥by =1). .. (-,7 “p,ﬂ'l-q Ypptett oy “".1-1)('7 Cpatata
L 3 3 . ¥ N RE I b

) b2ttt ""fr_»".'-)_. oc ('n Yol Bpptete g U idbe, -

Les indices qui se trouvent en bas et en haut doivent ctre variés
4 de 1 & #. Remarquons que les coordonnées du produit (xoy) oz sont
des poly:nﬁmes des coordonnées de v, v, 7; le degré de ces polyndémes est,

au maximum
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Fi n
(13) (m; — 1) max m; -+ 1.

je=1

Les conditions d’associativité sont données par le systéme

nty l
(14) kgl ];_' air;irg...hk [Thlh2mhk(x oy, 2,‘) —_ Thlhﬂ'"hk(x, Yo 2)] =0
(7=1,2,....n)

et 1:p0u;' avoir des algébres associatives il faudra annuler tous les coeffici-
t:lts (Je ces poyndémes. On trouvera des conditions entre les coeffici
ents o 51 ces conditi ' i 5

B et si ces conditions seront compatibles elles donneront des

solutions pour 'équation de I'associativité.

. Les caleuls et les expressions sont assez compliqués ; nous ne dont

ici que les résultats pour les cas n =1 et n =2, m =ity = 3 g
Pour # = 1, en dehors de la solution banale F (xl)——:x,-’il existe la seule

solut1?11 algébrique /7(x} = x2, qui nous donne le prodnit habituel % o y=x
Pour n =2 et m, =m, =3, de (14) nous avons: 2

- 1
(15} Eﬁ;”h!(Th|"2(XD_‘_\’.z)—Thlhz(x,yuZ)]-{“

1
& ity [THPshs(x 03 2) — Thtats (3, 3 o 5] = 0

|
o U'i:"z [Thra(x oy, 2) — Thty (x, v 02)] +

I,
+ gaﬁ,hghs[T"’hﬁ"s(I o, 2)— Thihy (x,v02)]1 =0,

En effectuant les caleuls, on obtient

(16) af ar. —ob of =0,

(1 f) 5\'.:_’ 'x;u‘k - 0’.;“ a:'gk = 0;
18 t g ==

( ) -3".”’ mhl'k - 0’

(19) of of of = 0

rip R uw
1(;2 sont l?s relatiops de structure pour l'algébre. On observe que dans
cas «f =0, c'est-d-dire pour les opérateurs quadratiques, il reste

ftssaulement' la relation (16), qui donne des algébres commutatives, associa-

l\YieSa et dlst;n‘g;ltwes ct qui sont des relations de structure d’une algébre
our table: iplication : = 2

q P eau de multiplication: ¢;¢; = ke, at étant les constantes

de structure.
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Dans le cas % =0, on obtient trois solutions:

L gl oyl oyl g mgl o=t =0 22 £=0:
{I) i Zon X921 %992 *an Lom *a20 0; n T U
i b o ] ol o R o y? o g W2 =) gl (O
(11) Ay T Py = Kooy T Ay T %y T %oy Yo 05 ay, =03
% PN R S Py e —

(I1) i T %o T Fom T Fam “m Y211 am Lage

qui donneat, respectivement
Fix) = 4(x) + [ + (20 0e.
(21) F(x) = 3{(x) + [ (&%)
Fx) = A(x) + DW(E 4 20 4 @ 29906 - ).

on A(x) est un opérateur linéaire arbitraire.
Leur produit est de la forme

¥owvas [20Ent 4 Builgt (B4 ) ]es,
¥oy = [2nEtq? + BpERqt(Et 4 72 ]e,
ou

Vo= [ZA(E 4 29 4+ 0?) + Bu(E -+ B+ ) E %2 ey — ).
Dans tous ces cas 1ous avons
(xoy)ez=1rxo(yoz) =0

s algébres nilpotentes d’indice trois.

Par conséquent ces algébres sont de
s solutions particuliéres de ia forme

Pour # quelcongue, il ¥ en a de

22) Fx) = @ H (B8 .. Bl + - + 0" (88 Do

b

v

=1 =t

ol ¢ (E'E ... Z') sont des polynomes arbitraires des coordonnées
Nous avons aussi dans ces cas
(x -] _V) oz=10.

Il n'est pas vrai que toute la classe des algébres considérées contient
seulement des éléments nilpotents d’indice trois. Par excmple,pour

Fx) == (&Y (e, — e+ (21 ey,

bo | -

on a
(¥ o) oz=Egil{y —¢)

Les opérateurs F(x), qui engendrent les algébres associatives peuvent
avoir des interprétations géométriques intéressantes.
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CONSIDERATIT ASUPRA KCUATINI FUNCTIONALL :

FIFE = ) — Flx) — Fly) £ 23 - F[Flxr +3) — Flo) — F(¥)] ~ F[z)

FiFlz 2} = Fla) — Fly) £ 2] = F[Fz L ») — Fl2) — F(3)] = P«
INTR UN SPATIU LINTAR

Rezumuat

In aceasta Notd se prezintd citeva consideratii asupra ecuatiei {unctio-
nale (3} si se dau solufii algebrice.

Licuatia (3) este ecuatia asociativitdtii pentru o algebra A, , atasata
wnui operator F(x) din spatiul liniar R, care se transformi in Ag prin
operatia (1).

Se constatd ¢d in cazul din R = 1, singurele solutii algehrice sint
F(x) = x ¢l F(x) = x?, dar existd solutii neanalitice, de exemplu: F(x) =
= [x], F(x) = {x).

Se dau pentru operatorii algebrici ceuatiile gencraie pentru ca Ay
si fie asociativd. Se trateazd cazul particular cind dim R = 2, iar coordo-
natele lui F(x} sint polinoame de gradu! al treilea in coordonatele vecto-
rilor x.

Se dd de asemenea o clasd de solufii particulare pentru cazul cind
dim R este finitd. Pentru toatc aceste solutii, algebrele corespunzitoare
sint nilpotente de indice trei. Sc aratd, prin exemplu, cd existd totusi
solufii care conduc la algebre care nu-s nilpotente de indice trei, Se
intrezdresc interpretiri geometrice interesante pentru operatorii care conduc
la algebre asociative.

S .

O GENERALIZARE A FUNCTIELI LUI MOBIUS
DE

DORIAN SPULRER

in Nota de fad sc defineste o luncie numericd iy (;z) .-,:})1‘1«:- 51;-3_
diazd unele proprictifl; aceastd luncfie 'C(zll‘l(:](le pentru & - {'['ﬁu'uij-‘(-u;
cunoscuta functie a Lui Mobius. Generalizan ale ftlnc;‘,l’e_l lui  Mabius
mai dat C. P. Popovici (2] i K. P. R Sastry [3].

17, Pentru orice b sion naturali deltnim

[ daci un existd p asa ca pifn,

) i ) = {— 1pint iu celelalte cazuri,
unde v (%) este numarul divizorilor priu gluuunu}rulm . L s i} =
2¢, Iunctia we (#) este multiplicativd, adicd dacd (my, 1a) =1, pa 01y 1te

= g () e (”2)- -
Ee(}?fll’);:]:f-;aégl‘gt)l:i.ta ipotezei, sau p*fi,, sau pig si dect pg (g 9t}
=uk_(jh;:?’:¢ 5’253 ,—tlgéi pring si puing, dupa definifie,
iy {1y 1) == ((— L)vinerl,
wy, (g} = { — 1),
i (1) = (— Iéno;
deoarece v {iy fg) = v (#;) 4 v (1), Terultd ws (g 1} = e () e (M)
Din 1° si 2° rezulti | v
a) w (n) = Y u(d); in baza definifiei, relajia este cvidentd.

=

Dacd f(n) este o funcfic multiplicativd, se stie [1] od

h
@ o Ftdy = T L7 ) 1 (8 .



