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LA THEORIE DES VARIETES D'UN ESPACE A CONNEXION
PROJECTIVE $SANS TORSION (I)

PAR
GH. MURARESCU

1. Introduction

I'étude des espaces a connexion projective, a # dimensions, peut etre
faite 4 Paide des espaces 2 connexion affine a 4 1 dimensions ((37. 47).

Une connexion projective sur une variéte 1", peut étre identifiée a
une certaine connexion affine sur une variété différentiable V, ., — Vo o K.
oit R est la droite réelle sur laquelle les seuls changements admis de coordon-
nées sont les translations. Si U est un voisinage de coordonnées sur Ve,
alors un voisinage de coordonnées sur V, ., sera de la forme U R. Une carte
locale sur UX R sera de la forme

(20} ={x°, a*+1}, (£=],...‘n+l; a=1,...,1),

oit { ¥*} est une carte locale sur U, et {x"r1} une carte sur R.
Par sa définition, la variété V., admet la congruence de courbes

4% = const. et x"r! = variable

(+)

qui s’appellent des rayons de V,iy.

L’ensemble de ces rayons forme une variété qu'on peut identifier avec
}",. Cette congruence détermine sur V.4, un champ de vecteurs £ tangents
en chaque point & un rayon, qui dans la carte donnée ont les compo-
santes £ = 8,1,

On peut utiliser des cartes locales par rapport auxquelles les équa-

tions des ravons sont de la forme ().
Un changement de coordonnées entre deux cartes de ce type sera de

la forme:
(1 K= g (xl,. .., "), A= x0T g (21,...,2").

Nous appellerons /'atlas préféventiel Uensemble des cartes locales lides
entre eux par les relations (1).
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Dans [3] on définit les espaces projectifs tangents a V,, les objets géo-
inétriues projectifs attaches 3 V. et les objets géométriques associds sur
o1, objets dont les composiutes daus les cartes préférentielles ne dépen-
dent pas de 1,

Réciproqguement, 4 un objet géométrique sur ¥
long d'un ravon, on associe un objet géométrique projectif sur V, ([3].
15 ). L'espace a connexion projective attaché a I, peut ctre interpréte
Comie un espace & comnexion affine. attaché i .y, sur lequel il va

= tisfait aux relations :

n+y QUi reste constant le

le champ e vecteurs 5 tel que la comnexion atfine <

all

1 = " LR
(2) 11;0 — P;-a N i ;'".g.l = ¢! (‘,_I-’l'_kﬂ-' T U,

ot [, sont les coefficients de la Cotnexion projective {[3]).

Les dcrniéres conditions (2} peuvent étre expriinées d'une maniére
invariante par rapport aux cartes guelconques de i 03], [4]).

La différentielle absolue d'un tenseur par ra
Jective coincide avec Ia différentielle absolue dn
par rapport 4 la connexion affine correspondanta
de la connexion affine a des cormposantes non nulies R,

Dans ce travail nous utiliserons Ja méthode introduite par 2. 1. Pa-

puc dans (2] quia été appliqnée par R. Miron et D.J. P 4 Puc dans
1] 4 Pétude des variétés d’un espace & conltexion affine.

2. Les variétés V,, dans Lespace a connexion projective sais toysion IV,
En considérant sur Va., une connexion affine sans torsion. on doit
4jouter aux relations (2) les relations

pport 4 la connexion pro-
Tunseur associé sur Wz,
¢ le tenseur de courbure

(2') » Vas = Thp et Ty, =0,

nrly

L/étude d'une variété YwC Va sera réduite a 'étude d'une variété diffé-

rentiable de la forme Vaay =1, ¥ RCVasy qui est un espace 4 connexion
affine. Localement, une tell Variétd peat étre donnde par les équations
(3) R (T T T L =t Lot ey,

{ur, urT =y (h=1,. . o x= b ol 1) étant une carte locale

sur V,.,. Sur Vs, nous Fxons upne carte Lo
géométrique 1, eost contenu dans le domaine
donnée par le systéme de fonctions :

fale y,. dont e domaine
de dacarte (1r). Elle sera

(4) a = ), T ) Flat oo™,

régulier et 2 jacobien non nul sur D,

Sur Dy nous  cousidérons  Jes champs de covecteurs e =88 du"*
(A=1... . m+1 qui  déterminent un corepére naturel dans I'espace

tangent en chaque point de Vi-1. Dans la carte {2%) leg composantes de ces
covecteurs seront
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A
=0,
(31

ou plos précisément -
B u, 0) et (A [ du ] L)
(A=1..... 0}

. A
(3 o I

B o ' [ b P S jad
\ 1 al(le deS Chfln.lps 8‘! ous ouvon d (ifl I ]Eq Cha‘"l S (le UECt

cariants e, () par les relations:

el =3, (. B=1.:,m+1).
) -3
- 4 34 et & = 55
5 . S, €y == Oy a4 = 5 . ‘
5 rte nous avon 7 . o
R 3| e d tement, en partant des composantes des crenrs
Al t te que pour n'importe quelle autre carte s
y nsta | :
; a carte %,., on con be quelle o
i dansdl:unée par les relations de la forme {4 ;

I-m-l; .‘
1_{}9‘((’1;'31
(7} am 1 "':i = 0! ”m'r]_ Ca : - Lo m .
SHini fa connexion
ide d hamps ¢4 et ¢4 nous pouvons délinir sur Dy |
A Taide des champs ¢,
euclidienne )
=1
Tay=¢a* Ove.
(8)

' 4., devient: gy = 0. . lle arte
" (;%nss lr?el;%rgss‘%) et (8) on constate que pour n'importe quelle
€

i vons
ur V donnée par les relations de la forme (4), nous a
B Hnil:
-3 a o
(9} i Pg‘r =0, Igpiy = Tnt1s =0

El t Ila.lt C()"lp[e (18 la d.e[l“e]f: lelatl()tl t2 et ([es telatlon.s 3 A on cons-
1 Te

i —_—
(2”) am+1 ij -
16té 3 tités
Nous associerons a la variété V,,, les quan
.
{10) Vi ()'lz,): Yaa, (}’uld.;)' R (}a[ .
S &
(11,...,1,.:1,...,1n+ 1),
ofl | o o
; ' Ve - T oy
i i LR = ‘\I; x = 69’-_,.}’; + Ff"y“1 :_Va;. e, Ve s
My ='Va—"a1 X, _}mlcr.e . li'_‘ i .
S | 1

- i
Savtp =Votaciipe
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On voit que 3";1---% est un vecteur contravariant par rapport
supérieur et un tenseur covariant par rapport aux indices inférieurs.
Des relations {3) on constate que

(D) W= 032, 98" = 005 yoyr =0, A4 = T(a=| k=]

1o

e M),

les deux derniéres étant vraies pour toute carte do
de la forme (4) sur V,.,. Donc

(11°)

nnée par des relations

Ymayp = 2,

cequi dit, quela restriction du champ Zi la variété Viwsy est an champ
tangent a cette variété.

D’aprés les relations (2), 2'), (27), (9) et {11}, il en résulte:

£ £ Kl . .
(]2) am—-l y«l,..zq =0, yalaz...azq == }“e“r'"" (‘] =1,..., Paal)
r
Ve, = Opour o, =m-L | ef § = 1. 2,...,q.
Nous suppeserons que pour V., les vecteurs
]

1 !l' ,‘. N - - _1 -3 “ l R

Vs I, -"-ﬁ‘uu-%’ AVeC Ay ryry=1,... m<1; Apve k=1, 0

sont linéairement indépendants dans I’

_ espace tangeut & V,_, et que parmi
1 T
les vecteurs Yap Yan,- -

.,yil_";p__ -"‘!‘1---3&:” il existe n 41 vecteurs lingaire-
ment indépendants dans cet espace,
Des relations (11) et (12) on constate ue:
— les vecteurs AL sont indépendants et en nombre de m 41 = C,’,,.;..,
— les vecteurs V35, sont indépendants ¢t en nombre de C?

m+1ls

. . 2
les vecteurs Y, sont indépendants et en nombre de . | NP

— les vecteurs y, , .ty SONt indépendants et en nombre de me-2. Crisi.
LI
Il en résuite qu'il faut avoir la relation

o

=1 i
Clo+ C,f,-, (E m"] =0 o< C,',,+1 -+- C,z,,_l_] (E m").
k=1

=1
Une variété qui satisfait a I'hypothése précédente est dite fénérique,
Nous introduisons les vecteurs

(13) zfql"_‘,g —_\';]“_,q e;‘l : et"q, {g=1,..,p+1et A,,.. s =1 m)

qui & un changement de la carte locale sur ¥,
Dans la carte locale ¥, nous avons : z;r,_“q =y:.,1“_40.
Des relations (7), (12) et (13), on constate que

m+) sont évidemment invariants.

a l'indice
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y & = 2 U
(14) D1 Za g = O T4 a0, = Za,a..a,0 T4 a4

(pour A, =m + 1) et Tl = Vit
e la derniére relation (14) et la relation (117) il resulte

= | N

g

La variété V, ., étant générique, les vecteurs

= o et AL LA
Za, ZA A+ ZALLA, AVEC N, Ad=10,m .1 et A, A
1 m, sont linéairement indépendants et parmi les vecteurs
S TN

Ay AN e gA LN

Loavee A = A,
T ettt Thpeiel

. . 4 2 . - e ]
il existe n+ 1 vecteurs linéairement indépendants. Ces vecteurs sy .y .,
: | e rectetrs 2, Sy A L. .., 21 4, pour former une
¢ui complétent le svstéme de vecteurs 2, =y s, Yty B W
R 5 38 par o ou =

base dans Vespace tangent & V., seront notés par iy s e,

5 ] ’ &5 - i dl‘C (101111(:.

A . . z .- _.z‘ ; :'.\ Y détel’-
Le point x € V,,;, et les vecteurs =, AN, PR LA TN LA,

i : i dométriquement associd a la variété
minent un repére affine Rxo(x], g q .
1% Ce repére s'appelle normalisateur ([1] et [2]}. ’ |
m=1" 0 PO . 3 . o P nous Eou
Pour exprimer la dérivée covariante des vecteurs 23 4 ,
sidérons les formes de Pfaff il
(15) ot = el du

qui, d'aprés les relations (3) sont des différenticlles totales, linéairement
ilnd’épendantes. Plus précisément, unous avons

" +1
(15" o=, wtdu, (h, A=1,...,m) et "7 =d) fdutdu"

On voit que o ne dépendent de w"+! et dumrl,

Parce que zy . est un vecteur contravariant sur V,4, et un scalaire
sur V notant ;vec D le symbole de différentiation absolue, nous avons
m+1 B,

(16) sz\l...:\q = dz."\l....\q + 1 Ef\l....\q 2y ot

Vu les relations (2), (2'), (11) et (14), nous avons

(16) szal....\q = dzj\l..,!\q + T 3 ey zhot(@=1,...p)
Des relations (13) et (14) on déduit la formule

A

(16”) Dz} |5, =25 .80

é « Matemoticd — fasc. 2
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Les équations qui expriment la variation du repére R {(
les équation ;
- s jondamentales d iz !
f ¢ la variété V, ¢ Vai,, seront
Dx? = 9 A CES +1 A
p o7, D" =t gt g @t

Dzj\l = Zf\IA w?,

(17 Dz =2 "
) EA Aty T A Ay A, A ©

(A < Ay)

. .
D — M M,.M,)
AA A : I Pt} 2 A
oty MMyt Ban Daa 0f (M < M)
Dz'- _ i I'M‘..-M ¥
A Ay gy = 2 K, A ;
1Ageefp gy (M M) SMA A LA, L YA O

oll les indices (M, M. M
1y ... M) prennent les valeurs des indj
v A Ag Ay (AL AT, =S
O T K MMymp) MM, M) : .
Adgndyh €6 KA '8 T4 % ea sont invariantes sur ¥

m+1
m+q Par rapport

et sont appelées les invariants de normalisation de la variété V,

j" la carte x,,., Nous remarquons que les différentielles absolues des vecteurs
Al"{;'\"' n‘e dependf:nt pas de w™*1, donc de du™+!. Les conditions d’'inté.
grabilité du systéme (17) seront les suivantes :

2t = 7 s

aM = Zya (exprimé dans (14)),
Ri, zh 2% 20 — i i
R A WY ZAMA

L}
Zh PyT—
reedp—2AM T EA LA, oMA (AIQAJ,
b

i, =2z

¢ *
M M My M) (

) a :
jab zA!mAp_] ZA _IK'MIMz"'ij

Mg by AT

(M M,...
— KR ia) (M, < M)

%) sur D, appelées

¢ - . :
© I?Jl'ﬂb 2;\1...1\, 2 2y = z:Ml...Mq) KK\:IIAT.'?; - z;Ml...Mq)M Kﬁ\:.]..:}\fi) =
St B 2 — Koo 250, (g =1,.p + 1),
;ab Z:Al'“Ap-l'lj‘ Z?\ zﬁd =
= z;Ml...MaJA ' K:i?...'.}&:,;« . z:Ml...Mq)M ’ gzﬁ':)‘::f,;m +
+ z('Ml...MG,) (Kf(x‘.:x:ﬁpwm - K{(xt::ﬁil}'Alk Z4)-
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Des relations (2) et (14), on constate que les invariants de normali
sation ne dépendent pas de u"*.

Par la différentiation covariante des conditions (C) (mod. (17}) on ob-
tient les conditions (C,), puis des conditions (C,), les conditions (C,). etc.

D’aprés ces considérations, il résulte:

Théoréme dexistence. La condition nécessaire et suffisante d’existence
d'une variété générique V1 C Vas,, donc d'une variété V. CV,, est que,
étant données les différentielles exactes w® (A = 1,...,m), linéairement in-
dépendantes en du?, la differentielle exacte w™+! avec la propriété: w™+! =
= du+1 (mod du) et les fonctions I{ff’f}f_f:"‘\ﬁg’ et K-?T:f\»:.z:;\ﬂ:fl)n\' (A <€ A,
M, < M,) analytiques en #* , il existe un nombre naturel N tel que le sys-

téme des relations (C,) ... ., (CN) scit compatible en »%, =* | 2'-’\;"2 TR

I
z*j\lm Apoy® et que la solution vérifie identiquement les conditions (Cy ,,). Une

solution du probléme est une variété normalisée & l'aide delacarte locale des

équations &” == du”® (2= 1.... m =+ 1), et elle a pour invariants de normalisa-
tion les fonctions K.
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TEORIA VARIETATILOR INTR-UN SPATIU CU CONEXIUNE PROIECTIVA
FARA TORSIUNE

Rezumat

O conexiune proiectivi pe o varietate diferentiabila V, poate fi identi-
ficatid cu o anumiti conexiune afini pe o varietate diferengiabild V,., =
=V, x R, unde R este dreapta reald. Studiul unei varietdfi diferentiabile
V,.CV,, este redus la studiul unei varietii de forma V., = V. X R intr-un
spatiu cu o conexiune afind. In lucrarea de fajd se face acest studiu, folo-
sindu-se metoda introdusd de D. I. Papuc in [2] 5i aplicatd de R. Mi-
rongiD. I. Papuc in [1}, la studiul varietdfilor dintr-un spafiu cu cone-
xiune afind. Varietatea se normalizeazi cu ajutorul hirfii locale datd de
ecuatiile o® =du" {a==1,...,m+1). Se demonstreazi o teoremi de
existentd.



